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I.  Vorwort. 


Je  weiter  die  theoretische  Physik  sicii  entwickelt,  und  je  j?e- 
waltiger  die  Werke  anschwellen,  welche  einzelne  Teile  derselben 
erschöpfend  zu  behandeln  bestrebt  sind,  um  so  gebieterischer  stellt 
sich  das  Bedürfnis  uacli  einer  kurzen  zusammenfassenden  I)ai*stellung 
der  gewonnenen  l\esultate  heraus,  welche  dem  Lernenden  nach  Bewäl- 
tigung einiger  Spezialgebiete  einen  Überblick  über  die  gesamte  Dis- 
ziplin zu  erwerben  gestattet.  Eine  solche  Darstellung,  die,  wenn  sie 
die  Kürze  nicht  auf  Kosten  der  Strenge  und  Vollständigkeit  erzielt, 
auch  dem  reifen  Forscher  willkommen  sein  dürfte,  fehlte  bisher 
in  der  deutschen  Litteratur;  das  vorliegende  Werk  sucht  diese  Lücke, 

r-       die  ich  in  meiner  Lehrthätigkeit  häutig  empfunden  habe,  auszu- 

:  füUen. 

^  Was  dem  Lernenden  die  Gewinnung  eines  unifassenden  Stand- 

Z        jjuuktes  auf  Grund  der  vorliegenden  Handbücher  erschwert,  sind  nach 

meiner  Ansicht  nur  zum  geringeren  Teile  die  Schwierigkeiten  der  all- 
^        gemeinen  Theorieen,  zum  größeren  die  umständlichen  mathematischen 

Entwickelungen,  welche  zur  Durchfüiirung  spezieller  Probleme  nötig 
*  sind  und  häufig  die  allgemeinen  physikalisclien  Überlegungen  auf  lange 
'         Zeit  fremdartig  unterbrechen,  ohne  immer  zu  Besultateu  von  wirk- 

•4 

—        lieh  physikalischem  Interesse  zu  führen. 

_  Da  nun  das  Verständnis  der  Gruudlehren  der  tlieoretischen 

^  Physik  ])is  zu  einem  gewissen  Grade  von  der  Fähigkeit,  spezielle 
Probleme  analytisch  zu  bewältigen,  unabhängig  ist,  so  habe  ich  ge- 
^  meint,  die  zur  Ermöglicbung  eines  tlberblicks  erforderliche  Kürze, 
der  Darstellung  in  erster  Linie  dadurcli  erzielen  zu  müssen,  daß 
ich  auf  alle  Anweudungen  der  Theorie  von  sp(»zielleiii  und  })eson- 
ders  TOD.  spezifisch  mt^thematischem  Charakter  verzichtete.  Die 
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Voneort. 


Möglichkeit  ihrer  Lösung  und  der  Weg  zu  ihrer  Durchführung  ist 
zwar  häufig  angedeutet;  ausftlhrliche  Behandlung  haben  aber  nur 
Probleme  von  allgemeiner  physikalischer  Bedeutung  gefunden. 

Bezüglich  der  hierbei  inne  zu  haltenden  Grenze  war  ein  Schein 
von  Willkür  mitunter  nicht  ganz  zu  yermeiden. 

Daß  spezielle  Probleme,  welche  selbst  wieder  zu  einer  aus- 
gedehnten Theorie  Veranlassung  geben  und  daneben  höchste  prak- 
tische Bedeutung  besitzen,  wie  die  Fälle  der  Platten  und  der  Stäbe 
in  der  Elasticitätslehre,  behandelt  sind,  wird  allerdings  nicht  be- 
anstandet werden.  Dagegen  wird  man  vielleicht  die  Entwickelung  der- 
jenigen allgemeinen  Integrationsmethoden,  welche  Analoga  zu  den 
GREEx'schen  Funktionen  verwenden,  als  dem  oben  gegebenen  Pro- 
gramme entgegen  anselien,  während  ich  sie  um  der  Aufklärung  willen, 
die  sie  über  den  Anteil  der  einzelnen  Volumen-  und  Oberflächen- 
elemente an  dem  Zustandekommen  einer  Erscheinung  liefern ,  für 
jihysikalisch  interessant  halte.  Ebenso  könnte  man  etwa  die  in  der 
Hydrodynamik  und  Optik,  der  Elasticitäts-  und  Elektricitätslehre 
besprochenen  ReHexionserschcinungen  beim  Vorhandensein  ebener 
Grenzflächen  als  aus  dein  Rahmen  des  Buches  fallend  betrachten, 
während  ich  sie  zur  Verdeutlichung  der  Vorgänge,  welche  in  den 
allgemeineren  Fällen  an  jedem  Oberflächenelement  stattfinden,  auf- 
genoninien  habe.  Und  so  darf  icli  auch  versichern,  daß  in  anderen 
vielleicht  strittigen  Fällen  für  die  Entsclieidung  jederzeit  ähnliche 
allgemeine  Erwägungen  maßgehend  gewesen  sind. 

Der  Verzicht  auf  die  Behandlung  spezieller  Fälle  hat  manche 
Vorteile  zur  Folge  gehabt.  Nicht  nur  rücken  zusammengehörige 
theoretische  Entwickelungen  dichter  zusammen,  treten  die  allgemeinen 
Gesetze  und  die  Beziehungen  verschiedener  Gebiete  zu  einander 
schärfer  hervor,  es  wird  auch  eine  sonst  vielfach  merkliche  Ungleich- 
förmigkeit  l)eseitigt,  welche  daraus  fließt,  daß  (Tcbiete,  die  sich  ana- 
lytisch einfach  darstellen,  unabhängig  von  dem  wirklichen  ])hysika- 
lischen  Interesse  durch  die  Breite  der  Behandlung  und  die  Zahl  der 
durcbgetVihrten  Einzel})ruhleme  ein  Ubergewicht  über  diejenigen  er- 
halten, welche  der  Analysis  größere  Schwierigkeiten  bieti^n.  Diese 
Vorteile  dürften  in  dem  vorliegenden  ersten  Bande  besonders  in 
dem  dritten,  die  Wärmelehre  umfassenden  Teile  hervortreten,  der 
unter  Einwirkung  des  gesteckten  Zieles  umfassender  Darstellung 
eine  gegenüber  der  sonst  gegebenen  sehr  abweichende  Gestalt  er- 
halten hat.  Beisjiielsweise  stellt  sich  in  demselben  die  meist  als 
seihständiges  Ka])itel  breit  behandelte  Wärmeleitung  als  ein  spezieller 
Fall  der  aligemeinen,  nicht  umkehrbaren  Zustandsänderungen  dar, 
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uud  die  thermisch-chemischen  Umsetzungen  schließen  sich  den  ther- 
misch-mechanischen eng  an. 

Audi  die  Mechanik  hat  unter  dem  Kinllusse  der  allgemeinen 
Tendenz  des  Buches  eine  absonderliche  Gestalt  gewoniieu.  Jene 
speziellen  Gebiete,  welche  wegen  der  Einfachheit  der  physikalisclien 
Grundlagen  hcreiti^  fast  zu  einer  Domäne  der  Mathematik  geworden 
sind,  insbesondere  die  Mechanik  starrer  Körper  und  idealer  Flüssig- 
keiten, sind  überaus  kurz  behandelt;  dagegen  nehmen  einen  be- 
tiächtiichen  Raum  die  mechanischen  Theorieen  anderer  Ge- 
biete der  Physik  ein,  die  ich  in  diesen  Teil,  gewissermaßen  als 
spezielle  Probleme  der  allgemeinen "  Mechanik,  aufgenommen  habe, 
um  in  jenen  Gebieten  die  Grundgesetze  später  frei  von  speziellen 
Vorstellungen  allein  aus  den  Resultaten  der  Beobachtung  entwickeln 
zu  können.  Beanspruchen  auch  manche  dieser  Theorieen,  wie  z.  B. 
die  hydrodynamischen  der  Wärme-  und  Elektricitätsbeweguug,  nichts 
anderes  zu  sein,  als  mechanische  Analogieen  zu  den  behandelten 
Vorgängen,  so  sind  sie  doch  zur  Verauschaulichung  derselben  so  uütz- 
lichy  daß  sie  nicht  fehlen  durften. 

Die  Theorieen  exakter  Beobachtungsmethoden  sind  nach  der 
Gesamtdisposition,  als  zu  speziell,  im  allgemeinen  bei  Seite  gelassen; 
indessen  ist  doch  häutig  Gelegenheit  genommen,  auf  Beobachtungs- 
methoden und  ihre  Resultate,  soweit  sie  prinzipielle  Bedeutung 
besitzen,  hinzuweisen. 

In  der  Einleitung  habe  ich  die  Frage  der  i)hysikalischen  Ein- 
heiten und  Dimensionen  etwas  ausführlicher  behandelt,  als  gewöhn- 
lich geschieht,  weil  ich  gefunden  habe,  daß  die  allgemeinen  Grund- 
lagen für  das  numerische  Rechnen  in  der  Physik  keineswegs  überall 
so  klar  erfaßt  werden,  als  wünschenswert  ist. 

Obgleich  das  Hauptziel  meiner  Arbeit  nur  die  zusammenfassende 
Darstellung  bereits  bekannter  Resultate  war,  so  liat  doch  die  eigen- 
artige Gestaltung  des  Buches  nicht  selten  die  Einfügung  eigner 
neuer  Untersuchungen  nötig  gemacht,  bestimmt,  bald  spezielle  Re- 
sultate zu  verallgemeinern,  bald  nähere  Verbindungen  zwischen  Ver- 
schiedenartigem herzustellen.  Der  Kundige  wird  diese  StUcke  leicht 
erkennen.  — 

Während  des  Druckes  dieses  Bandes  sind  die  „Elemente  der  theore- 
tischen Physik",  TOn  Herrn  C.  Chbistiansen  (Leij)zig  1894)  erschienen, 
die  in  mancher  Hinsicht  dasselbe  erstreben,  wie  das  vorliegende  Buch. 
Indessen  erreicht  der  Verfasser  das  Ziel  einer  kurzen  t Ibersicht  fast 
auf  dem  entgegengesetzten  Wege,  wie  ich,  nämlich  wesentlich  durch 
Beschränkung  der  Anzahl  der  behandelten  Gebiete,  während  er  eine 
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Vortport, 


große  Menge  spezieller  Probleme  durchführt  GharakteristiBch  kt, 
daß  bei  ihm  die  Eigenschaften  der  Krystalle  nur  in  der  Optik  erw&hnt 
werden,  w&hrend  de  in  meiner  DarsteUung,  ihrer  großen  prinzipiellen 
Bedentong  entsprechend,  in  allen  (Gebieten  ausführlichst  behandelt 
sind,  so  daß  die  isotsopen  Körper  oft  nur  die  Stellung  spezieller  F&lle 
einnehmen. 

Was  die  äußere  Form  des  Buches  anlangt,  so  bin  ich  Herrn 
Dr.  PooKBLS  für  vielfUtige  Hilfe  bei  der  Schlußredaktion,  sowie  für 
die  Aufstellung  der  Litteratumachweise  zu  großem  Danke  verpflichtet 
Letztere,  die  an  das  Ende  der  einzelnen  Teile  gestellt  sind,  sollen 
Auftchluß  darQber  geben,  wo  sich  neue  Begriffe  und  allgemeine  Sätze 
zum  ersten  Male  finden;  sie  beziehen  sich  aber  nur  in  seltenen  Fällen 
auf  die  Form  der  Biutwickelung,  die  für  die  ^ziellen  Zwecke  des 
Buches  oft  staric  verändert  und  nach  Möglidikeit  verein&cht  ist  Von 
Handbüchern  ist  nur  eine  Auswahl  der  neueren  angeführt 

Korrekturen  haben  die  Herren  Prof.  Edcke^  Dr.  Pooerlb  und 
Dr.  BsoniiANN  gelesoi,  und  ich  darf  hoffen,  daß  bei  so  viel&cher 
PrOfuDg  der  Satz  von  wesentlichen  Fehlem  frei  sein  wird. 

Zu  besonderem  Dank  bin  ich  dem  Herrn  Verleger  dafür  ver- 
pflichtet, daß  er  nicht  die  neue  Satzweise  für  die  Formeln  gewählt 
hat,  weldie  auch  den  kompliziertesten  Ausdruck  in  eine  Zeile  zu 
zwäbgen  sucht  Selbst  wenn  durch  jene  der  Preis  eines  Buches  um 
eine  Kleinigkeit  herabgedrackt  wird,  halte  ich  diese  Neuerung  für 
sehr  wenig  glacklicb;  wo  man  sonst  den  Aufbau  einer  Gleichung 
mit  einem  Blick  ttbersah,  muß  man  jetzt  zuvor  ein  System  von 
Klammem  entwirren,  was  einen  unnötigen  Aufwand  an  Zeit  und 
Aufinerksamkeit  erfordert  Ich  glaube,  es  ist  ntttzlich,  diese  Ansidii 
einmal  nachdrücklich  auszusprechen. 

Göttingen,  im  September  1894. 


W.  Voigt 
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EINLEITUNG. 


Ph78ikali8cli6  Gesetze  nnd  Konstanten,  Einheiten 

nnd  Dimensionen. 


Bei  der  Erschließung  nener  Gebiete  der  Physik  sind  zwei 
Stufen  der  Entwiekeluiig  jederzeit  zu  unterscheiden.  Auf  der  ersten, 
der  Vorstufe,  handelt  es  sich  um  die  Erforschung  der  Qualit&t 
der  beobachteten  Erscheinungen,  um  ihre  Unterscheidung  von  Ter- 
wandten  oder  fremden,  um  die  FettsteMung  der  Umstände,  unter 
denen  sie  eintreten  oder  nicht  eintreten,  sich  wandebi  oder  un- 
geändert  bleiben.  Auf  der  zweiten,  der  Hauptstufe,  mit  deren 
Erreichung  das  (Gebiet  erst  als  der  exakten  Wissenschaft  gewonnen 
zu  betrachten  ist,  gilt  es  die  Quantit&t  der  Veränderungeu  fest- 
zuateUen,  deren  Summe  die  beobachtete  Erscheinung  ausmacht,  und 
zahlenmäßige  Belationen  zwischen  ihrer  Größe  und  derjenigen  der 
die  Erscheinung  bedingenden  Umstände  zu  gewinnen.  Die  ge- 
fundenen Beziehungen  werden  mit  oder  ohne  Mitwirkung  theore- 
tischer Betrachtungen  in  mathematische  Formeln  gefaßt  und  ge- 
stalten sich  dadurch  zu  physikalischen  Gesetzen. 

Je  nach  den  Gebieten,  denen  die  behandelten  Erscheinungen 
angehören,  haben  diese  Gesetze  wesentlich  verschiedene  Formen. 
In  einigen  Gebieten  ist  es  möglich  gewesen,  geschlossene  Aus- 
drücke zu  tinden,  welche  innerhalb  des  ganzen,  der  Beohachtuug 
zugänglichen  Größenbereichs  der  Variabein  die  Beobachtungen  an- 
scheinend vollkommen  darstellen;  von  solcher  Art  sind  u.  a.  das 
NBWTON'sche  Gesetz  der  Gravitation,  das  FKEsxEL'sche  Gesetz  der 
Doppelbrechung,  das  NEUMANN'sche  Gesetz  für  die  Wechselwirkung 
zweier  Stromkreise.  In  anderen  Gebieten  muß  man  sich  mit  dem 
Ansatz  unendlicher  Reihen  begntigen  und  die  Beobachtung  ent- 
scheiden lassen,  eine  wie  große  Zahl  von  Gliedern  zur  befriedigenden 
YmOTv  ThMNtlidM  riiyrfk.  1 
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Eifüeitung, 


Wiedergabe  der  Thatsaichen  nötig  ist;  dies  geschieht  n.  a.  bei  der 
Darstellung  der  ErBcheinungen  derElaaticitl.^  derFarbenzerstreaung, 
der  thermischen  Dflatalion.  In  einzelnen  iÜlen  gewinnt  man  aller- 
dings eine  für  die  Praxis  genügende  Genauigkeit  schon  bei  Be- 
schränkung aal  die  ersten  Beihenglieder,  indesen  darf  dies  nicht 
darüber  täuschen,  daß  das  betreffende  physikalische  Gesetz  allgemein 
zu  erkennen  und  in  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu  fassen  bisher 
noch  nicht  gelungen  ist 

Die  Parameter  der  mathematisch  formuliei-teu  physikalischen 
Gesetze  sind  die  physikalischen  Konstanten. 

Von  ihnen  sind  zwei  Arten  zu  unterscheiden:  universelle, 
die  mit  gleichem  Zahlwert  in  Geltung  bleiben,  wenn  das  betreöende 
Naturgesetz  auf  verschiedene  ihm  unterworfene  Körper  angewandt 
wird,  und  die  daher  ein  für  allemal  angebbar  sind  —  und  indivi- 
duelle, welcbe  von  der  Art  dieser  Körper  abhängen  und  demnach 
für  eine  jede  Substanz  einzeln  bestimmt  werden  müssen.  Die  Be- 
schleunigung durch  die  Sibwere  an  irgend  einer  Stelle  der  Krd- 
oberHäche  ist  in  diesem  Sinne  eine  universelle  Konstante,  der 
elastiscbe  Debnungswidei-stand  eines  Stabes,  eine  der  Substanz  des- 
selben indi vidui'lle;  die  übertlächenspannung  in  der  ( Frenze  zweier 
Flüssigkeiten  ist  dieser  bestimmten  Kombination  eigen- 
tümlich. 

Mit  der  mathematischen  Formulierung  des  physikalischen  Ge- 
setzes und  der  zahlenmäßigen  Bestimmung  seiner  Konstanten  ist 
die  Erforschung  eines  Erscbeinungsgebietes  zu  einem  gewissen  Ab- 
schluß gelangt,  die  Herrschaft  über  dasselbe  gewonnen.  — 

Die  ei-ste  Vorbedingung  für  die  Erreichung  dieses  Zieles  ist 
die  Entdeckung  einer  Methode  zum  zahlenmäßigen  Ausdrücken  oder 
Messen  der  betreticndeu  j)li)  sikaliscln'U  Erscheinungen. 

Unter  der  Messung  einer  (ir<»ß»^  /'  verstebt  man  ihre  Ver- 
gleichung  mit  einer  als  Einheit  gewählten  Normalgröße  %  derselben 
Art;  ihr  Verhältnis  zu  dieser,  nämlich 


heißt  ihr  Zablwert  oder  ihre  Zahlgröße:  die  physikalischen 
Gesetze  sind  daher  Gleichungen  zwischen  den  Zahlwerteu  ver- 
schiedener physikalischer  Größen. 

Die  vorstellende  Definition  führt  sogleich  zu  dem  Satz: 

Der  Zablwert  einer  Größe  ist  der  gewählten  Einheit 
indirekt  proportional. 
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Norinalgr<")Üen  oder  Ktalons,  welche  geeignet  sein  sollen,  als 
Einheiten  für  die  hezügliche  Gr()ßenart  zu  dienen,  müssen  sicli  ent- 
weder nnveränderlich  autbewaliren  oder  al)er  jederzeit  in  derselben 
Größe  wieder  herstellen  oder  auf  dieselbe  Grr)ßü  zurückführen 
lassen;  sie  müssen  außerdem  eine  genaue  Beobachtung  und  dadurch 
eine  scharfe  ^'ergIeichuDg  mit  den  auszumessenden  gleichartigeu 
Größen  gestatten. 

Etalun.s  dieser  Art  bietet  uns  in  einigen  (Jebieten  die  Natur 
Selbst  in  wünschenswertester  Brauchbarkeit,  in  anderen  müssen  sie 
künstlich  hergestellt  werden;  ersteres  findet  statt  bei  der  Zeit- 
messung, für  welche  durch  die  gleichlormige  Rotation  der  Knie  ein 
immer  gleichmäßig  abgegrenzter  Normal  Zeitraum  (der  Sterntag, 
oder,  weniger  einfach  detinicrt,  der  mittlere  Sonnentag)  gi'liefert 
wird;  letzteres  bei  der  Längenmessung,  wo  ein  im  wesentlichen 
willkürlich  gewühlter  Stab  von  möglichst  sicherer  Begrenzung  und 
von  l)ekanntcm  Verhalteu  äußeren  EiuÜüssen  gegenüber  die  Ein- 
heit, das  Bieter,  darstellt. 

Für  alle  Arten  physikalischer  Größen  kann  man  die  Einheiten 
willkürlich  festsetzen,  solange  man  sie  ohne  Beziehung  aufeinander 
betraclitet:  eine  zwischen  mehreren  von  ihnen  stattfindende  mathe- 
matische Beziehung  läßt  entweder  für  eine  der  darin  auftretenden 
Größen  eine  Verfügung  geeigneter  erscheinen,  als  alle  amlt  rcn.  oder 
bestimmt  sogar  in  speziellen  ij'ällen  ihre  Einheit  Toliständig  durch 
die  der  übrigen. 

Diese  Verhältnisse  werden  an  einem  höchst  einfachen  Beispiel 
aus  der  Geometrie  noch  klarer  werden. 

Von  der  Fläche  S  eines  Rechteckes  läßt  sich  leicht  beweisen, 
daß  sie  dem  Produkt  der  Seiten  .r  und  y  proportional  ist.  d.  h., 
daß  zwischen  den  betretlenden  Zahlgrößeu  eine  Formel  yon  der 
Gestalt  besteht  ' 

in  der  f  eine  allen  Rechtecken  gemeinsame  Konstante  ist:  älm liehe 
Formeln,  aber  mit  verschiedenen  Konstanten,  gelten  für  Flächen 
von  anderer  Begrenzung. 

Die  (iröße  v<m  f  hängt  dabei  von  den  für  Längen  und  Flächen 
gewählten  ^laßeinheiten  ab,  <lie  zunächst  ganz  willkürlich  fest- 
gesetzt werden  können.  Sind  dieselben  z.  B.  so  bestimmt,  daß  ein 
Quadrat  von  der  Seitenlänge  d  gleich  der  Flächeneinheit  gesetzt 
isty  80  gilt  aulkr  der  obigen  Formel  noch 

wodurch  f  gegeben  ist. 
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Die  entere  Fonnel  würde  sich  nim  aber  am  einfSMihsteii  ge- 
stalten —  und  diese  Bttoksicht  ist  bei  der  Ausgestaltimg  aacb  sehr 
Tieler  physikalischer  Gesetze  maßgebend  —  wenn  der  Faktor  f  gleich 
Eins  wftre;  nach  der  zweiten  Formel  ist  dies  erreicht,  wenn  speziell 
die  flftche  eines  Quadrates,  dessen  Seite  der  lAngeneinheit  gleich 
ist,  zur  Fl&cheneinheit  gewühlt  wird.  Dann  gilt 

(1.  Ii.  das  Produkt  dor  Zaldi^TöÜen  der  Seiten  giebt  unmittelbar  die 
Zahlgröße  der  RechtecksHüche. 

Genau  elfcnso  erhält  man  durch  geeignete  Wahl  der  Volurnen- 
einheit  den  Inhalt  /  eines  rechtwinkligen  Prismas  Ton  den  Seiten 
^»  iff  ^  gegeben  durch  die  Formel 

Diese  Beispiele  erläutern,  wie  eine  Beziehung  zwischen  Ter- 
scbiedenartigen  Großen,  welche  keraerlei  willkürliche  Konstanten 
mehr  enthält,  die  Einheit  einer  dieser  Größen  durch  diejenigen 
der  anderen  bestimmt;  die  so  gewonnenen  Einhaten  nennt  man 
abgeleitete  oder  zusammengesetzte,  die  sie  bestimmenden,  will* 
kUrlieh  gewählten,  aber  fundamentale  oder  Grund-Einheiten. 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  fundamentalen  und  den  aus 
ihnen  abgeleiteten  Einheiten  kann  man  ansohanlich  auf  folgende  Weise 
durch  eine  Art  von  Erweiterung  des  gewöhnlichen  MultiplikationsTer- 
fahrens  hervortreten  lassen.  In  den  obigen  Formeln  für  S  und  V  sind 
alle  auftretenden  Größen  zunächst  reine  Zahlen,  nämlich  die  Zahlwerte 
der  Längen  x,  z  der  Fläche  Sj  des  Volumens  F;  x,  z  er- 
scheinen als  unabhängige,  S  und  V  als  abhängige  Variable.  Man  fUgt 
nun  auf  beiden  Seiten  die  Einheiten  der  Unabhängigen,  hier  also 
Meter,  so  oft  hinzu,  bis  rechts  alle  Zahlwerte  in  die  bezüglichen 
physikalischen  Größen  yerwandelt  sind;  die  Formeln  nehmen  hier- 
durch die  G^estalt  an: 

6'(Müter)2  =  X  (Meter) (Meter), 

F(Meter)>  »  j?(Meter).y  (Meter). (Meter). 

Die  jetzt  links  neben  8  und  V  auftretenden  Faktoren  geben  die 
Einheiten  (Quadratmeter,  Kubikmeter)  an,  in  welchen  sich  die  Ab- 
hängigen 8  und  V  gemäß  den  bestehenden  Belationen  ausdrücken, 
oder  setzen  die  Benennungen  fest,  welche  8  und  V  beizulegen 
sind,  wenn  man  den  Unabhängigen  die  gewählten  Benennungen  er- 
teilt Das  eben  skizzierte  Verfiihren  erfährt  in  allen  Gebieten  der 
Physik  die  größte  Anwendung  und  Verallgemeinerung. 


SmMim,  5 

Ist  z.  Bm  was  sehr  häutig  vorkommt,  eine  physikalische 
Grüße  oder  Funktioii  F  emem  Produkt  Ton  Potenzen  yenchiedener 
Variabeln     y,    . . .  proportionali  also 

wobei  f  die  Plroportionalit&tskonstante  bezeichnet,  und  werden  die 
Einlieiten  von  r,  y,  r,  .  .  .  (welcbp  fundamentale  oder  auch  ab- 
geleitete, teilweise  einander  gleich  oder  sämtlich  Teischieden  sein 
können)  mit  r,  %  5  .  .  .  bezeichnet,  so  geht  man  ans  yon  don  wie 
oben  gebildeten  Ausdruck 

F.  =  f.  (.r  .  (y  t))'/ .  {z  5>\ . .  n) 

Für  seine  Verwertung  sind  die  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
(laß  die  Einheit  %  Ton  F  bereits  festgesetzt  oder  aber  noch  un- 
bestimmt ist. 

Ist  erstens  die  Einheit  von  F  noch  verfügbar,  so  kann  man 
zur  Vereinfachung  der  Formel  dem  Faktor  f  einen  bequemen,  univer- 
sellen Zahlenwert  beilegen.  Die  Formel  II  ergiebt  dann  fllr  die 
Einheit  von  F  zunächst  den  Wert 

g„£:i!iiiii:.  ni) 

Nun  mögen  die  Einlieiten  y,  t),  5,....  soweit  sie  zusammen- 
gesetzte sind,  mit  Produkten  von  Potenzen  der  ?"'undamentaleinheiten 
Q,  b,  c,  ...  ])roportional  sein  und  diese  Werte  in  den  Ausdruck 
von  ^  eingesetzt  werden;  die  dadurch  gewonnene  Formel 

^^^j^,  IV) 

stellt  die  Einheit  oder  die  Benennung  von  F,  in  welcher  der  Faktor  f 
im  allgemeinen  von  f  Yersohieden  ist,  in  ihrer  Zusammensetzung 
ans  den  Fundamentaleinheiten  o,  6,  c, . . .  dar. 

Die  abgeleiteten  Einheiten  werden  meist  nicht,  wie  oben 
^Quadratmeter^,  „Kubikmeter^,  voUständig  ausgesprochen,  sondern 
mit  einem  abgekürzten  Namen  belegt 

Was  den  Zahlwert  F  anbetrifft,  so  ergiebt  für  ihn  der  auf 
8.  2  angefthrte  Satz,  daß  derselbe  bei  Veränderung  der  Funda- 
mentaleinheiten dem  Aggregat  a'.i^.c)'...  indirekt,  bei  Änderung 
der  Konstanten  f  dieser  direkt  proportional  bleibt  Besonders 
häufig  und  wichtig  ist  der  schon  in  den  obigen  geometrischen  Bei- 
spielen Torliegende  Fall,  daß  f  gleich  Eins  ist 

Ist  zweitens  Uber  die  Einheit  fi  &a  F  bereits  yerfbgt,  ent- 
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EinUitwuf. 


weder,  weil  von  der  Natur  ein  Normalwert  von  bequem  dar- 
geboten wird,  oder  aber  weil  F  noch  durch  eine  andere  Beziehung 
mit  Fundamentalgrößen  in  Verbindung  steht,  dann  wird  durch  die 
Gleichung  II  die  Konstaute /"bestimmt.  Schreibt  man  diese  Gleichung 
nämlich  in  die  Form 


80  erscheint  der  Faktor  von  /  als  die  Einheit  dieser  Größe;  ihr 
Zahlwert  bestimmt  sich  durch  ein  einziges  System  snsammen- 
gehöriger  Werte  von  Fy  x,  y,  z, . . . 

Wir  sdiließen  aus  dieser  Betrachtung  den  allgemeinen  Satz: 
Die  Konstanten  physikalischer  Gesetze  sind  keines- 
wegs stets  reine  und  ohne  weiteres  ein  für  allemal  angeb- 
bare Zahlen,  sondern  im  allgi  meinen  von  den  gewählten 
Fundamentaleinheiten  abhängig.  — 

Wir  haben  uns  bisher  nur  mit  solcheu  Funktionen  F  beschäftigt, 
welche  die  Gestalt  von  Produkten  aus  Potenzen  der  Yariabeln,  näm- 
lich der  Zahlwerte  verschiedener  physikalischer  Größen,  besitzen. 
Die  hier  erhaltenen  Besultate  gelten  aber  fast  ohne  Modification 
ganz  allgemein.  Dies  rtthrt  daher,  daß  die  allgemeinste  Form 
einer  physikalischen  Größe  durch  ein  Aggregat  aus  Gliedern  von 
der  oben  betrachteten  Form  und  von  gleicher  Benennung  ge- 
geben ist. 

Die  Wahrheit  dieser  Bemerkung  erhellt,  wenn  man  eine  be- 
liebige Beziehung  zwischen  der  Abhängigen  F  und  den  Unab- 
hängigen Xy      r,  .  .  .  dem  S.  4  erörterten  Verfall ren  unterwirft. 

Die  Benennung  tritt  hierbei  nur  in  der  Form  eines  gemein- 
samen Faktors  aller  Glieder  auf  und  kann  sich  demgemäß  den 
Argumenten  irgend  welcher  Funktionen  nur  insoweit  verbiudeu,  als 
dieselben  in  letzteren  als  l-akton-n  auftreten. 

Enthalten  diese  Argumente  also  die  /alilwerte  j)liysikalischer 
Größen  in  anderer  W  eise,  so  kann  man  ihnen  ihre  Heneuuuug  nur 
dadurch  erteilen,  daß  mau  dieselbe  nach  dem  olx  ii  angegebenen 
Yerfalircu  gleichzeitig  in  Nenner  und  Zähler  zulii;-'t  und  dadurch 
auch  die  in  deu  Argumenten  vorkommenden  Parameter  zu  be- 
nannten (-rrößen  macht. 

Aus  der  Beziehung 


folgt,  wenn  mau,  wie  frUher,  durch  den  entsprechenden  deutschen 


V) 
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Buchstaben  die  Einheit  oder  Benennung  einer  jeden  Größe  be- 
zeichnet und  anter  f  eine  reine  Zahl  versteht,  d.  h.  /*»  1  setzt: 

(Fl  f)  =  fix  i)  (y  1^)3  eCrtCö^  cos  [(b  r  ^)  (y  9)  +  c]» 

also 

Ähnlich  folgt  aus 
wenn  g  gegeben  ist: 

und  darans  die  Benennung  von  /|  und    ,  nftmlich 

/,    3f  •  y-*'  • /;  =  5  ..i-^*  •  t)-'''  •  — 

Mit  dem  Bcgritl  der  Einheit  oder  der  Benennung  steht  im 
nächsten  Zusammenhange  der  etwas  allgemeinere  der  Dimension. 

Es  sei  wieder,  was  wir  jetzt  als  den  allgemeinsten  Fall  er- 
kannt hall»  n,  die  Benennung  einer  Funktion  F  bei  Einführung 
der  If'undameutalgröüen  o,  ^,  c  . . .  gegeben  durch 

IV) 

Vertauscht  man  hier  rechts  die  Einheiten  a^b^c . . .  der  Fundamental- 
größen mit  Symbolen  A^B^C.» welche  nur  ihre  Gattung  charakteri- 
sieren,  aber  über  die  zu  ihrer  Messung  benutzten  Einheiten  nichts 
aussagen,  und  beseitigt  den  Zahlenfaktor  fy  so  heißt  das  Besultat 

die  Dimension  [F]  der  Funktion  F\  die  Formel 

\F]^Ä'-BßCr VI) 

nennt  man  die  Dimensionali^eichung  von  F  und  spricht  ihren  In- 
halt dahin  aus,  daß  F  in  Bezug  auf  die  Fundamentalgroßen 
Bj  Cj , , ,  lesp,  ßt  -ter  Dimension  ist 
Die  Dimension  [F]  giebt  hiemach  nichts  weiter  an,  als  das 
Schema,  nach  weldbem  die  GrOße  F  aus  den  FundamentalgrQßen 
angebaut  ist,  und  erscheint  als  einfiftche  Erweiterung  des  gleich- 
namigen Begriffes  in  der  Geometrie;  denn  wenn  man  als  Symbol 
einer  Lftnge  den  Buchstaben  L  anwendet,  ergiebt  die  Anwendung 
des  oben  erl&uterten  Verfahrens  auf  den  Wert  einer  Fl&ohe  8  oder 
eines  Volumens  V 
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was  S  als  Gebilde  zweier,  /'  als  solches  dreier  Längsdimeusioneu 
erscheinen  läßt.  — 

Wiihnmd  man  bei  der  speziellen  uum erisc Iumi  Anwendung 
physikalischer  Gesetze  stets  nach  den  Einheiten  oder  Benennungen 
der  in  ihnen  auftretenden  Größen  zu  fragen  hat,  bietet  bei  der 
allgemeinen  theoretischen  Entwickelung  die  Beachtung  ihrer 
Dimensionen  besondere  Vorteile.  Sie  gestattet  insbesondere  die 
schnelle  Beurteilung,  ob  vei-scbiedene  Größen  gleichartig  sind,  und 
wenn  sie  sich  unterscheiden,  wodurch:  beides  läßt  sich  liäutig  aus 
den  durch  die  Entwickelung  unmittelbar  gefundenen  Formeln  nicht 
sogleich  erkennen.  Daneben  erlaubt  aber  die  Kenntnis  der  Di- 
mension auch  jederzeit  leicht,  die  Einheit  oder  Benennung  der 
untersuchten  Größe  zu  bestimmen,  wenn  numerische  Rechnungen 
dieselbe  erfordern.  Man  hat  hierzu  nach  den  Gleichungen  IV 
und  VI  in  dem  Ausdruck  flir  die  Dimension  [/']  nur  die  Symbole 
für  die  verschiedenen  Größenarten  mit  deren  Einheiten  zu  ver- 
tauschen und  das  Resultat  durch  den  Faktor  f  zu  dividieren,  welcher 
sich  nach  dem  oben  Gesagten  aus  der  Gleichung  für  F  und  den- 
jenigen für  die  in  ihr  vorkommenden  zusammengesetzten  ArgomeDte 
bestimmt. 

Hiernach  erscheint  es  gerechtfertigt,  wenn  wir  im  Folgenden 
für  jede  uns  entgegentretende  physikalische  Funktion  die  Dimensional- 
gleichung  aufstellen. 


Digitized  by  Google 


L  Teü. 


Medianik  starrer  Körper. 

L  Kapitel. 

Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

§  1.   OeMbwlBdigkeit  und  Beiolileiinigimg. 

Die  Aufgabe  der  Mechanik  im  weitesten  Sinuc  des  Wortes  ist 
die  Ableitung  der  Gesetze  für  die  Bewegungen  der  Kiirpcr.  Die 
Bewegung,  d.  h.  die  Ortsveränderung,  welche  ein  Kiu-per  erleidet, 
ist  bestimmt,  wenn  zu  jeder  Zeit  der  Ort  eines  jeden  beliebig  an 
oder  in  ihm  markierten  Punktes  bekannt  ist.  Da  aber  von  der- 
gleichen Punkten  an  jedem  Körper  unendlich  viele  verschiedene 
gewählt  werden  k<»Tiiien,  deren  Bewegungen  im  allgemeinen  von- 
einander unabhängig  sind,  so  wiinb'  zur  Bildung  des  allgemeinsten 
Bewegungsgesetzes  eines  beliebigen  Ktnpt  rs  die  Aufstellung  einer 
unendlichen  Anzahl  von  Beziehungen  nötig  sein.  Indessen  be- 
trachtet man  in  der  Mechanik  nur  solche  Bewegungen,  bei  denen 
die  einzelnen  Teile  der  Kr)rj)er  durch  gewisse  Bedingungen  in 
ihrer  Bewegungsfreiheit  beschränkt  sind;  von  diesen  Hfdingungen 
kommen  insbesondere  zwei  Arten  in  Betracht,  nach  <]eren  Eigen- 
schaften man  die  Körper  in  starre  und  in  nichtstarre  soiifiert. 

Aber  auch  in  einer  solchen  Beschränkung  ist  das  Problem  zu 
kompliziert,  um  direkt  in  Angriff  genommen  werden  zu  können:  wir 
gewinnen  einen  Weg  zu  seiner  Lösung,  indem  wir  zunächst  einen 
einfachen  speziellen  Fall  erledigen,  der  so  gewählt  ist,  daü  sich  die 
aUgemeineren  auf  ihn  zurückfiüiren  lassen. 

Dies  ist  der  Fall,  in  welchem  der  bewegte  Körper  als  ein  ma- 
terieller Punkt  betrachtet  werden  kann,  d.  h.  in  welchem  seine 
Bewegung  nach  derjenigen  eines  einzigen  geeignet  in  ihm  mar- 
kierten Punktes  beurteilt,  also  von  der  Größe ,  Gestalt,  Zusammen- 
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Setzung  des  Körpers,  sowie  auch  von  seiner  Orientierung  gegen  irgend 
welche  feste  oder  bewegliche  Richtungen  durchaus  abgesehen  wer« 
den  darf. 

Die  Umstände,  unter  welchen  dies  zulässig  ist,  Yon  vom  herein 
scharf  zu  bezeichnen,  ist  nicht  möglich;  es  bedarf  hierzu  vielmehr 
der  Besultate,  die  erst  im  Laufe  der  Entwickelung  der  Theorie  ge- 
wonnen werden.  In  den  meisten  Fullen,  aber  nicht  immer,  genügt 
das  eine,  daß  die  Dimensionen  des  betrachteten  Körpers  gegen  bei 
seiner  Bewegung  sonst  in  Betracht  kommende  Längen,  etwa  die  in 
endlicher  Zeit  zurückgelegten  Wege  oder  die  Entfernungen  von 
anderen  bewegten  Körpern,  unendlich  klein  sind.  Wir  werden  später 
auf  diese  Frage  zurückkommen. 

Ist  der  Ort  des  betrachteten  materiellen  Punktes  durch  seine 
Koordinaten  y,  z  in  Bezug  auf  ein  absolut  festes  Koordinaten- 
system gegeben,  so  wird  seine  Bewegung  durch  deren  Abhängigkeit 
Ton  der  Zeit  bestimmt,  d.  h.  durch  drei  Beziehungen  Ton  der  Form: 

1)  ^-"^(4  ^-x{ty 

Diese  Gleichungen  geben  durch  Elimination  der  Zeit  zwei  Yon 
t  freie  Formeln 

2)  0(x,y,z)^O,  y,  r)  -  0, 

die  Oleichuugeii  der  Bahn,  d.  h.  der  Kurve,  auf  welcher  der  Punkt 
wälirend  seiner  Bewegung  fortwährend  bleibt,  dazu  noch  eine  dritte 
t  enthaltende 

2-)  X(*,y,«,0  =  0, 

welche  filr  jede  Zeit  den  Ort  in  der  Bahn  bestimmt  und  passend 
in  die  Form 

2")  s  =  F{t) 

gebracht  werden  kann,  in  welcher  s  den  längs  der  Bahnkurve  ge- 
messenen Abstand  dieses  Ortes  von  einem  beliebig  auf  derselben 
festgelegten  Anfangspunkt  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2,  2')  resp.  (2,  2")  sind  äquivalent^ 
aber  erstere  bestimmen  die  Bew  egung  des  Punktes  in  symmetrischer, 
letztere  in  unsymmetrischer  Weise. 

Unsymmetrisch  wnrd  auch  die  Bewegung  eines  Punktes  be- 
stimmt durch  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  der  Radiusvektor  von 
dem  Koordinatenanfangspunkt  aus  nach  Ghrdße  und  Bichtung  ändert, 
d.  h.  durch  die  Angabe  der  Beziehung 
S)  r  »  R((^ 
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imd  zweier  von  den  drei 

cos (r,  x)^A{^},    cos (r,  ^)  =    (t),    cos (r,  z)  =  6'(<),  S*) 
welcbe  wegen 

J»+(7««  1 

nicht  voneinander  unabhängig  sind.  Wegen 

008(r, «):C08(r,y):c0B(r,  x)sax:y:r 

kann  man  (-iröße  und  Riclitung  des  Vektors  r  symmetrisch  durch 
die  Koordinaten  ausdrücken,  wilclie  wir  auch  seine  Komponenten 
nennen  können,  weil  er  sich  aus  ihnen  nach  der  Methode  des 
Parallelepipeds  zusammensetzen  lilßt. 

Diese  einfachen  Bemerkungen  hal)en  eine  gewisse  Wichtigkeit 
wegen  der  Anwenchmgen,  welche  von  ilineii  ;;eniacht  werden. 

Jede  physikalische  Funktion,  welche  zu  ihrer  vollständigen  Be- 
atimmuug  eine  Zahl  und  eine  Kichtung  erfordert,  bezeichnet  man 
nämlich  im  weiteren  Sinne  gleichfalls  als  Vekt(»r.  denkt  sie  durch 
eine  auf  der  sie  charakterisierenden  Ixiclitung  aufgetragene  Strecke 
von  einer  ihrer  (rnVße  proportionalen  Länge  reju'äsentiert  und  be- 
stimmt sie  symmetrisch  durch  ihre  Komponenten  oder  Pro- 
jektionen, die  mit  der  Gniße  und  Kichtung  des  Vektors  in  derselben 
Beziehung  stehen,  wie  nach  (3")  j-,  y,  z  zur  Ur<>ße  und  Richtung  von  r. 

Während  die  Koniixtnenten  ])ald  positiv,  bald  negativ  sein 
können,  betrachtet  man  dt-n  Wert  des  VektoiN  selbst,  den  man 
auch  als  die  nach  der  Methode  des  rarallelepii)eds  aus  den  Kom- 
ponenten erhaltenen  Resultante  bezeichnet,  als  stets  positiv:  aus- 
geiioiiunen  ist  nur  der  Fall,  daß  der  Vektor  zufjillig  in  eine  Kich- 
tung fällt,  an  welcher  man  aus  irgtiid  einem  (_t runde  schon  eine 
positive  und  eine  negative  Seite  unterschieden  hat,  —  hier  kann  mau 
ihm  dann  nach  Belieben  auch  das  Vorzeichen  der  Richtung  geben, 
in  welche  er  lallt. 

Den  Vektoren  oder  Vektorgrößm  stehen  einerseits  die  durch 
eine  bloße  Zahl  bestimmten  Größen,  die  Skalaren,  andererseits 
die  kom|)li/.ierteren  Funktionen,  welche  noch  mehr  Bestimmungsstücke, 
als  die  Vektoren,  verlangen,  gegenüber. 

Zur  nunierischuu  Anwendung  der  Formeln  (1)  und  der  mit  ihnen 
äquivalenten  ist  die  Festsetzung  der  Einheiten  für  Längen  und 
Zeiten  nötig.  In  der  theoretischen  Physik  wird  als  Längeneinheit 
das  Centimeter,  als  Zeiteinheit  tlie  Sekunde,  d.  i.  der  öG  400.  Teil 
des  mittleren  iSonnentages,  gewählt;  in  den  verwandten  (iebieten 
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der  Technik  und  der  Astronomie  werden  nach  Beq^uemlichkeit  andere 
"Verfügungen  getroiien.  — 

Aus  den  Gleichungen  (1)  leiten  wir  durch  Differentiation  ab 

*)  JT-f"'  dt-X^-"' 

worin  u,  v,  w  neue  Bezeiohnun^'cn  sind. 

u,  V.  IC  betrachten  wir  als  Komponenten  eines  Vektors  den 
wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  neouen. 

Für  denselben  gilt,  da  nach  (2") 

äs*  +  dy*  dz*  —  ds\  dxidyidx  =  C08(«yjr):008(«.y):C06(<,2) 
ist 

j  r=vV  +  »'  +  .»'  =  ^, 

l  C08(f^ x):co8(FJy):co8(r,  x)  =  uiviw  —  cos(«, x) :  cos  («, y) :  C06(«,  z). 

Die  Geschwindigkeit  /'  ist  also  gleich  dem  Verhältnis  des  in  dt 
zurückgelegten  Weges  ds  zu  der  dazu  autfjewandten  Zeit  und  fällt 
mit  ihrer  litung  jederzeit  in  die  Tangente  der  Bahn.  Man  kann 
sie  nach  dem  Obigen  sowohl  als  absolute  Größe  betrachten,  als  mit 
einem  Vorzeichen  versehen:  u,  v,  ?r  (^scheinen  nach  ihrer  Detini- 
tion  (4)  als  die  Geschwindi^'keiten  der  Projektiouspunkte  des  be- 
wegten Massenpunktes  auf  die  Koordinateuaxeu. 
Wir  erhalten  aus  (4)  weiter 

und  fassen  u,  v,  w  als  Komponenten  eines  neuen  Vektors  B  auf. 
den  wir  die  Beschleanigung  des  bewegten  Punktes  nennen.  I^a 
gilt  dann  wiedemm: 

I        cos  {B,  x) :  cos  (5,  y) :  cos  [B,  r)  =  «' :  ü'  : 

Da  7/,  i\  ir  nicht  mit  tr  pro))ortional  sind,  so  lallt  die  Rich- 

tung der  Beschleunigung  Ji  im  allgemeinen  nicht  in  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit  sondern  ist  gegen  die  Tangente  an  der 
Bahn  geneigt. 

Die  während  M'intretenden  Zuwachse  d j\  dt/,  dz  der  Koordi- 
naten kann  man  in  Summen  von  Teilzuwachsen  ^dx^.  ^ d  t/^, 
^'dzj.  zerlejzen,  und  gleiches  i^nlt  demnach  auch  von  den  Pro- 
jektionen oder  Komponenten  der  Geschwindigkeit  //.  v.  w.  Setzt 
mau  nun  korrespondierende  m^,  v^.,  ebenso  zu  einer  Resultierenden 
zusammen I  wie  oben  tt,  t?,  to  zu      so  erkennt  mau,  daü  das 
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System  der  V^^  daon  in  Bezug  auf  die  Beweguug  des  Punktes  mit 
dem  einen  V  äquivalent  ist,  weun  gilt: 

Biese  Formeln  enthalten  den  Satz  vom  Parallelogramm  oder  Parallel- 
epiped  der  (Teschwindigkeiten. 

(lenau  dieselbe  Operation  läßt  sich  mit  den  Zuwachsen  der 
Geschwindigkeitskomponenten  oder  den  Beschleunigungskompo&enten 

du      ,     dt      ,  dir 

Tomelunen,  nnd  man  gelangt  dadurch  su  dem  analogen  Satz  für  die 
Beschleiiiugimgen.  Ein  Kystom  Ton  Beschlemiignngen  ist  mit 
einer  einzigen  B  dann  äquivalent»  wenn 

m'«^«;,   ^^S^,  u/^Swi,.  60 

Da  nach  (4)  und  (4') 

««r^,  v^H/,  «-r^l 

ds  da  a» 

ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

•/      dV  dx  j^^d'x 
*       dt'ds  ds^' 

,      dV  dy  i7%<^y 

'  "  di  d,  +  37" 

d  t  ds  d 

letzteres  Formelsystem  läßt  die  Beschleunigung  B  als  aus  zwei 
Teilen  zusammengesetzt  erscheinen,  einem  ersten  parallel  ds  oder 
F  gelegenen  Ton  der  Größe 

_  dv_  d*^ 
-^'^  dl di'' 

einem  zweiten  normal  zur  Bahn  in  der  Oskulationsebene  oder  in 
dem  ErOmmimgsradius  g  der  Bahnkurve  nach  deren  konkaver  Seite 
hin  gelegenen  von  der  Größe 

Wegen 

wird  die  gesamte  Beschleunigung  M  gegeben  durch 
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Geschwindigkeit  uiai  lit'schk'unigung  sind  die  ersten  zusammen- 
gesetzten oder  abgeleiteten  Größen,  denen  wir  in  der  Mechanik 
begegnen.  Die  sie  detinierenden  Forniehi  haben  die  einfachste  Form  I 
ohne  Parameter;  sie  bestimmen  also,  nachdem  die  Einheiten  für 
Länge  und  Zeit  festgesetzt  sind,  die  Einheiten  von  Geschwindigkeit 
und  Beschleunigung  vollstiiudig.  Die  Dinieusionalgleichungeu  für 
beide  sind,  falls  die  Dimensionen  von  Längeu  und  Zeiten  durch  die 
Buchstaben  /  und  t  bezeichnet  werden, 

§  8.  Kraft  und  Hasse. 

Die  Beschleunigung  eines  Massenpunktes  yerschwindet  nur, 
wenn  gleichzeitig 

m'  =0,    »'  s=s  0,    Iß'  —  0 

ist;  ein  Punkt,  dessen  Koordinaten  diese  Bedingungen  erfüllen,  be- 
wegt sieh  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie.  Von 
einem  solchen  nehmen  wir  nach  dem  Vorgang  von  Galilei^)  an, 
dafi  er  sich  seihst  tlberlassen  ist,  d.  h.  keinen  Einwirkungen  unter- 
liegt; die  Eidstenz  einer  Beschleunigung  fähren  wir  auf  die  Wir- 
kung einer  Kraft  zurück,  deren  Größe  und  Bichtung  wir  nach  der 
Größe  und  Bichtung  der  Torhandenen  Beschleunigung  beurteilen. 
Und  zwar  setzen  wir  nach  Newton*)  die  Kraft  K  der  bewirkten 
Beschleunigung  parallel  und  hei  demselben  Massenpunkt  ihrer  Größe 
proportional,  was  sich  ausdruckt  durch  die  Formeln 

9)  K^BC,  KWB, 

in  denen  C  eine  dem  betrachteten  Massenpunkt  individuelle  Konstante 
bezeichnet.  Pr<»)iziert  man  A'  als  Vektor,  wie  H.  auf  die  Koordinaten- 
axen  \\\n\  bezeielmet  die  Projektionen  oder  Komponenten  mit  A",  1',  //, 
so  kann  mau  die  gemachte  Annahme  symmetrisch  ausdriickeu  durch 

10)  X=C«',    i'=Ci;',  Z=^r,r'. 

Zerlegt  man  jede  dieser  Gleichungen  in  n  Theile  Ton  der  Form 

80  stellt  jedes  derartige  Trii)el  die  Werte  der  Beschleunigungs- 
komponenten ?/;..  t\,  H\  bei  Einwirkung  der  Teilkoniponenten  T, , 
J'j.,  Zj.  dar,  die  el»enso  zu  Einzelkräi'ten  A,  zusammengeFi  t/l  werden 
können,  wie  X.  Y  Z  zu  A.  Die  gleidi/i  ilig  wirkenden  sind 
hiernach  mit  dem  einzigen  A'  ä(|uivaU^nt,  wenn 

11)  A  =  ^'A^,   J=-i'i4,  z^:^z^. 
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Diese  Fonneln  enthalten  den  Satz  des  Parallelogramms  oder  Pa- 
lalleleiiipeds  der  Er&fte*). 

Bezüglich  der  in  (9)  und  (10)  enthaltenen  Konstante  C  erkennt 
man,  daB  sie  fhr  yerschiedene  materielle  Punkte  derselben  Substanz 
mit  der  Qnantitftt  M  der  in  ihnen  enthaltenen  Materie,  die  durch 
den  erfklUten  Baum  gemessen  wird,  proportional  sein  muß.  Denn 
ein  Punkt  Ton  doppelter  Masse  z.  6.  Iftfit  sich  als  aus  zwei  ein- 
fachen Punkten  zusammeugesetzt  betrachten  und  muß  daher  zwei 
gleiche  Einwirkungen,  weldie  nach  (11)  äquivalent  sind  mit  einer 
Tim  doppelter  Größe,  zu  seiner  Bewegung  erfordern,  als  der  ein- 
gehe Punkt 

flierdurch  gewinnen  wir  den  Ansatz 

K^BMf,   K\\B\  12) 

derselbe  gicbt  uns  das  erste  Beispiel  einer  Bezielmncr  von  der 
Form  (1),  die  einen  Parameter  entliält,  und  /.w;ir  ist  das  Beisjiiel 
von  ganz  besonders  großer  Bedeutung  und  sehr  geeignet,  die  KNdle, 
welche  diese  Parameter  iu  der  Physik  spielen,  ins  rechte  Licht 
treten  zu  lassen. 

Der  Factor  f  erscheint  zunächst  als  eine  der  Substanz  des 
materiellen  Punktes  individuelle  Knnst;nite;  denn  unsere  Über- 
legung hat  sich  nur  mit  der  Vergleichuug  von  Punkten  gleicher 
Substanz  beschäftigt. 

Wir  dürfen  ihn  aber  dann  als  eine  universelle  Konstante  be- 
trachten, wenn  wir  über  die  Bedingung,  unter  welcher  y^wei  Massen  von 
verscliiedener  Substanz  als  gleich  gelten  sollen,  geeignet  verfügen. 
Damit  nämlich  /  für  alle  Sniistanzen  den  gleichen  \\  ert  habe,  müssen, 
was  ohne  Kollision  mit  früheren  Verfügungen  möglich  ist,  solche 
Massen  einander  gleich  gesetzt  werden,  an  welchen  dieselbe  Kraft  die 
gleiche  Beschleunigung  hervorbringt.  Li  der  That  ergiebt  sich  aus 
den  auf  zwei  verschiedene  Substanzen  augewandteu  Gleichungen 

K^BMf  und  K^BMf 

durch  Elimination  von  f  die  Beziehung 

1#    B  Tun  B 

welche  das  Gesagte  beweist 

Diese  letzte  Gleichung  giebt  zugleich  ein  Mittel  an,  verschiedene 
Massen  ihrer  Gritße  nach  miteinander  zu  vergleichen  und  daher 
auch,  falls  man  die  eine  zur  Masseneiuheit  wählt,  sie  zu  messen. 
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Denn  man  biancht  sie  nur  durch  dieselbe  Kraft  zu  beschleunigen, 
so  wird  dann 

sein  mflssen. 

Nun  eine  erste  —  freilich  noch  nicht  fbr  die  praktische  An- 
wendung geeignete  —  Methode  der  Messung  Ton  Massen  gefunden 
ist,  tritt  auch  das  BedUrfiiis  nach  einer  Masseneinheit  auf. 

Als  solche  gilt  in  der  Physik  die  Masse  eines  Knbikcentimeters 
Wasser  im  Zustand  der  größten  Dichte  bei  4®  C.  unter  dem  Druck 
Ton  einer  Atmosphäre,  das  Gramm,  —  in  der  Technik  die  Masse 
eines  Kubikdecimeters  Wasser,  das  Kilogramm,  —  in  der  Astro- 
nomie die  Masse  der  Erde. 

Wir  werden  sehen,  dass  mit  der  Verfügung  über  die  Längen-, 
Zeit-  und  Masst  iu  inheit  ein  System  von  Grundeinheiten  gebildet 
ist,  durch  das  sich  alle  })hysikalischen  Grüßen  messen  lassen,  wenn 
es  auch  zum  Zwecke  kürzeren  Ausdruckes  häufig  vorteilhafter  ist, 
den  zusammengesetzten  Gröben  eigene  Einheiten  zu  erteilen.  Zahl- 
werte, die  unter  Zugrundelegung  jener  drei  Fundamentaleinht'it»'n 
ausgedrückt  sind,  bezeichnet  man  als  in  absolutem  Maße  ge- 
geben, und  unterscheidet  die  verschiedenen  benutzten  Systeme  durch 
Symbole,  welche  augeben,  welche  Einheiten  für  Länge,  Masse  und 
Zeit  gewählt  sind.  So  wird  das  gebräuchliche  absolute  Maßsystem 
der  theoretisclien  Physik  durch  (cm,  gr,  sec),  das  der  Technik  durch 
(m,  kg,  sec)  bezeichnet  — 

Nunmehr  ist  in  der  Formel 

K^BMf 

rechts  Dimension  und  Einheit  der  beiden  variabeln  Faktoren  voll- 
ständig bestimmt;  das  weitere  Fortschreiten  gestaltet  sich  ver- 
schieden, je  nacluleni  nmn  die  Einheit  und  Dimension  der  (irößo 
links,  der  Kraft  nämlich,  unabhängig  von  dieser  Gleichung  durch 
anderweite  Überlegungen  festsetzen  will  oder  nicht  Nach  beiden 
Kichtungen  hin  wird  der  vorstehende  Ansatz  benutzt 

In  i\vr  theoretischen  Physik  ist  mau,  wie  schon  in  der  Einleitung 
gesagt  ist,  l)estrel)t,  im  Interesse  der  Einfachheit  aus  den  Be- 
ziehungen von  vorstehender  Form  die  Parameter,  soweit  nur  immer 
möglich,  fortzuschafieu.  Dies  geschieht,  indem  man  die  noch  ver- 
fügl)aren  Dimensionen  und  Einheiten  so  bestimmt,  daß  der  Para- 
meter gleich  eiuer  reinen  Zahl  und  zwar  am  besten  gleich  der  Ein- 
heit wird. 

Verfährt  mau  hier  demgemäß,  so  erhält  man 
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K^MB 


12') 


und  dadurch  zugleich  die  Dimenflionalgleichnng  einer  Kraft  in  der 
Form 


worin  m  die  Dimension  einer  Masse  bezeichnet  Ferner  erkennt 
man,  daß  durch  die  getroffene  Verfügung  diejenige  Kraft  gleich 
Eins  gesetzt  wird,  die  der  Masse  Eins  die  Btbckleuuigung  Eins 
erteilt 

Die  so  definierte  Krafteinheit,  die  konsequent  aus  der  Definition 
der  Kraft  entwickelt  ist,  heißt  die  Dyne:  sie  ist  die  in  der  wissen- 
schaftlichen Physik  fast  allein  gebräuchliche,  ob  sie  gleich  nicht 
sehr  anschaulich  und  leicht  herstellbar  ist. 

In  der  Technik  und  den  Gebieten  der  Physik,  die  mit  ihr  in 
besonders  nalier  Verbindung  stehen,  der  mechanischen  \\  ürmetheorie 
und  der  Klektrodynumik,  wird  häutig  eine  andere,  sehr  anschau- 
hehe  und  betiueme  Kratteiulieit  augewandt,  deren  Einführung  ein 
Beispiel  für  die  zweite  mögliche  Art  der  Verwendung  des  obigen 
Ansatzes  giebt. 

Die  einzige  Kraft,  welche  uns  in  immer  gleicher  Weise  und 
mit  zeitlich  unveränderlicher  Stärke  zur  Verfügung  steht,  ist  die 
Schwerkraft  Vielfältige  Beobachtungen,  deren  genaueste  von 
Bessel*)  geliefert  sind,  haben  festgestellt,  daß  ihre  Wirkung  auf 
einen  materiellen  Punkt  mit  dessen  Masse,  wie  sie  oben  detiniert 
worden,  i)ro})ortional  ist.  Diese  Wirkung  nennt  man  sein  Ge- 
wicht G.  Die  Beschleunigung,  welche  die  Schwerkraft  einem  ma- 
teriellen Punkte  erteilt,  und  welche  nach  dem  eben  Gesagten  und 
nach  der  Beziehung 


Ton  seiner  Masse  unabhängig  ist,  wird  gebräuchlicher  Weise  durch' 
den  Buchstaben  g  bezeichnet;  das  Gewicht  des  Ifasseupunktes  ist 
dann  allgemein  durch  die  Formel 


Da  nach  der  Beobachtung  g  auf  der  Erdoberfläche  nicht  sehr  erheb- 
hch  variiert^  so  ist  auch  das  Gewicht  eines  bestimmten  Masaenpunktes 
auf  derselben  angenähert  konstant;  wo  es  sich  um  eine  schärfere 
Definition  handelt,  benutzt  man  di^enige  Kraft^  weiche  der  Massen- 


[JTI-m/«-«, 


12") 


13) 


13) 


2 
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punkt  unter  der  geographischen  Breite  Ton  45^  und  in  der  Höhe 
der  Meeresoberflftche  durch  die  Schwere  erfahrt,  also 

13")  G  ^  fUg^ , 

als  sein  Gewicht  im  engeren  Sinne  des  Wortes;  eine  eindeutige 
Festsetzung  ist  allerdings  auch  hierdurch  nicht  geliefert 

Das  so  definierte  Gewicht  der  Masseneinheit,  in  der  Eegel  des 
Eilogrammes,  führt  jene  zweite  Verfügung  über  die  Eonstante  f  als 
die  Einheit  der  Erait  ein.  Aus  der  Formel 

K^BUf 

wird  dann,  indem  JT»  1,        1,  B         gesetzt  wird; 

und  es  ergiebt  sich  hierdurch  als  zulässig,  die  Eonstante  f  nach 
GhrOfie  und  Dimension  zu  bestimmen  durch  die  Formel 


9is 

Die  allgemeiue  Beziehung  nimmt  liierdurcb  die  Gestalt  an 

14) 

und  sie  l&ßt  erkennen,  daß  bei  dieser  Verfügung  aber  f  die  Kraft 
K  ihrer  Dimension  nach  eine  Masse  ist,  wie  auch  ihre  l^nheit  nur 
▼on  derjeuigen  abhängt,  in  welcher  die  Masse  gerechnet  wird.  Die 
Eonstante  f  aber  wird  eine  reciproke  Beschleunigung,   d.  h* 

Für  den  Übergang  Ton  wissenschaftliöhen  zu  technischen  Eraft- 
einheiten  kann  die  Bogel  Ton  Nutzen  sein,  welche  die  obige  Formel 
an  die  Hand  giebt:  Vorausgesetzt,  daß  die  Massenebheit  unge&ndert 
bleibt,  erhält  man  aus  der  Größe  einer  Kraft  in  wissenschaftlichen 
Einheiten  ihren  Zahlwert  Kt  in  technischen,  indem  man  erstere 
durdi  981  dividiert  Wird  gleichzeitig,  wie  häufig  geschieht,  die 
wissenschaftliche  Masseneinheit  g  mit  kg  Tertausohi^  so  wird 

14)  A,  =  5?_ 


9*81.10*  ' 


In  der  Tliat  ist  die  technische  Krafteinheit,  das  Gewicht  von  1  kg 
in  physikalisclien  Einheiten  gleich  9-81. 10^. 

Auf  die  astronomische  Masseneinheit  werden  wir  später  ein- 
gehen. 
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§  8.   Di«  BewttgiiiigsgUioliiuigeiL 

SteUen  wir  uns  weiterhin  zunftchst  nur  auf  den  Boden  der 
Physik,  80  werden  wir  die  Gleichungen 

K=BM,  KWB 

oder  die  mit  ihnen  ftquiTalenten  ^) 

als  das  Resultat  der  bislierigen  und  die  Gnindlage  für  die  weiteren 
Entwickelungen,  welche  sich  speziell  auf  die  Bestimmung  der  Be- 
wegung eines  Massenpunktes  bei  gegebenen  Kräften  bezieben  werden, 
zu  betrachten  haben.  Aus  ihnen  folgen  unter  Berücksichtigung  der 
Beziehungen  (7)  leicht  die  folgenden  drei  Sätze  %  welche  in  nächstem 
Zusammenhang  mit  der  in  Formel  (7")  geleisteten  Zerlegung  der 
Beschleunigung  B  stehen. 

Die  Komponente  der  wirkenden  Kraft  nach  der  Richtung  der 
Tangente  an  die  Bahn  ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Masse  in 
die  Tangentialkomponente  der  Beschleunigung  oder  der  Bahn- 
beschleunigung: 

P-if^.  16-) 

Die  Komponente  der  Kraft  nach  der  Richtung  der  Haupt- 
normale ist  gleich  dem  Produkt  aus  der  Masse  in  das  Quadrat  der 
Geschwindigkeit  dividiert  durch  den  Krümmungsradius  der  Bahn: 

lf,=  "J^.  16") 

Die  Komponente  der  Kraft  nach  der  Eichtung  der  Binormale 
verschwindet: 

-  0.  15"') 

Das  Aggregat  MV^\q  führt  auch  den  Namen')  der  „Centri- 
fngalkraft<*  und  wird  anschaulich  als  ein  Maß  des  Bestrebens 
des  Massenpunktes  gedeutet,  den  KrUmmungsmittelpunkt  zu  fliehen; 
die  Komponente       kompensiert  gerade  diese  Wirkung.  — > 

Ist  der  Massenpunkt  an  eine  feste,  aber  beliebig  bewegte  Ober- 
fläche gebunden,  deren  Gleichung 

r,0«0  16') 

sein  mag,  so  sondern  sich  aus  den  Komponenten  T,  F,  Z  die 
Reaktionskräfte  der  ()l)ertläche  aus,  die  zwar,  wenn  die  OberHüche 
keine  tangentiale  Wirkung  übt,  ihrer  Richtung  nach  i)ekannt  sind, 
deren  (irüÜe  i\  aber  von  der  Inanspruchnahme  durch  die  äuüeren 

2* 
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Kräfte  A',  Yy  Z  abhängt  und  daher  im  allgemeinen  unbekannt  ist 
Die  obigen  Gleichungen  werden  hiemach 


16) 


il/^yf  =  X+JVcos(n,x), 
«r+jrco8(«,y), 


Ganz  ebenso  gilt,  wenn  der  Massenpuukt  auf  einer  durch  die 
beiden  Gleichungen 

gegebenen  Kurve  zu  bleiben  gezwungen  ist,  das  System 


j!f  ^  =  J[  -i-  iVj  cos  («1 ,  X)  4-     cos  (n,,  x), 
^51*  = -^'+-i^x cos («1,^)4- -tV, cos (ii„y), 
=  Z    ^Vj  cos  («j ,  z)  4-  i^,  cos 


worin  iV^j  und  iV^,  die  Komponenten  der  von  der  Kurve  ausgeübten 
gesamten  Beaktion  N  nach  den  Normalen  und  14  auf  den 
beiden  Oberflächen  ^p^  0  und  (f^  —0  bezeichnen.  Der  ver- 
größerten Zahl  der  Unbekannten  entspricht  die  vergrößerte  Zahl 
der  Bedingungen.^ 

Die  Systeme  (15),  resp.  (16)  und  (17)  bestimmen  bei  allein  von 
t,  Xj  z,  Uj  V,  w  abhängenden  Kräften  die  Bewegung  eines  Maesen- 
punktes  voUständigi  wenn  noch  sein  Anfangszustand  gegeben  ist, 
d.  h.  seine  Koordinaten  und  seine  G^hwindigkeitskomponenten  für 
irgend  einen  Zeitpunkt  vorgeschrieben  sind,  oder  andere  hiermit 
äquivalente  Nebenbedingungen  vorliegen. 

Gleichgewicht  findet  statt,  wenn  bei  verschwindender  Ge- 
schwindigkeit auch  die  Beschleunigung  verschwindet,  also  die  Kom- 
ponentensummen  nach  den  Koordinatenazen  und  damit  nach  allen 
Bachtungen  gleich  Null  sind. 

Die  drei  Bedingungen 

18)  X  =  -1'  .V,  =  0,    1=2: 1\  =  0,    Z=        =  0 

enthalten  nach  dem  Gesagten  bei  einem  frei  beweglichen  Massen- 
punkt, welches  auch  im  allgemeinen  die  Abhängigkeit  der  Kräfte 
seil  nur  dessen  Koordinaten  und  bestimmen  demgemäß  für  diese 
ein  oder  mehrere  Systeme  von  Werten,  welche  den  Gleichgewichts- 
lagen des  Punktes  entsprechen. 


4 


Digitized  by  Google 


^'  4,   Lebendige  Kra/t,  Arbeit 


21 


Ist  der  ^[a.ssenpimkt  an  eine  feste,  ruhende  OberHUche  gebunden, 
so  enthalten  sie,  wie  in  den  Systemen  (!<))  und  (17)  hervortritt, 
außerdem  noch  deren  unbekannte  Keaktionskraft  N\  man  kann  die- 
selbe eliminieren,  indem  man  die  Formeln  (18)  mit  den  Faktoren 
cos(.v^,  .r),  cos  (.s'j ,  i/),  COS  (.9,,  z)  und  cos(.s'2,  .r),  cos(.*2,  //),  cos(.*2,  z)  zu- 
sammenfaßt, in  denen  und  s„  die  Ricbtungeu  zweier  verschiedener 
in  der  Obertläche  gelegener  Liuieneiemente  bezeicimen.  Die  beiden 
Bedingungen 

Zco6(#||  x)  +  rcos(«jy  y)  +  i^co8(«,,  z)  s  Oy 
Xcos     x)  H-  rco8(#|,  y)  +  J?cob(«^,  x)  b  0 

bestimmen  mit  ^(-c,  y,  z)  =»  0  zusammen  die  Koordinaten  der  Gleich- 
gewichtslagen. 

Gleiches  gilt  für  einen  an  eine  ruhende,  feste  Kurve  gebnn- 
denen  Punkt  in  Bezug  auf  die  drei  Gleichungen 

Xco8(4,  x)  -j-  l  coa{*,  y)  -f  Zcoa{st  z)  =  0, 

9i(*»yi  -     yi(*»yi  *)  ^  0, 


I  4.  L«b«iidige  Kraft,  Arb«it,  Potential,  Sneigi«. 

Aus  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (15)  erhält  man 
durch  Zusammenfassung  mit  den  Faktoren  dx  =  udtj  di/  =  vdt, 
dz  =  wdt  die  Formel 

^Md{F^  -  Xdx  -H  Ydy  +  Zdz;  19) 

dann  heißt  der  Ausdruck 

^Mn^W  19) 

die  lebendige  Kraft")  des  Massenpunktes, 

Xdx  -h  Ydy  +  Zdz  »  dA  19") 

die  Arbeit der  wirkenden  Kräfte  bei  der  Verschiebung  d$*  Die 
Arbeit  stellt  sich  im  aUgemeinen  nicht  in  der  Form  ones  voll- 
ständigen Differentiales  nach  der  Zeit  dar,  nnd  die  dalftr  eingefikhrte 
kurze  Bezeichnung  dA  soll  demgemäß  nur  einen  unendlich  kleinen 
mit  dt  proportionalen  Betrag  bedeuten;  in  ähnlichem  Sinne  wollen 
wir  weiterhin  das  Symbol  <f  immer  Yerwenden. 
Die  Gleichung  (19)  oder  die  kürzere  Form 

dHt=(rj  20) 
heißt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  den  betrachteten 
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Masseupunkt.  Sie  liefert  durch  Integratioii  zwiäcLeu  zwei  Zeit- 
punkten (1)  und  (2) 

(2) 

a) 

worin  im  allgemeinen  nur  dann  bestimmbar  ist,  wenn  inner- 
lialh  des  Integrationsbereiches  die  Bewegung,  d.  h.  y,  z  als 
Funktionen  von  t  bestimmt  sind. 

Die  Arbeit  ist  im  allgemeinen  von  den  Komponentensummen 
aller  wirkenden  Kräfte  zu  bilden.  Man  kann  sie  in  Teile  zer- 
legen, die  den  einzelnen  wirkenden  Kräften  entsprechen,  und  im 
Anschluß  an  (11)  schreiben 

21)  dtA  = 

wo 

21)  dj^  =  u\dx  +  r^dy  +  Z^dz 
sich  auch  auf  die  Fonn  bringen  IftBt 

21")  d!Aj,  =  ä;  cos  (a; ,  *)  rf*. 

Ist  die  Bewep^ung  an  eine  ruhende  Kurve  oder  Obertiiiche  gobiuuleu, 
so  vorsclnvindcn  nach  den  aus  (Ifi')  und  (17')  diircli  vollständige 
DilVerentiation  nach  der  Zeit  folgenden  Formeln  die  von  den  Keaktions- 
kräften  heiTührenden  Anteile,  und  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft  enthält  nur  die  Arbeiten  der  direkt  gegebeneu  äußeren 
Kräfte. 

In  dem  Falle,  daß  die  Arbeit  rf^-/,  einer  Kraft  A'^  sich  in  der 
Form  eines  vollständigen  DiÖerentiales  nach  (h'r  Zeit  darstellt,  sagt 
man,  daß  A'^  ein  Potential ^^)  besitzt,  das  man  durch  die 
Gleichung 

22)  =  -,!  0, 

bis  auf  eine  additive  Konstante  definiert.  Gilt  dies  von  allen  wir- 
kenden Kräften  und  bezeichnet  0  =  ^/>,  ihr  Gesaratpotential,  SO 
nimmt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die  Gestalt  an 

220  0)  =  O 

oder  integriert 

22")  L==W+  0  =  Const.. 

in  welcher  die  neu  eingeführte  und  wie  0  nur  ]»is  auf  eine  addi- 
tive Konstante  derinierte  Funktion  /'  die  Fnergie  des  Massen- 
punktes unter  dem  Einfluß  aller  wirkenden  Kräfte*^)  beißt. 
0  und  W  erscheinen  als  Teile  ?ou       die  während  der  Bewegung 
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jeder  nur  auf  Kosten  des  anderen  wachsen  und  abnehmen,  und  werden 
aach  als  potentielle  und  kinetische  Energie  bezeichnet 

Lebendige  Kraft,  Arbeit,  Potential  und  Energie  haben  dieselbe 
Dimension,  es  gilt  nämlich 

[W]^[A]^  [0]  =  [iTI  =  «i«<-».  22'") 

Ihre  wissenschaftliche  Einheit,  niinilich  das  Produkt  der  Kraft- 
einheit in  die  Längeneinheit,  führt  den  Namen  Erg. 

Um  Energien  oder  Arbeiten  von  physikalischen  Einlieiton 
(g,  cm,  sec)  in  technische  (kg,  m,  sec)  überzuführen ,  hat  mau  uacti 
der  Gleichung 


9-81.10» 

ZU  verfahren;  in  der  That  ist  die  technische  Arbeitseinheit,  das 
Kilogrammeter,  oder  die  Arlicit,  welche  erforderlich  ist,  um 
d»'n  Angritlspunkt  der  Krafteinheit  (des  kg)  um  1  m  zu  heben, 
gleich  f/.li)'. 

Der  Wirksamkeit  einer  Kraftmaschine  wird  nach  der  Arbeit  be- 
urteilt, welche  sie  in  der  Zeiteinheit  liefert,  d.  h.  nach  der  Funktion 

r  ^ 
^  dt' 


28) 


welche  wir  kurz  ihren  Effekt  nennen  wollen;  Uta  F  gilt  die  Di- 
mensionalgleichung 

[n^mPH».  230 

In  dem  wichtigen  Falle,  daß  die  Arbeit  gegen  eine  konstante  der 
Bewegung  entgegengesetzte  Widerstandskraft  //'geleistet  wird,  welclie 
die  Geschwindigkeit  /'  konstant  erhält,  hat  die  hervorgebrachte 
Leistung  den  Wert 

r=  rr.  28") 

Bei  physikalischen  Messungen  drückt  man  derartige  Leistungen 
in  Erg  per  Sekunde  aus,  wie  überhaupt  durch  die  Präposition 
„per**  eine  Größe  auf  eine  bestimmte  Zeit  oder  Länge  bezogen 
wird.  In  der  Technik,  wo  es  sich  häufig  um  sehr  bedeutende  Lei- 
stungen handelt,  hat  man  als  Einheit  für  dieselben  die  sog.  Pferde- 
kraft,  nämlich  75  kg.m  per  sec,  eingeführt  Sie  ist  gleich 
9*81.75.10^  Erg  per  Sekunde. 

Die  Elektrotechnik  hat  aus  Gründen,  die  später  klarer  hervor- 
treten werden,  für  Arbeit  und  Leistung  Einheiten  eingeführt,  die 
aus  den  wissenschaftlichen  abgeleitet  sind.  Eine  Arbeit  von  10'  Erg 
nennt  sie  1  Joule,  eine  Leistung  von  10'  Erg  per  Sekunde  1  Watt  — 
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Die  Bediiif^ungen  für  die  Existenz  eines  Potentiales  sind  in 
dem  allgemeinsten  Falle,  daß  die  Kraltkoniponenten  von  der  Zeit, 
den  Koordinaten  und  ihren  Ditiereutiahiuotienten  nacli  der  Zeit  ab- 
hängen, ziemlich  kompliziert.  Man  erhält  sie'^),  indem  mau  die 
allgemeinste  Variation  einer  Funktion  (f  von  /.  //,  c,  /.  y\  z'  .  . 
worin  die  oberen  .Indices  Dilferentiahiuotieuten  nach  der  Zeit  be- 
zeichnen, bildet  und  auf  eine  Form  zu  bringen  sucht,  welche  der 
das  Potential  detiuierenden  Gleichung 

2^)  Xdx  -h         +  2 dz  ^  -d<li 

entspricht. 

£s  ist  zunächst 


24') 


dx    ^  dx' 
BerftckBicbtigt  man,  daß  nach  der  Definition 

ist,  so  kann  man  leicht  bilden 


B  qp 
dx" 
d  tf> 
dx" 


d 

dt 

[dt* 

hieraus  folgt  durch  Einsetzen  in  (24 ) 

dq     d  d<p     d^  öif  d^  d  <f> 
dx~dtIx'~^dl*Jx 

^^x*  ^  d(f)  ^d}  d 


24") 


*  1- 
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Sind  nun  die  Variationen  Öx,  8y,  dz...  die  während  der 
Zeit  im  Laufe  der  Bewegung  wirklich  eintretenden  Verände- 
rungen, so  ist 

=x'dt,    8y  —y'dt,    8  z  —i^dt^ 
dx'^x'dt,   Sy'^y'dt,  Sz'^z'dt, 


und  auch  8(f  =  (f'.dt\  dann  liat  die  rechte  Seite  der  letzten 
Formel  aber  immer  die  i^'orm  eines  vollständigen  Differeutiales  nach  der 
Zelt,  wenn  (f  die  Zeit  nicht  ex])licit  enthält,         d(f  I öt  —  ^  ist. 

Deutet  man  also  links  die  negativ  genommenen  Faktoren  von 
8x,  Sy,  ()  z  als  die  Ausdrücke  für  die  Krat'tkomponenten  A',  Y, 
so  läßt  sich  dann  die  reclite  Seite  als  das  negative  1  )iti"ereutial  eines 
allgemeinen  Potentiales  0  betrachten.    Es  entspricht  sich  also 

'~  dx  ^  dt  d  x'  "  dt^  öi"  *  *  •  •  » 


F  d  (p       d  ö  (f       d*  d(f> 

^  ^  "  By      dt  d  y'  ~  dt^  d  y" 

„   öjp  i_  d  d  vp^      d^  djp  , 

^  Wi'^dtdx'  d1*Bx"'^ 


25) 


///  d  9>      d^  ^'Ljl     \  — 


25') 


und  jederzeit,  wenn  die  Kraftkoniponenten  sich  in  der  vorstehenden 
Form  (25)  darstellen,  ergiebt  der  letzte  Ausdruck  (25  )  das  wirksame 
Potential. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  die  Komi)onenten  nur  von  den 
Koordinaten  allein  abhängen;  dann  muß  gleiches  von  (f  gelten  und 
es  wird 

0  =  y . 

Hier  läßt  sich  also  einfach  schreiben 

^--W'  ^--^  ^ 

und  auch  eme  yon  0  selbst  unabhängige  Bedingung  für  die  Existenz 
eines  Boldien  speziellen  Potentiales  bilden,  nämlich 

ä7""dy'  d«"ö»' 
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Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  (22")  gewinnt  in  diesem 
Falle  eine  einfache  und  anechanliche  Bedentang. 

Wenn  0  nur  die  Koordinaten  enthält,  so  giebt  jede  Gleichung 
0  =  Gonst  eine  Oberfläche,  und  man  kann  mit  dergleichen  Poten- 
tialflächen den  ganzen  Raum  erftülen.  Die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  sagt  in  diesem  Falle  aus,  daß,  wo  immer  der  Massen- 
punkt dieselbe  Potentialfläche  erreicht,  er  dies  stets  mit  der  gleichen 
Geschwindigkeit  thut;  insbesondere  besitzt  er,  wenn  er  einen  und 
denselben  Punkt  mehrfach  passiert,  daselbst  immer  dieselbe  G«- 
8ch?rindigkeit 

Wegen  dieser  Eigenschaft  der  Bewegung  nennt  man  Kräfte, 
welche  ein  nur  von  den  Koordinaten  abhängiges  Potential  besitzen, 
konseryatiy  und  dehnt  diese  Bezeichnung  auch  auf  den  Fall 
irgend  welcher  Potentisle  aus. 

Es  möge  bemerkt  werden,  daß  die  Torstehenden  Entwickelungen 
den  allgemeinen  Fall  nicht  umfassen,  unter  welchem  die  Arbeit  ttui 
▼erschwindet,  also  auf  ein  konstantes  Potential  führt  Dieser  tritt 
jederzeit  ein,  wenn  die  Kraftkomponenten  die  Form  haben 


worin  B,  C  beliebige  Funktionen  der  Zeit,  der  Koordinaten  und 
ihrer  Difierentialquotienten  sein  können.  Betrachtet  man  A,  B,  C 
als  die  Komponenten  eines  Vektors  i>,  wie  ic,  v,  to  die  Komponenten 
der  Geschwindigkeit  Tsind,  so  steht  die  resultierende  Kraft  K  nor- 
mal auf  der  Ebene  durch  D  und  F  und  hat  die  Größe 


Faßt  man  die  Gkichungen  (15)  mit  den  Faktoren  Sxf  ^y, 
zusammen,  welche  beliebige  Variationen  der  Koordinaten  x,  y,  z  be- 
zeichnen sollen,  so  erhält  man^^) 


worin  9ji  die  Arbeit  bezeichnet,  welche  die  Kräfte  bei  der  durch 
^jc,  di/f  Sz  bestimmten  willkürlichen  Verschiebung  Ss  leisten.  Die- 
selbe Formel  gilt  auch  für  bedingte  Bewegungen,  und  zwar  entliält 
in  diesem  Falle  i^A  allein  die  äußeren,  niclit  flie  Reaktionskriifte, 
wenn  nur  die  dx^  8y,  Öz  und  damit  die  Rielitung  und  Gnibt-  der 
resultierenden  Verrtickung  fis  den  Bedingungen  ^rcnügcu,  die  man 
aus  (17')  resp.  (18')  durch  Variation  bei  unverändtrtcr  Zeit  erhäiu 


26") 


X==  Cv  -  Bw 
ßm^Bu  —Av, 


26"') 


A'=  i>  /  8iu(/>,  /  ). 
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Derartige  Verrfickungen  nennt  num  Tirtaelle,  und  demgem&ß 
andk  die  Formel  (27)  die  01eiohuiig  der  Tirtnellen  Ver- 
rttoknngen. 

In  diesem  Sinne  Terstanden,  gestattet  die  Fomel  (27)  die  Bück- 
gewinnoDg  der  allgemeinen  Gleichungen  f&r  freie  und  bedingte  Be- 
wegung. 

Nach  der  Methode  Ton  Laorange^^)  wird  nämlich  die  Bedingung 

dadurch  berUcksicbtigt,  daß  man  die  Formel 

ax  dy    '  ox 

mit  einem  unbekannten  Faktor  X  multipliziert  der  Gleiihuiip  (27) 
zufü^jTt  uiul  (lanacli  all«'  Variationen  rV.r,  ^y,  als  willkürlich  be- 
trachtet   Man  gelaugt  so  zu  dem  System 

dt*  dx  ' 


21') 


das  nur  der  Form  nach  Ton  (17)  yerschieden  ist 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  verwandelt  sich  aus  dem 
gleichen  Grund  in^^ 

ffji  =  Xäx  +  J  c)y  +  Zdz  =  0;  28) 

sie  sagt  aus,  daß  für  einen  Massenpunkt  Gleichgewicht  stattfindet, 
wenn  hei  jeder  Tirtuellen  Verschiebung  die  an  ihm  geleistete  Arbeit 
▼erschwindet 

Hat  die  wirkende  Kraft  ein  Potential  0,  welches  nur  die 
Koordinaten  enthält,  so  ist  die  Bedingung  (28)  identisch  mit 

0;  28') 

in  der  Gleichgewichtslage  hat  im  allgemeinen  0  einen  größten  oder 

kleinsten  Wert. 

Wenn  die  Bedingung  (28)  nicht  erfüllt  ist,  SO  tritt  Bewegung 
ein.   Gemäß  der  Formel  (19)  gilt  dann  für  den  ersten  Zeitmoment 

</(j/i:)=«f^, 

wo  der  Ausdruck  links,  da  die  Bewegung  von  der  Geschwindigkeit 


L  yi..-jd  by  Google 


28 


F=0  an  beginnt,  jedenfalls  positiv  ist.  Es  folgt  hieraus,  daß  für 
die  aus  der  liuhe  begiimeude  Bewegung  eines  Masseupimktes  stets 

28")  £f  ^  >  0 

ist,  was,  im  Falle,  daß  ein  Potential  Torhanden  ist,  auf 

28'")  d(li<0 
führt. 

Hieraus  folgt  weiter,  daß,  wenn  in  der  Gleichgewichtslage  0 
ein  Maximum  ist,  eine  unendlich  kleine  Ablenkung  aus  dieser 
Position  eine  Bewegung  veranlaßt^  welche  den  Masseupunkt  noch 
weiter  von  der  Gleichgewichtslage  entfernt;  wenn  ein  Minimum, 
dann  eine  solche,  die  ihn  nach  der  Gleichgewichtslage  zurückführt. 
Im  ersteren  Falle  heißt  das  Gleichgewicht  labil,  im  zweiten  stabil, 
auf  der  Grenze  zwischen  beiden  indifferent 


§  5.    Beispiele  konservativer  und  nicht  konservativer  Kräfte. 

Die  in  den  vorigen  Abschnitten  entwickelten  allgemeinen  Grund- 
sätze sollen  nunmehr  auf  die  wichtigsten  Krttfte,  für  deren  Ein- 
wirkung die  Körper  unter  der  auf  Seite  10  gegebenen  Bedingung 
als  Massenpunkte  angesehen  werden  können,  angewandt  werden. 

Hier  kommt  in  erster  Linie  die  Schwerkraft  in  Betracht 
Dieselbe  kann  an  der  Erdoberfläche  innerhalb  erheblicher  Bereiche 
als  von  konstanter  Größe  und  Bichtung  angesehen  werden;  ihre 
Größe  ist  nach  Formel  (180  gleich  Jf^,  ihre  Bichtung  steht  normal 
zur  Erdoberfläche.  Legen  wir  also  die  irAxe  des  Koordinaten- 
systems vertikal  nach  unten,  so  nehmen  die  Gleichungen  (15)  für 
die  freie  Bewegung  die  (Gestalt  an 

29^  --^Q  '^'-0 

woraus  allgemein  die  Gesetze  des  Wurfes  und,  falls  der  Massen- 
punkt seine  Bewegung  olinc  Anfangsgeschwindigkeit  beginnt,  die 
Gesetze  des  freien  Falles^')  folgen. 

Die  Schwerkraft  erfüllt  die  Bedingungen  (2(V)  idciitisch,  sie 
ist  also  eine  konservative  Kraft.  Ihr  Potential  hat  den  Wert  —  Jfp  z, 
und  die  Gleichung  (22")  der  lebendigen  Kraft  lautet  für  sie,  wenn 
die  Bewegung  frei  oder  an  eine  ruhende  Kurve  oder  Oberfläche 
gebunden  ist 

F»  —  2  ^  r  «  Const. ; 
die  Konstante  bestimmt  sich  zu  Null,  wenn  man  die  A'^l-Ebene  in 
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diejenige  Höhe  legt,  in  welcher  F  Tenohwiaden  wttxde,  wenn  die 
Bedingungen  ihre  ^ireichung  gestatteten. 
Aus 

r*^2ffz  29') 

folgt  dann 

-/f-  «  ±  dt,  29") 

y2gx 

eine  Gleichung,  welclie  sich  direkt  integrieren  läßt,  wenn  der  Punkt 
au  eine  festr  Kurve  gebunden,  also  ds  durch  d :  und  z  ausdrückbar 
ist  In  diesem  Falle  liefert  die  Gleiciiung  der  lebendigen  Kraft 
allein  die  voUkoninieue  Lösung  des  Bewegungsproblems.  Das 
Vorzeichen  in  der  letzten  (Tleichung  bestimmt  sich,  wenn  die  Be- 
wegungsrichtung für  einen  Wert  von  z  Torgeschriehen  ist,  und 
kehrt  sich  im  Laufe  der  Bewegung  um,  sowie  die  Höbe  z  ^  0  er- 
reicht wird. 

Betindet  sich  der  Massenpunkt  auf  einem  Zweig  der  festen 
Bahn,  welcher  an  zwei  Steilen  die  Höhe  z  —  0  erreicht  und  da- 
zwischen durchweg  tiefer  liegt,  so  führt  er  eine  Oscillationsbewegung 
zwischen  jenen  beiden  Stelleu  aus,  deren  Perio<le  gleich  dem  Inte- 
grale des  Ausdrucks  in  Formel  (29 ")  ist,  genommen  von  einem  Um- 
kehrpunkt bis  zu  diesem  zurück. 

Ist  die  feste  Kurve  eine  in  einer  vertikalen  Ebene  liegende 
Kreislinie,  so  erhält  man  diejenige  Bewegung,  die  man  als  ebene 
Pendelbeweguug  bezeichnet,  und  die  man  einem  schweren  Punkte 
auch  dadurch  erteilen  kann,  daß  man  ihn  mit  einem  Faden  von 
verschwindend  kleiner  Masse  an  einem  Stützpunkte  aufhängt  und 
mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  versieht,  die  ihn  durch  seine 
Gleichgewichtslage  hindurchluhrt. 

Kann  man  das  Quadrat  der  Schwingungsweite  neben  dem- 
jenigen des  Kreisradius  i?  vernachlässigen,  so  liefert  obige  Formel 
für  die  Periode  T  der  Oscillation  den  Wert^^) 


r=  2 


Die  Beobachtung  der  Oscillationsdauer  giebt  ein  Mittel  snr 
Bestimmung  der  Eonstanten  p  der  Schwere,  deren  Kenntnis  von 
großer  Wichtigkeit  ist,  da  zahbreiche  Messungen  Ton  Kräften  auf 
ihrer  Vergleichung  mit  dem  Gewicht  einea  Körpers  von  gegebener 
Masse  beruhen  und  die  Bestimmung  des  letzteren  in  absolutem  Maße 
diejenige  von  ff  voraussetzt.  Indessen  kann  man  in  Praxi  die  Ver- 
hältnisse nicht  so  einrichten,  daß  mau  den  oscillierenden  Körper 
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niit  einiger  ScliärlV  als  niatrrielieu  runkt  l)etr;K'liteii  kann,  und  die 
strenge  Theorie  der  Heobaclitungsmethode  »  rtordert  deuigeniäli  noch 
andere,  als  die  bisher  gewonnenen  Hültsniittel.  — 

Nächst  der  Schwere  erregen  wegen  ihrer  zahlreichen  Anwen- 
dungen die  Centr  alkräfte besonderes  Interesse.  Man  versteht 
unter  diesem  Namen  Kräfte,  welche  nacli  <*inem  ruhenden  oder 
in  gegebener  Weise  bewegten  Punkte,  dem  Kra  Itcentrum,  hin 
gerichtet  sind  und  ausschließlicli  von  der  Entfernung  r  des  be- 
wegten Massenpunktes  von  jenem  Centrum  abhängen. 

Der  einfachste  Fall  ist  hier  der,  daß  das  Attraktiousceutrum 
ruht,  und  wir  wollen  uns  auf  ihn  allein  beschränken. 

Die  Bewegung  muß  nach  Symmetrie  in  der  Ebene  bleiben, 
welche  durch  die  anfänglichen  Lagen  des  l\a(husvektors  und  »1er 
Geschwindigkeit  bestimmt  wird.  Wir  wählen  sie  zur  .YJ'-Ebene 
und  legen  das  Kraftceutrum  in  den  Koordinatenaufaug.  Die  Be- 
wegungsgleichungeu  lauten  dann 

30)  M^.-K^,  <»--A^ 

WO  positive  Werte  A  einer  nach  dem  (.'entruni  liin.  negative  einer 
von  dem  ( 'entruni  hinweg  gerichteten  Kraft  entsprechen;  im  ersten 
Falle  neuneu  wir  die  Wirkung  anziehend,  im  letzteren  ab- 
stoßend. 

Kräfte  der  vorausgesetzten  Art  befriedigen  die  Gleicliungen  (26'). 
sind  also  konservativ;  ihr  Potential  lautet  bei  Verfügung  über  die 
willkürliche  Konstante 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  (22")  giebt  bei  Einführung  TOn 
Polarkoordinateu  r  und  (p 

30")  M '''f*/'' +  <U  =  c„ 

worin  eine  Konstante  l)ezeichnet.  rfff  /  c// =  y'  heißt  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  ^Massenpunktes;  ihre  Dimension  ist,  da  Winkel- 
grüßen reine  Zahlen  sind, 

3C")  [yT  »  fK 

Gleichung  (30")  liefert  ein  erstes  Integral  der  Bewegungs- 
gleichangen  (30);  ein  zweites  erhält  man.  wenn  man  sie  mit  den 
Faktoren  —  y  nnd  x  zusammenfaßt  in  der  Form 
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dy  ^^dx 


wo  unter      wieder  eine  Konstante  verstanden  ist 
Hierfür  kann  man  auch  schreiben 

falls  man  mit  (Tx  unendlich  kleine  Fläche  bezeichnet,  welche 
der  Radiusvektor  während  dt  bestreicht;  d''/jdt  =  x'  heißt  die 
ilächengeschwindigkeit  des  Massenpunktes  und  hat  die  Dimension 

M  -  31") 
Sie  ist  nach  der  letzten  Formel  hei  Centraibewegungen  der  be- 
trachteten Art  konstant  Bei  Einführung  von  Polarkoordinaten  er- 
hält man  aus  (31') 

2  ^7=**^-  ) 

Aus  (30")  und  (31"')  läßt  sich  nach  Belieben  dt  oder  d<f  elimi- 
nieren; im  ersteren  Falle  erhält  man 


oder  auch 


^  ±d(f 


y  2Mcf~  r» 


32* 


nnd  hieraus  durch  Integration  die  Gleichung  der  Bahn;  im  letzteren 

dr 


±2c^dt 


r~0  71"  32") 

2  MVJ  r» 


und  hieraus  durcli  Integration  die  Bestimmung  des  Ortes  des 
Massenpunktes  in  der  l^ahn  als  Funktion  der  Zeit. 

Die  letztere  Formel  versagt,  wenn  der  Massenpunkt  unter  der 
Wirkung  der  Centraikraft  einen  Kreis  um  das  Ivrattcentruiu  als 
Mittelpunkt  beschreibt,  —  ein  Fall,  der  bei  jedem  Kraftgesetz 
durch  geeignete  Wahl  des  Anfangszustandes  erzielt  werden  kann. 
Hier  gelangt  man  in  einfachster  Weise  zu  dem  Gesetz,  welches  9> 
mit  t  verbindet,  wenn  man  in  (31' ')  ;•  konstant  =  Ii  nimmt. 

Für  die  Umlaufszeit  T  ergiebt  sich  ein  interessanter  Satz,  wenn 
man  den  Gedanken  ausdrückt,  daß  bei  kreisförmiger  Bahn  jederzeit 
die  Centrifugalkraft  die  Centralkrait  kompensieren  muß.  Dies  giebt 
nach  (15") 
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woraus  sich  für  die  Uuüaufsdauer  wegen  dtp  j  dt  ^  2n  I T  ergiebt 

oder,  wenn  die  GentralkFaft  mit  der  Masse  M  proportional,  also 
K^MK^  ist 

Bei  der  Wirkung  tob  CentralkriLften,  die  Ton  einem  ruhenden 
Centnim  ausgehen ,  ist  durch  die  Foimehi  (32^  und  (82'')  die  Lö- 
sung des  Bewegungsprohlemes  allgemein  auf  Quadraturen  zurück- 
gefUirt 

Ist  die  Bahn  und  das  £raftcentrum  gegeben,  so  gestattet  die 
Gleichung  (S^  die  Bestimmung  des  wirksamen  Potentiales  bis 
auf  eine  multiplikatiye  Eonstaate  e^,  ohne  daß  das  Bewegungsgesetz 
bekannt  zu  sein  braucht;  bestimmt  sich  dabei,  wenn  die  Ge- 
schwindigkeit des  Massenpunktes  an  irgend  einer  Stelle  seiner  Bahn 
gegeben  ist»  nach  Formel  (81'"). 

Einen  merkwürdigen  Wert  für  die  bei  der  Gentraibewegung 
wirkende  Ejraft  erhält  man  in  folgender  Weise. 

Bezeichnet  man  das  Lot  Ton  dem  Kraftcentmm  auf  die  Bich- 
tung  des  Bahnelementes  ds  mit  n,  so  ist 

33)  z'-i«^  =i«'"=«ii, 

woraus  bolftufig  r  indirekt  proportional  mit  n  folgt  Führt  man  den 
Winkel  r  zwischen  der  Bichtung  von  ds  und  der  Richtung  der 
X-Axe  ein,  von  der  aus  ff  gezählt  werden  mag,  so  ergiebt  sich 

33')  c,  =      rsiu(r  -  tp) 

und  daher 

oa'/\  2o,c08T  2r,  sinr 

Hieraus  folgt  durch  Differeutiation  nach  der  Zeit  unter  Berück- 
sichtigung der  Beziehung  ctg {r  —  (f)  =  dr j rdtp 

„       d  ff      rP  X    2  <?.i  cos  q>     dz     d  r        d*  y    2     sin  (f     d  j 

>   dt  ^  dt*  ^  ~  raiu'U  -  v)  dt'  dt  "  d  t^  ~  ~  rsinHf-  v)  ät ' 

und  wegen  rcos^  »  or,  rsin^       nach  (30) 
^  rwa^ix-qf)  dt      8m(f-9)d<  ~     n«  dt* 
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worin  (r  —  (f)  der  Winkel  zwischen  •  der  Richtung  von  und  der 
von  ds  ist,  und  <It  \  dt  die  Ireschwiadigkeit  bezeiclmety  mit  welcher 
die  Bewegungsrichtung  sich  dreht.  — 

Von  nicht  konservativen  Kräften  hal)en  besonders  diejenigen 
eine  praktische  Bedeutung,  deren  Kichtung  stets  in  die  Beweguiigs- 
richtung  des  Massenpunktes  llillt  und  deren  Grobe  allein  von  semer 
Geschwindigkeit  abhängt    Daun  ist 

x=A,;;;,  r-A-^^  z.k:\\,  35) 

WO  Ky^  eine  Funktion  der  Gescluviudigkeit  /'  allein  und  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  die  Kraft  antreibend  oder  hemmend  wirkt 
Die  Arbeit  nimmt  die  Form 

an  und  ist  ersichtlich  im  allgemeinen  kein  vollständiges  Differential 
nach  der  Zeit 

Hemmende  Kräfte  dieser  Art  erleidet  ein  Massenpunkt,  der 
sich  in  einer  Flüssigkeit  bewegt Ihr  genaues  Gesetz  ist  unbekannt; 
bei  kleiner  Geschwindigkeit  erhält  man  eine  angenäherte  Dar- 
stellung der  Wirklichkeit,  wenn  man  mit  V  proportional, 
etwa  »—Ar  setzt    Hier  wird  dann  aus  (35) 

X=-Ak,    r«--A»,   Z^—kw\  36) 

k  heißt  die  Konstante  des  Flüssigkeitswiderstandes  und  hat  die 
Dimendonalgleichnng 

[Ä]  =  m  f-i,  seo 

Ihre  Größe  bestimmt  mnii  am  bequemsten  durch  die  Beol)aclitung 
der  abuehnieiiden  ScliwiugunLjsiiiiiplitnde  eines  Bendels,  weiches  in 
der  betrcfVenden  Flüssigkeit  schwingt. 

Eine  antreibende  Kraft  dieser  Art  von  nah<>  konstanter  Grr>ßc 
ÄV,  erfahrt  eine  steigende  Rakete;  unter  Berücksichtigung  des  Luft- 
widei*8tandes  wirkt  auf  sie  tangential  A' =  Ä'^,  —  Ä'j  (T'),  demnach 
eine  Kraft,  die  mit  wachsender  Geschwindigkeit  ihr  Vorzeichen  um- 
kehrt und  aus  einer  antreibenden  zu  einer  hemmenden  wird.  — 

Einen  wesentlich  anderen  Charakter,  als  die  voi'stehend  be- 
sprochenen, allein  von  der  G«"^cli windigkeit  abhängigen  Widerstands- 
kräfte, besitzt  die  gleitende  lieibung^^)  eines  Massenpunktes  an 
einer  festen  Oberfläche  oder  Kurve. 

Zwar  ist  auch  ihre  Richtung  derjenigen  der  Bewegung  ent- 
gegengesetzt, aber  ihre  Größe  hängt  von  dem  Reaktionsdnick  ab, 
welchen  die  feste  Oberflache  oder  Knrve  auf  den  Massen  punkt  aus- 

VoioT,  TbeonUscbe  PhjBik.  ^  3 
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übt,  und  damit  iu  einer  nieist  komplizierten  Weise  sowohl  vou  dem 
Bewegungsziistand,  als  von  den  wirkenden  äußeren  Kräften. 

Die  Beobachtung  gestattet  für  die  GröÜe  der  Reibuugskraft, 
welche  eiu  bewegter  Masseupunkt  ertaUrt,  den  Ausatz 

87)  K^Nn 

zu  machen,  wo  n  eine  der  Komliination  der  Stibstanzen  des  Massen- 
punktes und  der  Obertläche  oder  Kurve  individuelle  Konstaute,  der 
sogenannte  Reibungskoeffizient,  und  N  der  absolute  Wert  der 
nonnaleu  Reaktion  der  Buhn  ist.    Für  n  gilt  ersichtlich 

37')  [n]  «  1. 

Auch  ein  ruhender  Massenpunkt  kann  auf  einer  festen  Ober- 
fläche oder  Kurve  eine  Beibungskraft  erfahren,  üm  für  deren  Ge- 
setze eine  Übereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Gleichgewichts- 
bedingungen und  einen  stetigen  Anschluß  an  die  Werte,  die  bei 
der  Bewegung  eintreten,  zu  erhalten,  muß  man  sich  voretellen,  daß 
ihre  Richtung  jederzeit  derjenigen  der  Tangentialkomponente  P  der 
äußeren  Kräfte  nach  der  Oberfläche  oder  Kurve  entgegengesetzt 
und  ihre  Größe  derjenigen  vou  P  gleich  ist,  so  hinge  P^Nn  bleibt; 
für  P  >  Nn  tritt  ja  Bewegung  eiu.  Es  wird  demnach  die  gleitende 
Reibung  im  Zustand  der  Ruhe  kleiner,  als  in  dem  der  Bewegung 
sein,  also,  wie  man  sairt.  nur  lin vollständig  iu  Anspruch  ge- 
nommen werden,  so  daß  man  setzen  kann 

38)  K^^Nnß, 

woritf  ß  einen  echten  Bruch  bedeutet. 

Hieraus  folgt,  daß  die  allgemeinen  (-ileichgewichtsbetlingungen 
für  einen  Massenpunkt  auf  reibender  OberHäche  oder  Kurve  nicht 
eine  einzeln«'  < Gleichgewichtslage,  sondeni  ein  endliches  Bereich  be- 
stiujnien.  iniu  liialb  dessen  er  an  jeder  Stelle  ruhen  kann,  und 
dessen  Begrenzung  durch  den  extremen  Wert  ß  —  1  gegeben  ist; 
ß  =  0  bestimmt  dfu  speziellen  l'unkt,  wo  die  Inansi)ruchnahme  der 
Reibung  verschwindet,  und  wo  demgemäß  der  Buukt  ohne  gleitende 
Reibung  im  (-rleichgcwiclit  sein  würde. 

Wirkt  von  äußeren  Knilten  nur  die  Schwere,  so  erkennt  mau 
leicht,  daß  das  Gleichgewichtsbereich  des  Massenpunktes  auf  einer 
reibenden  OberHäche  begrenzt  ist  durch  eine  Kurve,  längs  deren 
die  Tangentialebene  den  Winkel  p  mit  der  horizontalen  einschließt, 
der  bestimmt  ist  durch 

38')  tgyssn; 
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Analoges  gilt  von  dem  Gleiclif^ewichtsbereich  auf  einer  festen  rei- 
benden Kurve.  Der  durcli  die  Gleichuiij;  (38')  dehiiicrte  Winkel  v 
heißt  iler  IKibuiigswinkel  der  Substanz  des  Massenpunktes  gegen 
die  Sul)staiiz  der  festen  Hahn. 

Befindet  sieh  der  Massenpunkt  M  auf  einer  reibenden  horizon- 
talen Ebene,  und  virkt  außer  der  Schwere  noch  eine  borizontaie 
Kraft  Aj,  so  ist  Gleichgewicht  vorhanden,  so  lange 

K^<Mgn  89) 

ist»  und  die  Bewegung  beginnt^  sowie 

Hierauf  beruht  die  gebräuchlichste  Methode  zur  experimentellen 
Bestimmung  von 

Bei  allen  Jicwe^^ungen  unter  der  Wirkung  gleitender  Reibung 
ist  wesentlich,  daß  der  Massenpunkt  am  Kotieren  gehindert  ist  weil 
nur  bei  Krfüllung  dieser  Voraussetzuni;,  also  bei  reinem  Gleiten,  die 
obigen  Resultate  anweudljar  sind,  überhaupt  der  Körper  als  Massen- 
ponkt  zu  betrachten  ist 


8* 
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Bewegung  eines  Systemes  von  materiellen  Ponkten. 

§  6.   Sehwerpnnkti-  und  TliohtiisätM;  Oloidumg  der  Bnergie. 

Unter  einem  Punktsystem  wollen  wir  eine  Anzahl,  sagen  wir 
Ton  n  Massenpunkten  yon  den  Massen       (A  =  1,  2  . . .  n)  Terstehen, 

die  ilire  Bewegung  derartig  gegenseitig  beeinflussen,  daß  bei  gleich- 
zeitigem Vorhandensein  aller  jeder  einzelne  sich  anders  bewegt,  als 
wenn  er  bei  sonst  ungeänderten  Umständen  allein  vorhanden  wäre. 

Nach  der  Grunddefinition  von  Kraft  müssen  also  durch  das 
Vorhandensein  der  übrigen  Massenpunkte  Kräfte  auftreten,  die  mit 
den  sonsti;,a'n  Bedingungen  des  Problemes  niclit  gegeben  sind.  Wir 
drücken  dies  dadurch  aus.  daß  wir  in  (h  u  für  jeden  einzelnen 
Punkt  f/ii^  autgestr Ilten  Bcwegungsgleichuugcn  (15)  aus  den  Kraft- 
koniponeuten  Anteile  ;iiissondern.  welche  die  Beträge  darstellen,  die 
infolge  der  Anwesenheit  der  ührisen  Punkte  wirksam  werden;  diese 
Anteile  mögen,  soweit  sie  von  dem  Massenpunkt  ntj.  herrühren,  mit 
^hk,  ^hk,  Zhk  bezeichnet  werden.  "Bezeichnen  wir  den  übrig  blei- 
benden Rest,  d.  h.  die  Komponenten,  welche  nach  Beseitigung 
aller  anderen  Massenpunkte  m.  erfährt,  und  die  sowohl  von  festen 
Kraftcentren,  wie  von  der  luaktion  fester  ()l)ertiächen  oder  Kurven 
herrühren  können,  mit  A,.  J^^,  so  nehmen  die  Bewegungs- 
gleichungeu  folgende  Gestalt  au 


40) 


^h-ÄK  +  —  '^ÄKl 


worin  der  Index  k[h)  bedeuten  soll,  daLi  die  Summen  über  alle 
Werte  von  k  mit  Ausnahme  von  //  auszudehnen  sind.  Für 
h=  1,  2, ...  n  genommen,  bilden  sie  die  Grundlage  für  die  Theorie 
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der  Bewegungen  Ton  Pimktsjstemen,  deren  Untersuchung  um  so 
wichtiger  ist,  als  sie  nicht  nur  die  Grundlage  für  die  gesamte 
Astronomie,  sondern  auch  für  die  Theorie  derjenigen  Massensjrsteme 
bilden,  welche  den  ßaum  anscheinend  kontinuierlich  erfüllen. 

Um  aus  ihnen  Folgerungen  zu  ziehen,  müssen  wir  den  Kräften 
Xjjfc,  Jfcfc,  ^ftjt,  welche  man  auch  kurz,  im  Gegensatz  zu  den  äußeren 
Kräften  A'),,  i',,,  Z^.^  die  inneren  Kräfte  des  runktsystemes 
nennt,  spezielle  Eigenschaften  beilegen,  die  zum  Teil  durch  die 
vorausgeschickten  Definitionen  an  die  Hand  gegeben,  zum  Teil  will- 
kürlich gewählt  sind. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  die  Komponenten  mit  den 
Indices  hk  und  kh  allein  von  dem  Zustande  der  Massenpunkte 

und  mjk  und  zwar  speziell  nur  von  ihrem  relativen  Ver- 
halten abhängen;  wir  werden  sie  in  diesem  Fall  als  von  den 
Wechselwirkungen  jener  beiden  Punkte  herrührend  bezcit  Imen 
kdnnen.  Dann  dürfen  wir  folgern,  daß  die  resultierenden  Kräfte 
K%u  und  Kuh  in  der  Bichtung  der  Verbindungslinie  zwischen 
und  nift  liegen  müssen'  und  nur  von  deren  Größe  und  etwa 
ihren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  abliängen  können.  Denn 
nach  der  Definition,  die  wir  yon  materiellen  Punkten  auf  Seite  9 
gegeben  haben,  ist  an  jedem  einzelnen  keine  Richtung  vor  der 
anderen  ausgezeichnet;  die  einzige  ausgezeichnete  Richtung  an  dem 
Pnnktpaare  und  mu  ist  also  die  ihrer  Verbindungslinie,  und 
aus  dem  gleichen  Grunde  ist  ihr  relatives  Verhalten  nur  durch  die 
Ghröße  des  Abstandes  r^t  und  seiner  Änderung  mit  der  Zeit  gegeben. 

Weiter  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Kräfte  JT^t  und  K^k  von 
gleicher  Größe  und  entgegengesetzter  Richtung  sind.  Man  kann 
diese  Annahme  ersetzen  durch  die  Hypothese,  daß  die  Wechsel- 
wirkung zwischen  den  Punkten  ntj^  und  auf  den  Kräften  beruht, 
wddie  die  Teile  eines  und  desselben  auf  beiden  Massenpunkten 
befindlichen  Agens  aufeinander  ausüben.  Denn  daß  die  zwischen 
gleichen  Mengen  dieses  Agens  wirkenden  Kräfte  einander  ent- 
gegengesetzt sind,  folgt  aus  der  Symmetrie^  und  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  verschiedenen  Quantitäten  läßt  sich  in  eine  Summe 
von  Wechselwirkungen  zwischen  gleichen  zerlegen. 

Die  als  Besultat  dieser  Erörterung  erhaltenen  Eigenschafken 
der  inneren  Kräfte  lassen  sich  folgendermaßen  analytisch  formulieren: 

A\fc  +  -TfcÄ  =  0,    iA.  +  ifcÄ  =  0,    if,,  +  Z,,  =  0,  40') 
J*»:  ^»kS^ft  =       ykh'^kh  =  (**  -  j^Oily*  -y»)i(«A  —        40  ') 

-  Kuh  «  -P'(r*»,  r;»,  r^f», . . 40") 
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wobei  durch  obere  Indices  die  Di£ferentialqaotienten  nach  der  Zeit 
bezeichnet  sind. 

Wir  können  nunmehr  das  System  (40)  auch  schreiben: 


41) 


m 


w**  j^-  =  Zfc  —  -i  Afc»  — 


positive  Ä^;^  entsprechen  hierin  anziehenden,  negati?e  abstoßenden 
Wechselwirkungen. 

Die  gewonnene  Form  giebt  die  Möglichkeit,  einige  von  den 
inneren  Kräften  des  Systems  ganz  freie  Beziehungen'^  zu 
gewinnen. 

Summiert  man  die  einzelnen  Gleichungen  (41)  über  alle  Massen 
und  detiniert  die  Koordinaten  |,  t/,  ^  dos  Schwerpunktes  oder 
Massenmittelpunktes  des  Systemes  durch  die  Gleichungen 

wobei,  wie  weiterhin,  immer  die  Summen  ohne  Index  Uber  alle 
Werte  1,  2  . . .  n  der  Summationsvariabeln  zu  erstrecken  sind,  so 
erh&lt  man 


43) 


d*" 


Der  Schwerjjunkt  des  Systemes  bewegt  sich  also  wie  ein  Massen- 
punkt, in  welchem  alle  Massen  des  Systems  vereinigt  sind  und  alle 
äußeren  Kräfte  angreifen.  Sind  speziell  die  äußeren  Kräfte  gleich 
Null,  so  findet  die  Bewegung  in  gerader  Linie  und  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  statt 

Faßt  man  die  Gleichungen  (41)  mit  den  Faktoren  0,  —  y,^; 
'a»  ^>  ""y*»  'a'  ^  zusammen,  summiort  die  erhaltenen  Re- 

sultate und  definiert  die  Flächengesch wiudigkeiten  ff],,  i/v,»  Xh 
(K  s  Massenpunktes  in  Bezug  auf  die  Koordinatenebenen  YZ^  ZJf 
XY  durch  die  Formeln 
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ri- 

1  / 

.1/,  Ii* 

2"  r'» 

(tf 


dt 


44) 


und  die  Drehungsmomente  Xj^,  Jtf^,  iV^  der  auf  wirkenden 
äußeren  Kräfte  um  die  Koordinatonaxen  durch  die  Formeln 


80  erh&lt  man 


Ab) 


Bezeichnet  man  kurz  Jrm/,<jr).,  ^m^^-u/A,  -^»1*;^^  als  die  Flächen- 
momente des  Systems  um  die  Koordinatenaxen  X,  Y,  Z,  so  giebt 
das  erhaltene  Formelsysteni  ihre  Geschwindigkeiten  gleich  den  be- 
züglichen halben  Summen  der  äußeren  Drehnngsmomeute. 

Da  sich  sowohl  die  Flächen-,  als  die  Drehungsmomente  bei 
der  Koordinatentransformation  wie  die  Komponenten  einer  Vektor- 
größe verhalten,  so  kann  man  sie  zu  je  einer  Resultierenden  zu- 
sammensetzen, deren  Größen  und  Bichtungen  sich  nacli  den  all- 
gemeinen für  Vektoren  gtiltigen  Formeln  (3")  bestimmen.  Diese  Re- 
sultierenden stellen  die  größten  Werte  dar,  welche  bei  der  gegebenen 
Bewegung  das  Flächenmoment  und  bei  den  gegebenen  Ki-iiften  das 
Drehungsmoment  um  irgend  eine  Axe  annehmen;  die  Richtung  der 
bezüglichen  Axe  ist  dabei  die  der  Resultierenden  selbst 

Fehlen  äußere  Kräfte,  so  sind  die  Flächenmomente  J^mnrf'hy 
^"^h^hf  ^^hX'k  um  die  Koordinatenaxen  konstant,  und  Gleiches 
gilt  von  Richtung  und  Größe  des  resultierenden  ^fomentes^^ 

Faßt  man  die  Gleichungen  (41)  mit  den  Faktoren  dx,,  d y,^  dzj^ 
zusammen  und  summiert  über  alle  Massenpunkte,  so  erhält  man 
wegen 

das  Resultat 
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worin  die  Summe  JS*  tlber  alle  Kombinationen  der  Massenpnnkte 
2a  je  zwei  zu  erstrecken  ist 
Hierin  ist 

die  Summe  der  leheucligen  Krälte  der  einzelnen  Masseupuukte  oder 
kurz  die  lebendige  Kraft  des  Systemes, 

46")  ^(Xfc  dXf^  +     dy^  +  «=  ^^^h 

die  Summe  der  ron  den  äußeren  Kräften  während  dt  au  dem 
System  geleisteteu  Arbeiten  oder  kurz  die  äußere  Arbeit, 

46'")  -  ^  K^udri,,  =  -2"(f^*»  =  d'^ 

die  Arbeit  der  Wechselwirkungen  oder  kurz  die  innere  Arbeit, 
sodafi  man  f&r  (46)  auch  schreiben  kann 

47)  d  W=  (fA  +  ifAi . 

Besitzt  die  Arln  it  einer  Wechselwirkung  «f^A»  die  Grestalt 
eines  vollständigen  Ditlerentiales  nach  der  Zeit,  so  nennt  man  die 
Funktion  (Pa»,  welche  durch  die  Gleichung 

bis  auf  eine  additive  Konstante  detiniert  ist,  das  Potential  der 
Wechselwirkung  Aa^,  uud 

47")  0»--^'^** 

das  innere  Potential,  oder  das  Potential  des  Systemes  auf 
sich  selbst 

In  diesem  Falle  kann  man  für  (47)  auch  schreiben 

48)  dL'=d{W+  = 

wo  £*  die  Energie  des  Systemes  heißt  und  'i' und  0,  wie  früher, 
als  Teile  von  E  die  kinetische  und  die  potentielle  Energie 
genannt  werden. 

Die  Gleichung  (48)  sagt  aus,  daß  es  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen f&r  jedes  Punktsystem  eine  ausschließlich  von  seiner 
Konfiguration  und  seinem  Bewegungszustand  abhängige  Funktion  E 
giebt,  welche  in  jedem  Zcitelement  um  den  Betrag  der  äußeren 
Arbeit  wächst;  verschwindet  die  letztere,  so  ist  die  Energie  kon- 
stant, und  die  Bewegung  besteht  in  einer  wechselseitigen  Umsetzung 
zwischen  ihren  beiden  Anteilen  0  und  W. 

Die  gesamte  Energie  E  ist  durch  Gleichung  (48),  ebenso  wie 
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0,  nur  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt.  \i\\oy  die  mau 
verfügen  kann,  indem  man  die  Energie  des  Systems  in  einem  be- 
liebigen Normalzustand  beliebig,  etwa  gleicli  Null,  festsetzt.  Inte- 
griert man  die  Gleicliung  von  (b^m  Normalzustand  (0)  aus  bis  zu 
dem  betrachteten  (1),  so  ergiebt  sich  daher 

(1) 

E^JcTA,  48') 

d.  die  Energie  ist  gleich  der  Arbeit,  die  erforderlich  ist,  um 
den  Zustand  des  Systemes  aus  dem  normalen  in  den  gegenwärtigen 
überzuführen,  oder,  was  hiermit  identisch  ist,  gleich  der  Arbeit, 
welche  bei  der  Üherffthrung  aus  dem  gegenwArttgen  in  den  Normal- 
xustand  aus  dem  System  gewonnen  werden  kann.  — 

Die  allgemeine  Bedingung  dafür,  daß  eine  Wechselwirkung  ein 
Potential  besitzt,  d.  h^  unter  Weglassung  der  Indiees  geschrieben 

Kdr^d0 

ist.  erbält  man  leicbt  auf  dem  S.  24  eingescblagenen  Wege.^')  Da  Ä.' 
nur  eine  Funktion  von  r  und  seinen  DitTerential.iuotienten  nacb  der 
Zeit  sein  darf,  so  gebeu  die  Formeln  (25)  und  (25  )  ohne  weiteres 

^Tr"  dt  dr''^  dt*  br"^ 


«fi.ffi      ^  l^^f        dd(f,         d*d<r  \ 

'^^  [dV'  "  dt  dl^'  ^  "') 

d   öjp  \ 
—  ^  *"  dt  8?^^  . .  .  ^  -  . .  . 
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Der  wicbtigste  Fall  ist  wiederum  der.  daß  (f  und  demgemäü 
A'  und  0  nur  von  r  aliein  abhängt;  bi^r  gilt  einfach 

0»9undjr-j*,  49) 

es  hat  somit  jede  nur  TOn  der  Entfernung  abhängige  Wechsel- 
wirkung ein  Potential. 

Die  lebendige  Kraft  W  eines  Punktsystems,  und  analog  sein 
inneres  Potential  0,  gestattet  eine  eigentümliche  Zerlegung*^  die 
eine  entsprechende  der  Energie  £  zur  Folge  hat  und  für  gewisse 
Anwendungen  wichtig  ist 

Sei  das  Massensystem  in  melir'  ro  Ghruppen  geteilt^  und  seien 
dieee  Gruppen  durch  die  oberen  Indices  n  unterschieden,  während 
die  unteren  sich  auf  die  Punkte  derselben  Gruppe  beziehen. 
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Die  lebendige  Kraft  der  Teile  einer  dieser  Gruppen 

^  =  i^rnKFI)*  -  J-rmüft«^«  +  (rö»  +  {«5)«) 

transformieren  wir  durch  Einführung  der  absoluten  Cteschwindigkeits» 
componenten  a",  ß%  des  Schwerpunktes  der  Gruppe  und  der  re- 
lativen uü,  Dai  xoi  der  Teilchen  //t^  gegen  jenen.    Setzt  man  dann 

(u;)» +(»-)« +(«>{)» 

so  bezeichnet  F"  die  resultierende  Schwerpunktsgeschwindigkeit  der 
Gnii)pt',  33"  die  relative  Gesanitgesch windigkeit  von  mJJ,  und  man 
erhält  nach  leichter  Rechnung,  da 

0«:S:mJu£,  O^^mltl  O^^mlwl 

oder  kurz 

50') 

d.  h.,  die  lebendige  Kraft  der  Gruppe  ist  zerlegt  in  die  lebendige 
Kraft  der  Schwerpuuktsbeweguii?  und  die  lebendige  Kraft  der  Be- 
wegtnict  relativ  zum  Schwerpunkt.  Genau  so  läßt  sich  die  lebendige 
Kral't  aller  Gruppen,  d.  h.  des  ganzen  Systems,  schreiben 

60") 

Das  Gesamtpotential  0  ist  nach  (47")  gleich  SS*  \  faßt  man 
unter  0«  alle  Wechselwirkungen  zusammen,  die  zwischen  Kassen  ver- 
schiedener  GrupiKU  stattfinden,  unter  0t  die  zwischen  Massen  der« 
selben  Gruppe,  so  kann  man  auch  zerlegen 

Hieraus  folgt  schließlich  die  Zerlegung  der  Energie 

Wir  folgen  hieran  eine  allgemeine  Bemerkung. 
Die  Gleichung  der  Energie 

ist  im  verstehenden  Ijewiesen  allein  tür  ein  System  von  Massen- 
punkten mit  Wecliselwirkuugen  spezieller  Art;  sie  wird  neuerdings 
aber  hyjiotlKtisch  auf  ^lassensysteme  ganz  heliehiger  Art  ausge- 
delint.-'')  Maß^clx-nd  ist  dabei  die  Anschauung,  daß  die  Energie 
der  sichtbaren  Bewegung,  auf  welche  unsere  Formel  zunächst  be- 
zogen ist,  nur  einen  Teil  der  (4csamtenergie  eines  Kör])ers  darstellt, 
daß  andere  in  anderen  Jb  ormen  existieren,  einer  z.  B.  durch  die 
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direkt  nicht  waliiuehmbareu  Bewegimgoii  seiner  kleinsten  Teilchen 
gegeben  ist,  und  daß  bei  ihrer  Berücksichtigung  sich  alle  in  der  iSatur 
vorkoranienden  Kräfte  als  konservativ  erweisen. 

Daß  iu  der  That  eine  solche  Vorstellung  das  (TÜltigkeitsbereich 
der  Energiegleichung  vergrößert  und  scheinbare  W  idersprüche  zum 
Verschwinden  zu  bringen  vermag,  zeigt  die  vorstelu-nde  Zerlegung. 
Denn  wenn  man  die  mit  dem  Index  (i)  versehen«'n  Anteile  an  leben- 
diger Kraft  umi  l'otential  auf  unsiclithare  I^ewegungen  bezieht,  so 
erhält  man  bei  alleiniger  Einführung  der  auf  die  sichtbaren  bezüg- 
lichen Anteile  (a)  einen  Widerspruch  mit  der  Energiegleichung,  den 
die  vervollständigte  Betrachtungsweise  hebt  Umgekehrt  giebt  in 
diesem  Fall  die  Formel 

den  Wert  der  Energiewandelaiig  an,  der  durch  nnsichtbaze  Yor- 
^kugfi  za  erklären  ist,  und  damit  zugleich  ein  Mittel,  um  seine 
Größe,  die  wegen  der  nicht  direkten  Wahmehmharkeit  der  die 
innere  Energie  enthaltenden  Vorgänge  einer  Berechnung  aus  dem 
Bewegungszustande  unzugänglich  ist,  quantitativ  zu  bestimmen,  wenn 
man  nur  zuvor  äußere  Merkmale  festgestellt  hat,  welche  einen  be- 
stimmten inneren  Zustand  eindeutig  charakterisieren. 

FUr  derartige  Anwendungen  der  Energiegleichung  werden  die 
späteren  Teile  mannigfaltige  Beispiele  liefern. 

§  7.  WaduelwIrkuigeB,  die  nur  Fnnktbnen  der  Entfernung  sind. 
IHe  Oesetie  von  Vbwtou  und  Coulomb. 

Die  Bewegung  eines  Punktsystenies  zu  bestimmen  ist  auch  iu 
dem  relativ  einfachen  Falle,  daß  äußere  Kräfte  nicht  wirken,  also 
die  Gleichungen  (43)  und  (45)  sechs  erste  Intcjzrale  liefern,  und 
daß  die  inneren  Kräfte  nur  Funktionen  der  Entfernungen  sind,  eine 
die  Kräfte  (l^r  Aiialysis  im  allgemeinen  übersteigende  Aufgabe. 

Um  so  briiit'rkeiiswerter  ist  ein  spezielles  Gesetz  der  inneren 
Kräfte,  welclies  die  Keduktion  des  gestellten  Problemes  auf  das  ein- 
fache und  auf  .Seite  31  Itereits  gelöste  der  Bewegung  eines  Massen- 
punktes iinter  der  Wirkung  eines  festen  Attraktionscentrums  ge- 
stattet. Es  ist  das  der  Fall,  wo  die  inneren  Kräfte  den  Produkten 
der  wechselwirkenden  Massen  in  ihre  Entfernung  j»ro])(»rtional  sind. 
Dabei  dürfen  aueli  äutJere  Kräfte  wirken,  die  konstant  und  den 
Massen  pro])ortional  sind. 

Hier  nehmen  die  Gleichungen  (41)  die  Form  an 
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51) 


dt* 


=  B 

m 

dabei  sind  A,  JBj  C  und  f  die,  Übrigens  willkürlichen,  Konstanten 
der  äußeren  und  inneren  Kräfte. 

Dieses  System  ist  nun  aber  unter  Rücksicht  auf  (42)  identisch  mit 


61-) 


oder,  da  nach  (43) 
ist,  auch  mit 


51'")  , 


Die  relative  Bewegung  jedes  Massenpunktes  7«^.  um  den  Scliwer- 
punkt,  dessen  Bewegung  durch  (51")  gegeben  ist,  Tollzieht  sich  also 
ebenso,  als  wenn  letzterer  ein  festes  Kraiteentrum  wlire,  welches  die 
Summe  aller  Massen  enthielte  und  nach  demselben  Gesetze  wirkte^ 
wie  die  einzelnen  Massenpunkte. 

Eine  ähnliche  ZurUckfÜhrung  und  darauf  gegründete  Losung 
des  ßewegungsproblemes  ist  bei  inneren  Kräften,  welche  beliebige 
Funktionen  der  Entfernungen  sind,  nur  möglich,  wenn  die  Anzaiil 
der  bewegten  Punkte  gleich  zwei  ist 

Hier  folgt  nämlich  aus  den  Gleichungen  (42),  fidls  die  beiden 
Punkte  durch  die  Indices  (1)  und  (2)  charakterisiert  werden, 


52) 


i' 


(/Wj  +  iw,)  (jTj  -  I)  =  wi,  (xj  -  a:,),  {m^  +  wi,)(x,  ~  f) «  wij      -  *i) 
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woraus  die  Werte  der  Eutfernungeii  und  r^  der  beiden  Massen 
von  dem  Schwerpunkte  sich  bestiinmeu  zu 

(ii4  +  m,)ri»in^r|,,   K  +  ff>,)r,  »     r„ .  620 

Setzt  man  noch  JTj,  m^m^R^  wo  B  eine  Funktion  von  r^, 
allein  ist,  so  kann  man  die  Bewegungsgleichungeu  (41)  schreiben 


oder  wie  oben 


52") 


worin  Ji\  und  /?,,  bezeichnen,  daß  in  der  Funktion  7f{r^^)  fllr  r^^ 
res]),  (kr  erste  oder  zweite  der  Ausdrücke  aus  Uleichung  (52)  ein- 
gesetzt ist. 

Die  rehitive  Bewegung?  jedes  der  beiden  Massenpunkte  um  den 
Scli\vei{)unkt  ist  also  dieselbe,  als  wäre  dieser  ein  ruliendes  Kraft- 
centrum,  dessen  Wirkung  dem  aus  Äj.,  durch  die  an<gelührte  Sub- 
stitution erJialtenen  und  nur  von  der  bezüglichen  EuU'ernung  Tj 
resp.  Tg  abhängigen  (lesetz  folgt.  — 

Von  allen  Wechselwirkungen  der  in  diesem  Al)sehnitt  i»e- 
trachteten  Art  beansprucht  das  weitaus  gn">ßte  Interesse  die  An- 
ziehung, welche  nach  Nkwton's  Hypothese^")  zwei  .Massen  unter  den 
Umständen,  wo  man  sie  als  materielle  Punkt«-  Ix  tnu  liten  kann,  auf- 
einander ausüben,  die  sogenannte  allgemeine  Gravitation.  Für 
sie  ist 


woraus  folgt 


^kk 


53) 


53') 


k  bezeichnet  eine  universelle  Konstante,  deren  Dimension  —  immer 
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unter  Zugrundelegung  der  Seite  17  getroifeQen  Verfugimgen  über 
Kraft  und  Masse  —  gegeben  ist  durch 
63")  [k]  =  m-^Pt-^-: 

ihr  numerischer  Wert  ist  durch  die  Beobachtung  zu  bestimmen. 

Die  Yorstehende  Form  des  Elcmentargesetzes  hat  —  wie  spä- 
ter zu  erweisen  sein  wird  —  zur  Folge,  daß  fUr  die  Anziehung, 
welche  Ton  kugelförmigen  Massen  mit  in  koncentrischen  Schichten 
homogener  Verteilung  auf  äußere  Punkte  ausgeübt  wird,  die  Gesamt- 
masse im  Mittelpunkt  vereinigt  gedacht  werden  kann.  Da  diese 
Voranssetzung  bei  den  Weltkörpem  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
nahezu  erfiillt  ist,  so  sind  dieselben  fttr  die  Berechnung  ihrer  fort- 
schreitenden Bewegungen  äußerst  nahe  als  materielle  Punkte  zu 
betrachten,  und  da  die  übrigen  Voraussetzungen,  auf  welchen  die 
Gleichungen  (43),  (45)  und  (48)  beruhen,  gleichfalls  bei  dem  Gesetz 
der  allgemeinen  Gravitation  zutreffen,  so  sind  deren  Besultate  so- 
gleich auf  die  kosmischen  Bewegungen  anwendbar. 

Li  dem  Falle,  daß  das  Massensystem  sich  auf  nur  zwei  Punkte 
Ton  sehr  verschiedener  Masse  reduziert,  wie  bei  der  Betrachtung 
der  Sonne  und  eines  Planeten,  oder  eines  Planeten  und  eines  Satel- 
liten, kann  der  Massenmittelpunkt  als  mit  dem  Punkt  von  größerer 
Masse  nahe  zusanmienfallend  betrachtet  werden;  der  Punkt  von 
kleinerer  Masse  bewegt  sich  relatir  zu  dem  ersteren  in  einem  Kegel- 
schnitt, dessen  einen  Brennpunkt  jener  einnimmt  Bei  dieser  Bewegung 
ist  nach  (31')  die  Flächengeschwindigkeit  konstant,  d.  h.  die  Radien- 
Tektorcn  bestreichen  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächen.  Laufen 
um  denselben  Punkt  Yon  sehr  großer  Masse  mehrere  von  sehr 
kleiner,  deren  Wechselwirkungen  yemachlässigt  werden  können,  in 
elliptischen  Bahnen,  so  yerhalten  sich  die  Quadrate  der  Umlaufe- 
zeiten  wie  die  Kuben  der  großen  Axen  der  Bahnellipsen;  —  ein  Satz, 
der  in  nahem  Zusammenhang  steht  mit  dem  aus  Gleichung  (32'") 
geschlossenen. 

Dies  sind  die  tou  Eeplbb*^  gegebenen  Gesetze  der  Planeten- 
bewegung. — 

Die  Konstante  h  des  NBWTOK*schen  Gesetzes  l&ßt  sich  infolge 
des  oben  citierten  Satzes  Uber  die  Attraktion  von  Kugeln  leicht 
durch  die  Beschleunigung  ^  der  Schwere  an  der  Erdoberflilche  aus- 
drücken. Bezeichnet  man  nämlich  die  Masse  der  Erde  durch  M, 
ihren  Badius  durch  so  folgt  aus  (53)  far  die  Beschleunigxmg 
eines  Massenpunktes  an  der  Erdoberfläche 

63"')  g  =  '^,  also*.^?. 
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Der  uumerische  Wert  von  k  ist  im  (cm,  g,  8ec)-Sy8tem|  da 
Jf-  6.03.10*',  H  =  6-37.10«,    =  981  ist 

A  =  6.68.10-».  - 

Da  die  Grayitation  eine  allgemeine  Eigenschaft  der  Materie 
ist^  80  kann  man  sie  zur  Definition  einer  Ton  der  bisher  benutzten 
abweichenden  Masseneinheit")  yenrenden.  Geht  man  auf  den  ersten 
Ansatz  (12)  zurück,  durch  welchen  der  Begriff  der  Kraft  eingeftOirt 
ist,  nftmlidi  die  Beziehung 

und  wendet  ilin  aut  einen  Massenpiiiikt  m  an,  der  sich  unter  der 
Wirkung  der  Gravitation  eines  im  Koordiuatenanfang  festgehaltenen 
Masseupunktes  M  nach  diesem  hin  bewegt,  so  giebt  obige  Formel 

It  mit  n 

hieraus  folgt 

Macht  mau  hierin  /'  =  h,  was  zulässig  ist,  da  weder  über  die  Kraft-y 
noch  die  Masseneiuheit  bereits  verfügt  ist,  so  folgt 

d.  h.,  es  ist  diejenige  Masse  als  Masseneinheit  definiert,  welche  in 
der  Entfernung  Eins  die  Beschleunigung  Eins  bewirkt  Die  Masse 
hört  damit  auf,  eine  Fundamentalgröße  zu  sein,  sie  wird  zu  einer 
abgeleiteten;  demgem&ß  ist  ihre  Dimension  jetzt  auch 

r.)/i  =  i^t-"-. 

Da  durch  di«*  Verfügung  /'=  k  nur  über  die  Massenoinheit  ver- 
fügt ist.  so  hehalten  wir  immer  noeh  Freiheit,  die  Krafteinlieit 
beliebig  zu  bestimmen,  und  sowohl  das  NEWTnN"sche  Gesetz,  als  der 
obige  Ansatz  für  A  legen  es  nahe,  /'  =  A  =  1  zu  machen.  Dann  ist 
K=mB  und  also  die  neue  Knitteiidieit  durch  die  neue  Massen- 
einheit  ebenso  detiniert,  wie  in  unserem  früheren  System  durch  das 
Gramm.  Die  Dimension  von  K  ist  uatUrlicb  ganz  verändert;  es 
gilt  jetzt 

Die  Masse  der  Erde  bestimmt  sich  in  diesem  Maßsystem 
laut  (53"  )  gemäß 

ist  also  gleich  dem  Produkt  aus  der  Beschleunigung  der  Schwere . 
an  der  Erdoberfläche  in  das  Quadrat  ihres  Badius.  — 
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Das  NEWTON'sche  Gesetz  (53)  hat  nicht  mir  in  der  Mechanik 
Bedeutun/?,  sondern  es  sttdlt  nach  den  üntersucbnnfjen  von  Cou- 
lomb''") auch  die  Elenientarwirkuug  der  -statischen  Elektricität  und 
des  Magnetismus  dar:  mit  dem  Unterschied  freihch,  daß  liierbei  die 
Faktoren  und  ni^  nicht  die  jiniuh  raheln  Massen  der  aufeinander 
wirkenden  und  als  Massenpunkte  betrachteten  Körper  bezeichnen, 
sondern  von  üireni  niagnetisclien  oder  elektrischen  Zustand  abbän- 
gige  Funktionen,  wie  man  kurz  sagt,  die  Größen  ihrer  elektrischen 
oder  niagnetischen  Ladungen.  Von  diesen  Ladungen  giebt  es  laut 
der  Beobachtung  zwei  Modifikationen,  so  nämlich,  daß  gleichartig 
geladene  Körper  einander  abstoßen,  ungleichartig  geladene  einander 
anziehen. 

Man  drückt  diese  Eigenschaften  in  der  Formulierung  des  Kraft- 
gesetzes aus,  indem  man  den  Ladungen  Vorzeichen  beilegt  und 
sie  demgemäß  auch  positiv  oder  negativ  nennt,  für  die  Kraft  Kkk 
und  ilir  Potential  (^j^  aber  den  Ansatz  macht 

54)  i:«--^,  **»-+*-^, 

worin  e^^  und  e-^  die  (Größen  der  Ladungen  bezeichnen,  A'  aber  eine 
positive  Konstante,  über  die  man  so  lange  willkürlich  verlugen  kann, 
als  über  (hv  Einheit  der  Größen  e  nichts  bestimmt  ist.  und  durch 
deren  Bestimmung  man  umgekehrt  über  die  Einheit  der  Ladung 
verfügt. 

Uber  die  Anwendung  dieses  Gesetzes  wird  im  IV.  Teil  ausführ- 
lich gehandelt  werden. 

^  8.    Konservative  Wechselwirkungen  allgemeiner  Art; 
das  W.  Weber'sche  Grundgesetz. 

Die  allgemeine  Form,  in  welcher  konservative  Wechselwirkungen 
und  ihre  Potentiale  sich  darstellen,  ist  in  den  Gleichungen  (49)  und 
(49')  gegeben.  Falls  die  Funktion  nur  r  und  drjdt^r'  enthftlt, 
nehmen  dieselben  die  spezielle  Gestalt  an 

welche  zeigte  daß  die  näcliste  Verallgemeinerung,  welche  über  eine 
Funktion  von  r  allein  hinausgeht,  für  die  wirkende  Kraft  eine  Ab- 
liängigkeit  sowohl  von  r,  als  von  r"  liefert;  ausgenommen  ist  nur 
der  Fall  linearer  Abhängigkeit  von  r ,  welcher  Kraft  und  Potential 
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von  r'  unabhängig  werden  l&ßt,  also  fiEÜctisch  eine  Erweiterung  nicht 

bezeichnet 

Für  nur  zwei  Massenpunkte  und  die  Einwirkung  äußerer  mit 
den  bezüglichen  Massen  proportionaler,  im  übrigen  aber  konstanter 
Kräfte  läßt  sich  auch  hier  das  Bewegungsproblem  auf  das  der  Ein- 
wirkung eines  festen  Kraftcentnuns  auf  einen  Massenpunkt  und  auf 
Quadraturen  aurtickfühn  n.  Denn  wegen  der  Beziehungen  (52)  und 
(52')  erhält  man  auch  hier  die  Gleichungen  (52"')^  nur  daß  Ji^  und 
^,  jetzt  außer  den  lespektiven  Entfernungen  und  der  Massen- 
pnnkte  Tom  Schwerpunkt  auch  deren  erste  und  zweite  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  enthalten. 

Betraclitt >t  man  nur  den  einen  Punkt  Wj  und  legt  die  ATT- Ebene 
der  Elitme  der  relativen  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  parallel, 
80  erhält  man  die  beiden  Integrale  durcli  die  Gleichung  der  leben« 
digen  Kraft  und  den  Flächensatz  in  der  Form 

i33i*  +  gi=(£,    9ii  =  (£'  55) 

geliefert,  worin  8^,  die  relative  Linear-,  die  relative  Flächen- 
geschwindigkeit und  das  relative  Potential  fUr  die  Kasse  Eins, 
wie  es  die  Substitution  (52^  liefert,  bezeichnet,  und  aber  die 
Integrationskonstanten  sind.  Drückt  man  die  relative  Bewegung 
durch  die  Polarkoordinaten  und  ^|  aus,  so  kann  man  aus  den 
beiden  Gleichungen  (55')  d  tp^  eliminiren  und  erhält  dadurch,  da  ^  nur 

und  r{  enthält,  eine  Gleichung  zwischen  diesen  beiden  Großen 
und  damit  zwischen     und  t;  drttckt  man  endlich  dt  ia  durch 

und  <fr,  aus,  so  erh&lt  man  eine  Gleichimg  zwischen  r^,  dr^  und 
d(f^y  die  Differentialgleichung  der  Bahn.  — 

Unter  den  Wechselwirkungen  der  behandelten  Art  erregt  be- 
sonderes Interesse  diejenige,  welche  dem  Ausdruck 

entspricht,  in  dem  a  und  c  Eonstanten  bezeichnen. 
Aus  ihm  folgt 

+  66-) 

der  Wert  von  K  läßt  hervortreten,  daß  c  diejenige  relative  Ge- 
schwindigkeit ist,  welche  zwei  ohne  relative  Beschleunigung  bewegte 
Massenpunkte  besitzen  mttssen,  um  nach  dem  obigen  Gesetz  keine 
Wirkung  aufeinander  zu  üben. 

ToiOT,  TlMontiMlM  FhjtSk.  4 
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 — -  ■  '   tr^-^^^—^—^^~^m^^^— 

Setzt  mau  in  (56  ) 

a  =  k'  e^  , 

80  erhält  man  die  Erweiterung,  welche  W.  Weber'')  dem  Coulomk'- 
schen  Gesetz  gegeben  hat,  um  die  Erscheinungen  der  Elektrostatik, 
Elektrodynamik  und  Induktion  durch  eine  einzige  Formel  zu  um- 
fassen; dieselbe  lautet 

66")     K~-'^[l-g  +  '^],  *=+*Aii(l-^). 

Für  ihre  Anwendung  hat  man  mh.  die  Yoistellung  zu  bilden, 
daß  ein  elektrischer  Strom  in  einem  linearen  Leiter  «  dadurch  zu- 
stande kommt,  daß  in  demselben  gleichzeitig  gleiche  Mengen  posi- 
tiver und  negativer  Elektricität  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  nach 
entgegeugesetzten  Richtungen  strömen.  Befinden  sich  auf  der  Längen- 
einheit des  Leiters  die  positive  und  die  negative  Elektricitätsmenge  e, 
und  besitzen  sie  die  Geschwindigkeiten  ±  U,  so  nennt  man  2iU  ^  J 
die  elektrische  Stromstärke  in  dem  speziellen  Maße,  in  dem  e  ge- 
messen ist.  Wir  legen  der  Stromstärke  die  Richtung  bei,  in  welcher 
sich  die  positive  Elektricität  bewegt 

Ein  solcher  äußerlich  ruhender  Strom  von  konstanter  Stärke 
übt  auf  ruhende  elektrische  Teilchen  keine  Einwirkung,  weil  für 
die  in  ihm  strömende  positive  und  negative  Elektricität  (r')^  und  r" 
die  gleichen  sind;  dagegen  zeigt  er  spezitische  Wirkungen  auf  andere 
ruhende  Stnunläufe  und,  äußerlich  hewc^t  oder  in  seiner  Strom- 
stärke verändert,  auch  auf  statische  Elektricität. 

T  ill  diese  Kräfte  abzuleiten,  dient  die  Hypothese,  daß  die 
Summe  der  ^^'irkuni,'en,  welclie  die  positive  und  die  iiefz:ative  Elektri- 
cität in  eiuein  Teil  des  Leiters  erlälu't.  die  Kraft  erj^ieht,  welche 
auf  die  ponderable  Materie  «lieses  'iViles  ausgeübt  wird:  daß  da- 
gegen die  Differenz  der  nach  der  Richtung  des  Leiters  genoninienen 
Komponenten  dieser  \\  irkungen  die  sogenannte  elektromotorisclie 
Kraft  darstellt,  welche  sich  in  einer  Bcsclileuuigung  der  Elektricitäts- 
beweguug  und  damit  einer  Veränderung  der  Stromstärke  äußert. 

Denke  man  sich  nun  die  Elemente  ds^  und  ds^  zwt'ier  linearer 
Leiter  und  s^,  die  seihst  mit  den  beliebigen  (lescliwindigkeiten 
Fj  und  in  den  beliebigen  Richtungen  /j  und  bewegt  werden, 
und  iniierbalb  deren  die  elektrischen  Teilchen  +  und  4i  mit 
den  veränderlichen  Geschwindigkeiten  ±.U^  und  ±,l\  Hießen,  dann 
ist  allgemein 
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lii«'rin  ist  für  ein  Teilcheu  ±     resp.     =»  ±  i/^,  duj^j  d  t  =^  ±  dU^jÖt 

zu  setzen. 

Bezeichnet  man  die  Elenientarwirkuntr,  welche  ein  Teilchen 
±  von  einem  anderen  ±  ertährt,  durch  A'+^^^j.«,  und  die 
Summe  über  alle  Teilchen  in  d resp.  ds^  durch  resp.  dann 
wird  nach  der  oben  gegebenen  Definition  die  ])onderomotorische  Wir- 
kuug  P\2  von  d  auf  d in  der  Kichtung  der  Verbindungslinie  r 
liegen  und  gegeben  sein  durch 

Fi3  =  ^i-2;(i:+ ...  +  A%. .  ^+ JT-..,  +  ...  _  „),  58) 
die  elektromotorische       hingegen  ia  ds^  fallen  und  laaten 

-  -2i-2;(i:+ + ^,  -  ^-jt.  ^, + ^-x  _  ^,  ^  oco8(z;#,)58') 

Diese  Ausdrücke  berechnen  sich  sehr  leicht  unter  Bficksioht 
auf  (57)  und  {bT)  und  ergeben,  wenn  man  noch  die  Stromstärken 
/i  und  einführt  und  eoB(K,s^)^  ^dr/ds^  setzt,  die  beiden 
Grundformeln 

 r«:;*"    y  d.,d7;^d7, 8 ) ' 

B»  ,  Sk•'f^ds^  [./.  /  fl'r  .  fl  r  d  r\  8  r  1  dJ^  Br  B  r\  -q,. 
^12  -  +  -"e*—  W  yds,dt  ~^ds,  TJ)  B  ...  +  2r  Tt  dJ,  Bs,]  '  ' 

WO  die  Differentialquotieuten  von  r  nach  t  sich  allein  auf  die  Wirkung 
der  Translation  von  ds^  und  ds^  beziehen. 

Diese  Gleichungen  geben  die  Elementargesetze  der  Elektro- 
dynamik und  Induktion  hnearer  Leiter,  das  erstere  mit  dem  von 
Amp^re^^  herrührenden  identiscli,  das  U>tztere  mit  dem  von  F.  Neu- 
MAKN*^  angegebenen  wesentlich  gleichwertig. 

Das  W.  Weber'scIic  Potential  </>'i2  der  Wechselwirkung  zwischen 
den  elektrischen  Teilchen  der  Elemente  ds^  und  ds.,  erhält  man  aus 
der  zweiten  Formel  (56")  unter  Rücksicht  auf  (57)  folgendermaßen 

gt'hiiren  ds^  und  f/.v,  zwei  geschlossenen  lineiiren  Stromlüufen  und 
«2  mit  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  konstanten  Stärken  und  an, 
80  folgt  hieraus  das  Gesamtpoteutial        iluer  \\  echselwirkung 
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60)  <^>„  =  -li^Jp/i.|r|r. 

woraus  durch  teilweise  Integration  nach     oder  resultiert 

Nun  ist  aber  leicht  ersichtlicher  Weise  d*r*/ ö  ö  =  —  2  cos  [s^ ,  ),  also 

wui'iu  /7j2  eine  neue  Bezt'iclmutig  ist. 

ist  das  Kntfit'geiifjest'tzt«'  von  dem  durch  F.  NErMAXx'*) 
angegebenen  elektrodynamischen  Potential  zwisclien  und  s.,,  dessen 
Variation  die  Arbeit  aller  Wechselwirkungen  /'jo  angieht;  77ij  ist  also 
dieses  Potential  seihst  für  die  Stromstärken  /j  =^  =  1.  Es  kann 
dazu  <lienen.  um  di<-  aus  dem  Ausdruck  (50')  für  /;"",_.  durch  Sumniatiou 
über  *j  lind  fdlgt  ud«'  (  k  ktntmotorische  Gesamtkraft  BiO'  ii'  -'i 
durch  die  Bewegung  von  .<fj  und  .v^.  wie  durch  die  Änderung  von 
induziert  wird,  in  einlacher  Weise  auszudrücken. 
Berücksichtigt  mau  nämlich,  dab  identisch 

1  dr 

r  bt  _  1    ö"r        1  hr  br  . 

ist,  so  erliiUt  man  durch  geeignete  teilweise  Integration  des  ersten 
Gliedes  der  Formel  (59  )  nach  leicht 

61)  £•„ — ff.h,  d..,  (r     -  i  ?^  )  - 1 i":  i . 

Vergleicht  man  hierin  das  erste  Glied  mit  Formel  (59)  und  benutzt, 
daß  Fti dr  die  Arbeit  der  ^^\ch8el Wirkung  F12  ist,  und  vergleicht 
man  das  zweite  Glied  mit  der  Formel  (60'),  so  erhält  man 

Die  Ableitung  dieser  wichtigen,  ebenfalls  yon  F.  Nbümaivk*') 
herrührenden  und  Tielfach  gepräften  Formel  setzt  aber  voraus,  daß 
dr/dt  längs  sich  stetig  ändert,  also  der  induzierende  Stromlauf 
keine  sogenannten  Gleit  stellen  enthält  Doch  läßt  sie  sich  durch 
eine  spezielle  Untersuchung  der  in  diesen  stattfindenden  Vorgänge  auch 
allgemein  beweisen. 

Das  W.  WEBEBSche  Grundgesetz  fährt  also,  auf  lineäre  Strom- 
läufe  angewandt,  zu  Resultaten,  welche  mit  der  Beobachtung  im  Einklang 
sind.  Bei  der  Übertragung  auf  räumliche  Strömungen  bieten  sich  in- 
dessen Schwierigkeiten,  die  bisher  noch  nicht  befriedigend  gehoben  sind. 
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§  9.   Der  Sats  tohl  Virial;  kinetische  Theorie  der  Gm  und 

Löiungen. 

Multipliziert  man  die  Gleicbnngen  (40)  resp.  mit  z^^  und 

addiert  de,  so  kann  man  das  Besultat  schreiben^ 


m 


h 


112) 


2  + 

wobei 

»•»  =      +  y*'  +  V 

den  Abstand  des  Massenpunktes  m^^  yom  Eoordinatenanfangspunkt 
bezeichnet.  Die  Funktion  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
heißt  das  Virial  der  auf  fn,^  wirkenden  Kräfte. 

Ist  nur  ein  Massenpunkt  vorhanden  und  dieser  in  oscillato- 
rischer  Bewegung,  so  dab  über  eine  angemessene  Zeit  genommen 
der  Mittelwert  von  d*{r^jdfi  yersch windet,  so  wird 

("»  t1=  -  i^^^-*'  +  ^  ^  +  ^'^^^  Ö2') 

wo  der  Index  ft  anzeigt,  daß  Ton  den  Klammerausdrttcken  der 
mittlere  Wert  genommen  werden  soll. 

Sind  hingegen  sehr  viele  Massenpunkte  Torlianden  und  in 
solcher  Bewegung,  daß  in  der  aus  (62)  durch  Summation  über  alle 
Massenpunkte  erhaltenen  Formel  der  Ausdruck  ^mj^r/^*  sich  mit 
der  Zeit  entweder  gar  nicht  oder  nur  gleichförmig  ändert,  so  er- 
hält man  nach  leichter  Umformung  der  letzten  Summe: 

worin  JS*  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  auf  Seite  40. 

In  beiden  F&llen  ist  also  die  mittlere  lebendige  Kraft 
gleich  dem  mittleren  Virial. 

Die  letzte  Formel  Iftfit  sich  bei  Einführung  der  ganzen  leben- 
digen Kraft  V',  der  resultierenden  Kräfte  Kj^  resp.  K^u  nnd  der 
relativen  Entfemuug  r^je  zwischen       und  jn^  schreiben 

-  i^Ä,ncos{Ä^,  r*)  +  1 JS"' A,,rfc,.  63') 

iT^t  ist,  wie  früher,  positiv  im  Falle  der  Anziehung,  negativ  im 
Falle  der  AbstoßuDg  gerechnet.  Für  ein  System,  welches  nur 
äußeren  oder  nur  inneren  Kräften  ausgesetzt  ist,  reduziert  sich 
die  rechte  Seite  auf  das  erste  resp.  zweite  Glied. 
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Man  benutzt  diese  Formel,  um  sicli  von  dem  Verhalten  der 
Gase  Reclienschaft  zu  geben,  welcbe,  obwohl  ihre  kleinsten  Teile 
in  anderen  Aggregatzuständen  gegenseitige  Anziehungen  zeigen,  eine 
Expansivkraft  besitzen,  die  aui'  {gegenseitige  Abstoliuug  zu  deuten 
scheint. 

Dazu  stellt  man  sich  nach  dem  Vorgang  von  D.  Bernoulli^') 
vor.  d:iß  die  Atome,  welche  gemäß  den  Sätzen  der  Chemie  sich  im 
allgemeiuen  in  dem  Verl)ande  von  Molekülen  oder  Moleki'ilgnipi)en 
betinden,  eine  Bewegung  besitzen,  deren  (icschwindigkeit  mit  ge- 
steigerter Temperatur  wächst,  und  daß  hei  dieser  Bewegung  ein  oft- 
maliges Zusammenstoßen  und  Zuriickpralleu  der  >r<«lekiile  statt- 
findet, welches  mit  steigender  Temperatur  iliren  Zusamineuhang  immer 
mehr  lockert.  Im  festen  Zustande  sollen  die  Moleküle  wesentlich 
um  unveränderliche  Kuhelagen  o-^cilliereii.  im  tliissigen  durch  <len 
ganzen  erfüllten  Raum  fortschreiten,  dabei  aber  dauernd  gegen- 
seitigen Attraktionen  ausgesetzt  sein,  während  im  gasförmigen  der 
Abstand  der  Teilchen  so  groß  gedacht  wird,  daß  dieselben  nur  selten 
merklich  aufeinander  einwirken,  im  allgemeinen  vielmehr  mit  kon- 
stanter {-Jeschwindigkeit  geradlinig  tVirt^chreiten.  Als  ein  ideales 
l)ezeichnet  man  ein  (las  dann,  wenn  seine  \  erdünnung  so  groß  ist, 
daß  von  allen  ^\  ecliselwirkungeu  zwischeu  seinen  Molekülen  ab» 
gesehen  werden  kann. 

Ein  homogener  fester,  flüssiger  oder  gasförmiger  Körper,  der 
sich  in  äußerer  Ruhe  oder  in  einer  hinreichend  langsamen  äußeren 
Bewegung  befindet,  erfüllt  demnach  die  Bedingungen,  unter  welchen 
die  F(»rmel  (03)  anwendbar  ist 

Betrachten  wir  ein  TOn  festen  Wänden  umgebenes  Gasquantum, 
dessen  Moleküle  als  starre  Punkte  angesehen  werden  können,  also 
je  nur  aus  einem  Atome  bestehen,  in  dem  oben  definierten  idealen 
Zustande,  und  sehen  wir  von  der  Wirkung  der  Schwere  ab,  so  ist 
die  einzige  Wirkung,  welche  dasselbe  eiffthrt,  die  Beaktion  der 
festen  Wand  gegen  die  anpraUenden  Moleküle,  die,  weil  sie  auf 
molekularen  Kräften  beruht,  notwendig  normal  zu  der  festen  Wand 
gerichtet  ist  Dieselbe  erstreckt  sich,  was  qAter  näher  begründet 
werden  wird,  im  Mittel  gleichmäßig  über  die  ganze  Fläche  der 
Wand  und  kann  demgemäß  für  jedes  Flächenelement  do  mit  dessen 
Größe  proportional,  nämlich  ^pdo,  gesetzt  werden,  p  heißt  dann 
der  Druck,  unter  welchem  das  Gas  steht,  oder  welchen  dasselbe 
gegen  die  Wand  ausübt;  seine  Dimension  ist 

63")  [p]^mi-'t-2. 


kju^  jd  by  Google 


§9. 


k  du  Qaainuihu. 


56 


Wir  eriudten  demgemftS 


64) 


wo  n  die  Bichtung  der  äußeren  Normale  auf  do  bezeichnet.  Das 
Integral  bestimmt  aber  das  dreifache  des  von  dem  Gase  erfüllten  Vo- 
lumens i?,  und  die  Formel  (63')  ergiebt  sonach,  wenn  die  Wechsel- 
wirkungen zwischen  den  einzelnen  Teilchen  zu  Yernacblässigeu  sind: 


Dieses  Resultat  l&ßt  sich  auf  den  Fall  fibertztgen,  daß  zwar 
noch  Ton  den  Wechselwirkungen  zwischen  Tersohiedenen  Moieklllen 
abgesehen  wird,  jedes  Molekttl  fi  aber  mehrere  Atome  enth&lt, 
welche  Er&fte  aufeinander  austtben. 

Ein  solches  Molekor  bewegt  sich  nach  den  gemachten  Grund- 
annahmen  und  nach  den  Formeln  (48)  mit  Ausnahme  der  sehr 
kurzen  Zeiträume,  wo  es  sich  in  der  Wirkungssphäre  der  Wand 
befindet,  so,  daß  sein  Schwerpunkt  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
in  gerader  Linie  fortschreitet. 

Beziehen  wir  also  das  Molekfil  auf  ein  in  seinem  Schwerpunkt 
festes,  parallel  mit  sich  fortschreitendes  Koordinatensystem,  so 
ändern  sich  die  Bewegungsg^eichungen  dadurch  nicht  und  geben 
deshalb  auch  die  Grundgleichung  (62)  in  ungeänderter  Form  wieder; 
nur  tritt  an  Stelle  der  gesamten  lebendigen  Kraft  W  der  Atome 
jetzt  die  ihrer  Bewegung  relativ  zum  Schwerpunkt  des  Moleküls  iPf. 
Da  nun  bei  der  großen  Anzahl  von  Molekülen,  innerhalb  deren  die 
Atome  sich  voraussichtlich  periodisch  bewegen,  alle  überhaupt  mög- 
lichen Bewegungszustände  stets  gleichzeitig  und  gleichmäßig  verteilt 
Vorhandensein  werden,  so  wird  auch  für  diese  relative  Bewegung  die 
über  alle  Atome  und  Moleküle  erstreckte  Summe  r^-,  in  der  r^^ 
jederzeit  die  Entfernung  von  dem  zugehörigen  Molekülschwezpunkt 
bezeichnet,  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändern,  also  aus  der  Gleichung 
für  die  relative  lebendige  Kraft  ebenso  herausfallen,  wie  oben  aus 
der  für  die  absolute  aufgestellten. 

Diese  Überlegung  führt  zu  dem  Besultat,  daß  jedenfalls  für  die 
Perioden,  innerhalb  deren  die  Moleküle  keine  äußeren  Kräfte  er- 
fahren, die  Beziehung 


gültig  ist,  unter  Wt  die  innere  oder  relative  lebendige  Kraft  aller 
Moleküle,  und  entsprechend,  unter  den  Kt^^  die  zwischen  den  Atomen 
desselben  MolekUles  stattfindenden  Wechselwirkungen  verstanden. 


64') 


Ü5) 
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Zweifelhaft  bleibt  suiiacli,  da  wir  Zusainmeustüße  der  Moleküle 
miteinander  noch  ausschließen,  nur  die  Anwendung  dieser  Formel  auf 
die  Zeiten,  wo  sich  die  Moleküle  der  Wirkung  der  Wand  ausgesetzt 
finden.  Indessen  ist  es  nicht  wahrscheinlich,  daß  durch  letztere  die 
innere  lebendige  Kraft  beeinflußt  wird;  denn  die  Anzahl  der  Stöße 
gegen  die  Wände  hängt  bei  sonst  ungeänderteu  Umstünden  wesent- 
lich von  der  absoluten  (Tröße  des  gaserfüllten  Gefäßes  ab,  und  es 
si>rechen  keine  Anzeichen  dafür,  daß  diese  auf  die  innere  lebendige 
Kraft  der  Moleküle  inMuiert.  Wir  werden  daher  die  Formel  (65) 
alä  unter  den  gemachten  Annahmen  allgemein  gültig  betrachten. 

Setzt  man  nun  in  die  (ileiehung  (P>3 )  die  in  (50")  gegebene 
Beziehung  W  =  ^„  Wi  ein  und  berücksichtigt,  daß  in  dem  vor- 
ausgesetzten Falle  das  erste  Glied  rechts  mit  ^pv,  das  zweite  mit 
i {Ji^hkrkk)»  uud  nach  (65)  mit  W^  ideutisch  ist,  so  erhält  man 

65-  )  = 

d.  h.  die  Formel  (64')  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  daß  an  Stelle 
der  gesamten  lebendigen  Kraft  der  Molekularbewegung  die,  bei  ein- 
atomigen Molekttlen'damit  identische  der  Schwerpunktsbewegung  steht 
Bei  ungeänderter  lebendiger  Kraft  W^,  —  d.  h.  nach  dem 
Yorausgeschickten,  bei  ungeftnderter  Temperatur  —  ist  sonach  für 
das  gegebene  Gasquantum  das  Produkt  aus  Druck  und  Volumen 
konstant,  in  Übereinstimmung  mit  dem  bekannten  Gresetz  von  Boyle 
und  Mabiottb'^  Bei  wechselndem  W&rmezustand  eines  idealen 
Gases  dient  aber«  wie  in  dem,  die  W&rmeerscheinungen  behandelnden 
Teil  auseinandergesetzt  werden  wird,  der  einem  jeden  Zustand  ent- 
sprechende Wert  des  Produktes  vp  zur  Definition  der  sogenannten 
absoluten  Temperatur  T,  indem  man  nach  Gay  Lussac**)  setzt 

66)  pv  =  Mjrr. 

und  unter  Jf  die  Masse  des  (lases  und  unter  B  eine  seiner  Qualität 
individuelle  Konstante  versteht.  Daraus  folgt,  daß  nach  der  kine- 
ti-;chen  Vorstellung  die  lebendige  Kraft  der  Molekularbewegung 
iiiiierhalb  der  Masseneiuheit  ein  Maß  der  absoluten  Temperatur  ist; 
denn  es  gilt  in  der  That 

66-  )  TT-i^"^- 

Die  erhaltene  Grundformel  (65')  woll«  ii  wir  nach  zwei  Richtungen 
hin  umformen.  Ersten«?  wollen  wir  die  lebendige  Kraft      durch  den 
arithmetischen  ^littelw  ert  der  (Quadrate  aller  Schwerpunktsgeschwin- 
digkeiteu  ausdrücken,  der  nach  dem  Seite  52  Bemerkten  mit 
zu  bezeichnen  ist;  es  ist  dann 
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und  die  Gleichung  (65  )  wird  dadurch  zu 

\M{l'\^pv.  67') 

Zweitens  wollen  wir  das  Verhältnis  der  Masse  M  des  Gases  zu  dem 
Ton  ihm  anscheinend  gleichförmig  erfüllten  Volnmen  v 

setzen  und  als  die  Dichte  des  Oases  ))ezeichuen;  es  gilt  dann  für  (i 

[o]  =  m  eso 

und  die  Gleichung  (67')  nimmt  die  Gestalt  an 

Sie  gestattet  ]'{f  '%t  —  nicht  zu  Terwecbseln  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  aller  Geschwindigkeiten  ,  —  für  wirkliche  Gase, 
die  dem  Gesetz  (GG)  sehr  nahe  folgen,  zu  bestimmen  und  dadurch 
eme  Vorstellung  ttber  die  Schnelligkeit  ihrer  Molekularbewegung 
zu  gewinnen.  Für  Lnft  erhält  man  bei  einer  Temperatur  tou  0'^  C. 
ca.  480  m,  für  Wasserstoff  ca.  1840  m.  — 

Bildet  man  unter  Berücksichtigung  der  Resultate  der  Chemie 
bezüglich  der  Molekulargewichte,  genauer  der  Molekularniassen,  /u,,. 
die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Moleküles  für  verschiedene 
Gase  bei  gleicher  Temperatur,  so  findet  man  sie  merklich  gleich; 
es  ist  also 

/Wh(M«  ^fikiJW  iür  Y;  =  'J\.  70) 
L>a>  gleiche  Kesultut  läßt  sich  theoretisch  dadnrcli  ueu iiiiH  ii ,  daß 
man  ein  (leinisch  iler  beiden  (rase  als  im  Teniperatiirglcichirr- 
wichr  hctiiidlich  l>etrachtet  und  die  Hedinguiiir  dat'iir  aufquellt,  daß 
die  W  echsehvirkungcu  zwischen  den  beiderseitigen  Molekülen  den 
mittleren  Zustand  einer  jeden  Moleküigattuüg  nicht  äuderu**^). 
Ferner  ergiebt  die  Formel  (69) 

9k         =  9k  ( / für      =  70) 
und  durch  die  Verhindung  heider  Resultate  folgt 

=  ^  für      ^p,  und  Th  =  7»;  71) 

die  Dichten  sind  aUo  liei  gleiclieni  Pruck  nnd  izlcicher  Temperatur 
den  M<)lekularniassen  unijiortional   »H-setz  von  It.vv  Lrs>AC*^). 

Nun  ist  aller  {)  fj  —  a  die  Anzahl  der  Moleküle  in  der  Vi>- 
lumeneiuheit,   daher  läüt  sich  die  letzte  i^ormel  auch  schieibeu 
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71')  an  ~  a*  für  T,.  =  7^  und  pK=pt 

und  dahin  formulieren,  daß  gleiche  Yolainuia  verschiedener  Gase 
bei  gleicliem  Druck  und  gleicher  Temperatur  die  gleiche  Anzahl 
von  Molekülen  enthalten  ((besetz  von  Avogadbo**).  — 

Befinden  sich  in  demselben  Raum  gleichzeitig  mehrere  Gase  und 
genügen  sie  der  Grundanuahme,  daß  von  den  Kräften  zwischen  ihren 
Molekülen  abgesehen  werden  kann,  so  giebt  Formel  (65  )  unmittelbar 

72)  :S{W.\^ipv, 

wo  sich  auf  die  Teile  einer  Gasart  k  bezieht    "Wlre  diese 

Gasart  in  dem  Volumen  v  für  sich  allein  vorhanden,  so  würde  sie 
unter  einem  Drucke  p^^  stehen,  gegeben  durch 

hieraus  folgte  daß  bei  gleichzeitiger  Anwesenheit  mehrerer  Gasarten 
in  demselben  Baume,  so  lange  die  gemachte  Voraussetzung  erfüllt  ist» 

720  P-=^P,, 

d.  h.  (K  r  aktuelle  Druck  p  glcicli  der  Summe  der  Partialdrucke  p.^ 
ist,  welchen  jedes  Gas  für  sich  bei  gkiclier  Temperatur  in  dem  glei- 
chen Volumen  ausüben  würde  (Gesetz  von  Dalton*^).  — • 

Bedenklicher  als  die  Berechnung  des  Einflusses,  welchen  die 
inneren  Bewegungen  und  Kräfte  des  einzelnen  Moleküles  in  der 
Virialgleichung  (63)  ausüben,  ist  die  Beurteilung  der  Wirkung  von 
Kräften  zwischen  den  Atomen  verschiedener  Moleküle,  die  um  so 
bedeutender  werden  muß,  je  dichter  das  Gas  ist  Hier  ist  mau  nur 
auf  ungefähre  Schätzungen  angewiesen. 

Lägen  die  sämtlichen  Moleküle  in  gleichf<)nniger  Verteilung» 
durch  das  Volumen  v  fest  und  in  so  dichter  Lagerung,  daß  die 
S])häre  merklicher  Wirkung  eines  jeden  von  ihnen  eine  sehr  große 
Anzahl  der  anderen  umschlösse,  so  würde  die  Wirkung  ihrer  At- 
traktion auf  innere  Punkte  sich  zerstören,  dagegen  auf  die  Ober- 
Üächenelemente  do  eine  normale  Resultierende  p'do  geben,  die  sich 
zu  dem  Dnn  k  pdo  der  Wände  addieren  müßte.  Da  diese  Resul- 
tierende unter  den  gemachten  Voraussetzun^n  an  jeder  Stelle  der 
Oberriäche  von  einer  Anzahl  Teilchen  herrühren  würde,  die  der  Dichte 
Q  des  Gases  direkt,  oder  ilem  Volumen,  welches  die  ganze  Masse 
erfüllt,  indirekt  proportional  wäre  und  auch  auf  eine  analoge  Anzahl 
\vii1cte,  so  wird  es  wahrscheinlich,  daß  in  diesem  Falle  p'  mit  v*  in- 
diivkt  proportional  etwa  gleich  a/v*  ist 

Wären  die  Moleküle  in  Bewegung,  und  übten  sie  aufeinander  nur 
Kräfte  aus,  welche  sich  in  der  Undurchdringlichkeit  des  einen  für 
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die  Teile  des  anderen  äußern,  so  würde  verniutlicli  deren  Wirkung 
nur  die  sein,  daß  das  Gesanitvohunen  i-  in  der  obigen  Fonnel  (65') 
durch  den  für  die  Heweiruntr  wirklich  freien  Anteil  desselben  {v  —  b) 
ersetzt  werden  muß.  wn  h  sicli  nicht  streng  l>estininien  läßt 

l)urch  derartige  wenig  Ijefriedigende  I  berlegungen  gelangt  mau 
dAzu,  die  Formel  (65)  für  allgemeinere  Fälle  zu  enveiteru  zu 

i"^«  =     +     ("-*).  78) 

worin  wie  oben,  die  lebendige  Kraft  der  Schwerpunktsbeweguug 
der  Molekille  bezeichnet,  die  nach  Abzug  der  lebendigen  Kraft  der 
Atome  um  die  Molekülschweq^unkte  allein  übrig  bleibt  Indem  man 
auch  hierin  die  linke  Seite  als  ein  Maß  der  absolnten  Temperatur 
betrachtet»  gelangt  man  zu  der  Gleichung  yon  yak  dbb  Waalb^) 

jlfi<r=(p  +  ^)(«-4),  73-) 

welche  sich  dem  Verhalten  (h  r  (4ase  bis  unter  den  Kondensations- 
punkt hinab  in  liiWhst  merkwürdiger  Weise  anschließt,  wenn  man 
II  und  h  als  Konstanten  betrachtet.  I  ber  die  N;itur  aller  dieser 
Konstanten  wird  in  einem  späteren  Teil  zu  sjirechen  sein.  — 

Kbensowenig  theoretisch  streng  zu  begründen  und  ebenso 
überraschend  in  der  l'hen  instininiung  mit  der  Erfahrung  sind  die 
Anwendungen  der  kinetischen  ^'orstellungen  zur  Erklärung  der 
Eigenschaften  von  Lösungen,  iusliesondere  stark  verdünnten.  Nach 
dem  Vorgang  von  van  't  TIoff  ''•)  denkt  man  sich  gew()linlich  die 
Moleküle  der  gelösten  Substanz  innerhalb  des  L()sungsmittels  in 
derselben  W  eise  in  fortschreitender  Bewegung  begritlen,  wie  die 
Teile  eines  (-iases  innerhalb  eines  sonst  leeren  (Telaßes;  die  Stelle 
der  Keaktion  der  festen  Wände  vertritt  dabei  die  Attraktion  der 
Teile  des  Lösungsmittels,  welche  auf  innere  Punkte  nach  Syiiinietrie 
unwirksam  ist.  auf  Stellen  nahe  der  Ohertläche  aber  eine  senkrecht 
zu  dieser  stehende  Resultierende  ergiebt,  weiche  die  Moleküle  hin- 
dert, «lie  Flüssigkeit  zu  verlassen. 

Die  Fundamentalerscheiiiuug.  welche  diese  Vorstellung  nahe 
legt,  ist  die  sogenannte  Osmose,  die  sich  folgendermaßen  auf- 
fassen läßt. 

Es  sei  ein  vertikaler  Cylinder  in  seinem  unteren  Teil  mit  dem 
reinen  L<)sungsmittel,  in  seinem  oberen  mit  der  Lösung  gefüllt  und 
die  Grenze  durch  eine  sogenannte  halbdurchlässige  Wand,  d.  h. 
durch  eine  |)oröse  Platte  gebildet,  welche  zwar  dem  Lösungsmittel, 
nicht  aber  der  gelösten  Substanz  den  Durchgang  gestattet  iSo  wenig 
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die  Wirkungsweise  einer  solchen  Platte  mechaniscli  klargestellt  ist, 
80  kann  man  doch  annehmen,  daß  sie  die  aufprallenden  Molekttle 
der  gelösten  Substanz  zurttckwirft,  wahrend  sie  denen  des  Lösungs- 
mittels den  Durchgang  durch  die  Poren  gestattet 

W&hrend  nun  in  einem  für  sich  allein  vorhandenen  Quantum 
der  Lösung  die  StöBe  der  Moleküle  der  gelösten  Substanz  gegen 
diejenigen  des  Lösungsmittels  nach  allen  Seiten  hin  glcichm&ßig 
wirken»  giebt  die  poröse  Wand,  welche  gewisse  Stöfie  aufißlngt,  der 
Wirkung  der  entgegengesetzt  gerichteten  ein  Übergewicht  Uber  die 
anderen.  Wäre  Wand  und  Lösung  beweglich,  so  wttrden  dieselben 
sonach  in  entgegengesetzter  Richtung  beschleunigt  werden,  während 
ihr  gemeinsamer  Schwerpunkt  in  Buhe  bliebe.  Ist  dagegen,  wie 
bei  der  Anordnung  des  Versuches  in  Wirklichkeit,  die  poröse 
Wand  im  Cylinder  fest,  dieser  beiderseitig  offen,  und  wirkt  auf 
die  Oberflächen  der  Flüssigkeit  der  Druck  der  Atmosphäre,  so  folgt 
die  Lösung  dem  erhaltenen  Antriebe  und  bewegt  sich  von  der  po- 
rösen Wand  hinweg,  während  reines  Lösungsmittel  durch  dieselbe 
nachdringt  und  sich  mit  der  Lösung  mischt  Diese  Bewegung  dauert, 
wenn  keine  anderen  Kräfte  wirken,  so  lange  an,  bis  die  ganze  Flüs- 
sigkeit sich  auf  der  oberen  Seite  befindet;  sie  kann  aber  durch  eine 
Kraft  oder  einen  Druck,  welcher  die  Lösung  nach  der  porösen  Wand 
hindrflckt,  aufgehoben  werden.  Der  Überdruck,  welcher,  wenn  die 
Schwere  nicht  wirkt,  hierzu  auf  die  freie  Oberfläche  der  Lösung 
ausgeübt  werden  muß,  ist  gleich  dem  Druck,  welchen  die  poröse 
Wand  durch  die  Holekularstöße  der  gelösten  Substanz  erfährt,  und 
heißt  der  osmotische  Druck  der  Lösung. 

In  der  Praxis  tritt  an  Stelle  eines  solchen  äußeren  Druckes 
zumeist  die  Wirkung  des  Gewichtes  der  über  der  porösen  Wand 
stehenden  Lösung,  abzüglich  rler  Gegenwirkung  des  auf  der  anderen 
Seite  drückenden  reinen  Lösungsmittels. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  es  feste  Wände,  welche  die  vor- 
ausgesetzte Eigenschaft  der  Halbdurchlässigkeit  in  ToUer  Strenge 
besitzen,  nicht  giel)t,  die  vorstehende  Schilderung  der  Wirklichkeit 
also  nicht  iranz  entspric  ht,  daß  vielmehr  stets  eine  kleine  Menge  der  ge- 
lösten Substanz  durcli  die  poröse  Platte  dringt.  Am  vollständigsten  kann 
man  die  gemachten  Voraussetzungen  durch  Schichten  gewisser  Flüssig- 
keiten erfüllen,"**)  welche  man  zwischen  die  Lösung  und  das  reine 
Lösungsmittel  einschaltet,  und  welche  ihrerseits  zwar  das  Lösungs- 
mittel, aber  fast  nicht  die  gelöste  Substanz  auflösen.  Indessen  ge- 
statten dieselben  nii  lit  die  Messunu:  des  osmotischen  l.)ruckes  in  der 
oben  beschiiebeuen  Weise,  da  sie  keine  Festigkeit  besitzen;  über- 
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haupt  wird  dieser  Druck  in  der  Regel  nicht  direkt  ])eoba('litet,  sondern 
aus  gewissen,  später  zu  betraclitenden  Eigenschaften  TerdUnnter  Lö- 
sungen berechnet.  — 

Wenn  die  oben  auseinandergesetzte  Anschauung  über  das 
Wesen  der  Osmose  richtig  ist,  so  müssen  die  früher  für  die  Gase 
gemachten  Ansätze  sich  auch  hier  als  gültig  erweisen.  Es  ist  nun  sehr 
merkwürdig  und  nahezu  unverständlicli,  daß  die  Beobachtungen  über 
den  osmotischen  Druck  mit  der  einfachsten  Formel  (65')  resp.  (6(>) 

in  welcher  jetzt  nur  die  lebendige  Kraft  derMolekt&le  der  ge- 
lösten Subslltnz  und  p  den  osmotischen  Druck  bezeichnet,  in 
naher  Übereinstimmung  sind,  obgleich  dieselbe  unter  Vernachlässigung 
aller  Wechselwirkungen  erhalten  ist,  und  obgleich  der  Raum  yon  den 
Teilchen  des  Lösungsmittels  anscheinend  viel'  dichter  erfüllt  wird, 
als  bei  einem  der  Kondensation  nahen  Gase  von  dessen  Molekülen. 
Der  Sinn  dieser  Thatsache  läßt  sich  dahin  aussprechen,  daß  der 
osmotische  Druck  in  einer  Lösung  derselbe  ist,  welchen  das  gleiche 
Quantum  gelöster  Substanz,  bei  derselben  Temperatur  innerhalb  des- 
selben Baumes  Tergast,  auf  dessen  W&nde  ausüben  würde. 

Da  die  Formel  (65')  hier  gilt,  so  kann  man  aus  ihr  genau  wie 
S.  57  auch  die  Folgerung 

= ^ 

ziehen,  wo  q  die  Dichte  der  gelösten  Substanz  innerhalb  der  Lösung 
und  />  den  osmotischen  Druck  bezeichnet,  und  mit  ihrer  Hilfe  aus 
Q  und  p  das  mittlere  Quadrat  der  Molekulargeschwiudigkeit  berech- 
nen.  Dasselbe  vermag  man  auch  durch  die  Formel  (70) 

M*C/'A  =  /*»(^?)«  für  T,=  n 
zu  leisten,  wenn  man  nur  das  Molekulargewicht  fik  der  gelösten  Sub- 
stanz kennt,  indem  man  ftlr  ju^  das  Molekulargewicht  irgend  eines 
Gases  und  für  (/'i%  den  ibm  entsprechende n  Wert  setzt.  Wählt 
man  für  die  Substanz  //  etwa  W  asserstoff  und  bezieht  die  Atom- 
gewichte auf  WasserstoU'  als  Einheit^  so  erhält  man,  da  Wasserstoff 
zwei  Atome  im  Molekül  enthält,  /u^  s  2 ,  und 

Die  Anwendung  dieser  Resultate  wird  durch  den  Umstand  be- 
einträchtigt, daß  die  meisten  löslichen  Substanzen  ihre  molekulare 
Konstitution  von  einem  Lösungsmittel  zum  anderen  ändern,  bald 
mehrfache,  bald  Teilmoleküle  bilden,  zuweilen  auch  in  ihre  Atome 
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zerfallen.  Auf  diese  Vorgänge,  die  man  aus  dem  verseil iedeneu 
phj'sikalischen  und  chemischen  Veriialten  dersell)en  Substanz  in  ver- 
schiedenen Löäuugsmitteiu  erschiieüt,  ist  au  dieser  Stelle  einzugehen 
nicht  der  Ort. 

§  10.  W«ittre  AvibUdmig  dar  kmetisehMi  Theorie;  die  mitflexe 
Weglänge  der  Moleküle.  Lmere  Beibnng,  ediftbfttiaehe  Erwirmmg, 

Bfhifioii,  IHiAifioB. 

Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  einer  genaueren  Verfolgung  der 
Wirkungen,  welche  die  Kräfte  zwischen  den  einzelnen  Molekülen  eines 
Gases  ausüi)en,  als  sie  oben  zum  Zwecke  der  Ableitung  der  van 
D£B  WAALs'schen  (Tleichung  erforderlich  war. 

Das  charakteristische  dieser  Wirkung  ist  die  Ablenkung  <lor 
^^foleküle  von  ihren  urspriiiiglichen  in  anders  gerichtete  geradlinige 
Bahnen;  der  im  Mittel  zwischen  zwei  solchen  Ablenkungen,  die  man 
kurz  Stöße  nennt,  liegende  geradlinige  ^^'eg.  die  freie  mittlere 
Weglänge,  sowie  die  mit  ihm  im  Zusammenhange  stehende  Anzahl 
der  Zusammenstöße,  die  ein  Molekül  in  der  Zeiteinheit  erleidet, 
liefern  eine  deutlichere  Veranschaulichung  der  wirklich  statttinden- 
den  Bewegung,  als  es  die  früheren  lu  snltatc  zu  geben  vermochten. 
Mit  der  Bestimmung  dieser  (Größen  wollen  wir  uns  im  Anschluß 
an  die  Untersuchungen  von  C'lausiüs*^)  zunächst  beschäftigen  und 
dabei  die  Geschwindigkeit  aller  ^[oleküle  innerhalb  des  Gases  der 
Einfachheit  halber  als  gleich  annehmen. 

Denken  wir  uns  ein  ruhendes  Molekül  und  ein  gegen  dasselbe 
anfliegendes,  so  wird  sich  um  den  Schwerpunkt  des  ersteren  eine 
Kugel  von  der  Eigenschaft  konstruieren  lassen,  daß,  wenn  die  noch 
geradlinige  Bahn  des  Schwerpunktes  des  zweiten  Moleküles  dieselbe 
schneidet,  dii'  Ablenkung  desselben  aus  seiner  ursprünglichen  Rich- 
tung infolge  der  Wechselwirkung  eine  merkliche  Größe  hat  Der 
Badius  R  dieser  Kugel  ist  nicht  gleich  dem  Radius  der  Wirkungs- 
sphäre, von  der  ja  oben  angenommen  war,  daß  sie  eine  große  An- 
zahl von  Molekülen  umschlösse,  und  mag  daher  den  neuen  Namen 
des  Stoßradius,  die  Kugel  den  der  StoßkuLcl  empfangen.  Ihre 
Beträge  werden  wahrscheinlich  von  der  Geschwindigkeit  des  stoßenden 
MoleküleSi  also  von  der  Temperatur  des  (J.iscs  abhängen. 

Sei  nun  ein  System  gleichförmig  verteilter  und  festgehaltener 
Moleküle  gegeben;  v  von  ihnen  mögen  in  der  Vohimeneinbeit 
enthalten  sein,  vd$  also  in  einer  Schicht  von  der  Fläche  Eins  und 
der  Dicke  d$* 
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Bewegen  sich  iunerbalb  dieses  Systemes  n  Moleküle  in  i)aral- 
leler  Richtung  mit  gleicher  Geschwindigkeit  so  ist  (h'r  Bruch- 
teil dnjn  der  während  dt  abgelenkten  bestimmt  durch  das  Verhült- 
nis  der  in  einer  ebenen  Schicht  von  der  Dicke  des  durchmessenen 
Weges  ds  =  Vdt  durch  StoÜkugeln  bedeckteu,  also  imdurchlässigen 
Fläche  zu  der  gesamteu ;  d.  h.,  es  gilt 

^^^nR'vrdt.  74) 

Wegen  der  unendlidien  Kleinheit  Ton  d%  sind  dabei  die  undurch- 
Ifissigen  Stellen  als  ron  Stoßkugeln  nur  einfach  bedeckt  zu  be- 
trachten. 

Hat  das  bisher  ruhend  angenommene  gestoßene  System  eine 
gemeinsame  Bewegung,  deren  Geschwindigkeit  den  Winkel  ^  mit 
deijenigen  der  Bewegung  jener  it  stoßenden  Molekflle  einschließt^ 
so  gilt  dieselbe  Formel  bei  Vertauschung  der  absoluten  G^eschwin- 
digkeit  V  mit  der  relatiren  Qy  die  bestimmt  ist  durch 

=    +    -2n\  cos^.  74') 

In  dem  oben  bezeichneten  allgemeineren  Fall,  daß  sich  alle 
Moleküle  in  beliebigen  Richtungen,  aber  mit  konstanten  Geschwin- 
digkeiten durcheinander  bewegen,  erhält  man  Aufschluß  über  die 
stattfindenden  Ablenkungen,  wenn  man  eine  gegen  die  Gesamtzahl 
der  überhaupt  rorhandenen  Moleküle  kleine  Anzahl  n  —  die  immer- 
bin absolut  noch  sehr  groß  ist  —  7on  irgend  einem  Zeilpunkte  an 
als  stoßend  betrachtet  Der  stattfindende  Voxigang  läßt  sich  dann 
auf  den  einfacheren  reduzieren,  daß  alle  n  stoßenden  Moleküle  mit 
der  Geschwindigkeit  T  parallel  fortschreiten  und  von  den  gestoßenen, 
mit  den  G^chwindigkeiten     «  r  behafteten,  der  Bruchteil 

nn 

Bewegungsrichtnngen  besitzt,  welche  mit  deijenigen  der  ersteren 
Winkel  zwischen  ip  und  tp-^dtp  einschließen.  Dann  wird 

3t 

—  ~  =  31  S^vVd  tj sin  (f  sin  ^ifd<ft 

0 

oder  ausgerechnet 

 =  ~  Jt^pf  dt ,  iO) 

n       3  ' 

Hieraus  folgt  durch  Integration 
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worin  die  Auzalil  der  zur  Zt^it  f  =  0  in  irgend  einer  Bewegung 
begritienen  Moleküle,  n  die  Anzahl  der  von  ihnen  zur  Zeit  t  noch 
nicht  von  ihrem  Wege  abgelenkten  bezeichnet. 

AVir  iialjen  bei  der  Ableitung  dieser  Fundanientaltonnel  die 
Geschwindigkeiten  aller  Moleküle  des  Gases  als  gleich  angenommen. 
Da  die  (Ik'ichung  (75),  so  lange  man  B  als  von  /'  unabhängig 
betrachtet,  /'  linear  enthält,  so  ist  zu  vermuten.  daB  l)ei  Ausdehnung 
der  Betrachtung  auf  verschiedene  Geschwindigkeiten,  die,  wie 
später  zu  zeigen,  i)rinzi])ielle  Schwierigkeiten  bietet,  an  Stelle  von 
/  angenähert  das  arithmetische  Mittel  F„  aller  vorhandenen  Ge- 
schwindigkeiten gesetzt  werden  kann.  —  welches,  wie  si  hon  bemerkt, 
keineswegs  mit  dem  früher  eingeführten  ]  (/  -)„  identisch  ist. 

I>ie  erhaltenen  Jüesultate  iietex'n  sogleich  noch  weitere  Folge- 
rungen. 

Da  —du  dt  die  Anzahl  der  innerhalb  der  Zeiteinheit  von  n 
bewegten  Molekülen  al)gelenkten  ausniaclit.  so  giebt  —dn  ndi 
auch  die  Anzahl  u  der  auf  ein  M<»lekül  in  der  Zeiteinheit  kommen- 
den StöBe.  die  mittlere  freie  W'eglänge  zwischen  zwei  iStößen 
an.   So  gelaugt  mau  von  (75)  ausgehend  zu 


ndt  8  *  «  4nR^p' 

Schreibt  mau  die  letztere  Formel 


SO  spricht  sie  den  Satz  aus,  daß  die  mittlere  \\'egläug6  L  sich  zu 
dem  Stoßradius  M  verhält,  wie  das  Gesamtvolumen  des  Gases  v  zu 
dem  von  den  Stoßkugeln  eingenommenen  Baum. 

Da  B  jedenfalls  eine  außerordentlich  kleine  Grdße  ist,  so  er- 
giebt  sich  stets,  wenn 

infolge  groben  \\'ertes  r  einen  neben  1  merklichen  W  ert  hat,  auch  filr  Z 
ein  sehr  kleiner  Wert,  und  man  hat  Ursache,  anzunehmen,  dali  in  allen 
den  Verhältnissen,  welche  bei  den  Arbeiten  mit  Gasen  in  der  Praxis 
vorliegen,  selbst  bei  sehr  kleinen  Verdünnungen,  die  bekannten  Gase 
diese  Eigenschaft  besitzen.  Man  wird  sich  daher  vorstellen  müssen, 
daß  die  Bewegung  der  (Tasmoleküle,  obwohl  iu  der  größten  Zeit 
geradlinig  verlaufend,  sich  doch  uicht  über  irgend  merkliche  Räume 
erstreckt,  sondern  in  Zickzackbahnen  innerhalb  mikroskopischer  Be- 
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reiche  statttiiidet.  In  der  'l'liiit  zei^'t  Koniiol  (75'),  die  sich  mit 
Hilfe  Tou  (7(i)  und  der  Bezieiiuug  k  t «  aucli  sclireibeu  läßt 

daß  s('li(tn  den  zclmfachcn  Betraf?  der  mittleren  V\ CgÜiuge  nur  eine 
ganz  versclnvinch'nde  Zalil  von  MoIei<ülen  un:il»gelenkt  zurücklegt. 
Dies  hat  dann  die  wichtige  Folge,  daß  die  (iestalt  des  (leiViLJes, 
weiches  das  (4as  enthält,  auf  die  MoU^kuhirbewegung  nur  in  sehr 
geringem  Maße  einwirkm  kann;  von  dieser  That«ache  ist  oben  l)e- 
rcits  Anwendung  gemacht,  als  der  Druck  des  (Tases  gegen  <lie  Wände 
als  längs  dersellien  konstant  eingefülirt  wurde,  und  wird  auch  weiter 
noch  Anwendung  zu  maclien  sein. 

Die  vorstehenden  Kesultate  kommen  zur  Anwendung  hei  Ab- 
leitung der  Grundgleichung  für  die  innere  Reibung  eines  (lases  aus 
der  kinetischen  Vorstellung***),  d.  h.  der  wech.selseitigen  Beschleuni- 
gung und  Verzögerung,  welche  zwischen  den  Teilen  eines  Gases 
stattfindet,  das  sich  mit  einer  von  Ort  zu  Ort  wechselnden  (Tcschwin- 
digkeit  bewegt,  eine  Untersuchung,  die  deshalb  von  grosser  Bedeutung 
ist,  weil  sie  die  Mittel  zur  numerischen  Bestimmung  der  oben  ein- 
geführten Größen  a  und  L  durch  die  Beobachtung  liefert 

Für  ihre  Entwickelung  hat  man  sich  vorzustellen,  daß  ein  jedes 
Volumenelement  des  Gases  eine  Bcheinbare  (Tesauitbewegung  mit  den 
Geschwindigkeitskomponenten  u,  v,  w  ])esitzt,  uud  daß  zugleich  seine 
Moleküle  mit  der  relativen  Geschwindigkeit  /'  gegen  das  Volumen- 
element, die  nur  von  der  Temperator  abh:'in?t,  nach  allen  Seiten 
hinfahren.  Bringt  man  den  Schwerpunkt  des  Volumenelementes 
durch  Zufügung  der  Geschwindigkeitskomponenten  —  «,  —  v,  —  w 
an  jedes  Molekül  zur  Ruhe,  so  darf  man  annehmen,  daß  die  Be- 
wegung nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  stattfindet. 

Wir  betrachten  den  einfachsten  Fall,  daß  die  (Geschwindigkeiten 
der  Voluraenelemente  des  Gases  überall  parallel  gerichtet  und  in 
p.ir.'illelen  Ebenen  konstant  sind;  die  X-Axe  sei  die  Richtung  dieser 
Geschwindigkeiten  u,  nach  der  Z'Axe  finde  allein  ilire  Veränderung 
statt  Eine  Schicht  von  einer  gegen  die  mittlere  W^eglänge  großen 
Dicke  dz  erleidet  dann  von  den  Nachbarschichten  eine  Beschleu- 
nigung du  I  dt,  die  dadurch  bewirkt  ist,  daß  nach  beiden  Seiten  hin 
Moleküle  ausfahren  und  dafür  von  beiden  .Seiten  her  MolekiUe  mit 
anderen  mittleren  (Teschwindigkeitskomponenten  U  nach  der  A'-Axe 
eintreten.  Da  die  Dicke  der  iSchicht  groß  gegen  L  sein  soll,  so 
dnrohdxingen  sie  von  den  eintretenden  Teilchen,  ohne  abgelenkt  su 
werden,  nur  unmerklich  wenige;  die  übrigen  erleiden  im  Innern  eine 

VotttT,  Thsoratiache  Physik.  5 
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Ablenkung,  beginnen  somit  ihre  neue  Bewegung  als  der  JSchicbt 
momentan  an  gehörige  Teile. 

Für  die  Fläcbeueiuheit  der  Schicht  gilt  demgemäß  die  Formel 

77)  (>c/r|i'  =  Jt>^^)^  +-2'*(/^n---2'„(^r)^  -^.0*t/V; 

hierin  bezeichnen  die  Indices  e  und  daß  die  bezüglichen  Summen 
Uber  die  ein-  resp.  austretenden  Ifolekttle  jti  zu  nehmen  sind,  die  In- 
dices  -f*  und  — ,  daß  sie  sich  auf  die  positiTe  oder  negatiTe  Be- 
grenzung der  Schicht  beziehen. 

Beachtet  nuin,  daß  2,{jkü)^       S^i^ü)^  einerseits, 
und     [y^^^  andererseits  nur  dadurch  Toneinander  verschieden  sind, 
daß  sie  för  zwei  TerschiedenCi  \xmdx  voneinander  entfernte  Flächen- 
sttteke  gelten,  so  kann  man  statt  (77)  auch  schreiben 

WO  nun  beide  SnmTnen  sich  auf  die  ])ositive  Grenztläche  der  Schicht 
beziehen.  Wir  brauchen  somit  allein  den  durcli  diese  Fläche  statt- 
findenden Austausch  von  Molekülen  in  Rechnung  zu  zielien. 

Bezeichnen  wir  mit  ii  die  Anzahl  der  Teilchen,  die.  von  einem 
Raunielement  dk  auf  der  i)ositiven  Seite  der  (irenzHäcIie  anstellend, 
die  Flächeneinheit  der  Grenze  erreichen,  so  läUt  sich  schreiben 

78)  S,nUc^fiJnUdk, 

(+^ 

worin  das  Raumintegral  ülx'r  den  ganzen  positiven  Halbraum  er- 
streckt werden  kann,  obgleich  nach  dem  Obigen  nur  'i'eilchen  aus 
äußerst  kleiner  Entfernung  die  Schicht  erreichen.    Analog  ist 

780  S^itU^fjiJn'Udk, 

(-) 

das  Integral  in  demselben  Sinne  über  den  negativen  Halbraum 
ausgedehnt. 

Koml)iniert  man  miteinander  stets  je  zwei  in  Bezug  auf  die 
(xrenze  sich  si)iegelbildlich  entsi)rechende  Volumenelemente  und  be- 
zeichnet ihre  normalen  Abstände  von  dieser  mit  i  c,  so  wird  hiernach 

78")  S.tiU^S.fnU^^J^iU^,-'  U^,)dk, 

denn  die  Anzahl  n  kann  fi\r  die  beiden  korrespondierenden  Elemente  dk 
wegen  der  konstanten  Dichte  und  der  gegenüber  dem  Gesamtwert 
nur  unbedeutend  variierenden  MolekuIargeRchwiiidigkeit  als  gleich 
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hetrachti't  werden.    T);i  faktiscli  nur  sehr  kleine  Wert©  c  in  Be- 
tracht kommeu,  so  läßt  sich  (78")  auch  sctireibeu 

2.i,U -  2^fiU^2iij^^^^n  cdk,    '  78") 

worin  das  Integral  Aber  den  positiven  Halbraum  ausziulelmen  ist 
und  dUjdz  den  Wert  dieses  Ausdruckes  in  der  Grenzfläche  selbst 
bezeichnet. 

Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  von  n'  und  von  die  mit 
Strenge  nicht  ausgeführt  zu  werden  braucht,  wdl  die  ganze  Ent^ 
Wickelung  auf  der  Wirklichkeit  nicht  genau  entsprechenden  Yoraus- 
setzungen  berulit 

üm  n'  zu  berechnen,  wollen  wir  dem  ^ranzen  System  die  Ge- 
schwindigkeit —  «  erteilt  denken,  wodurch  die  Grenzfläche  selbst 
zur  fiuhe  gebracht  wird,  die  benachbarten  Kanmelemeute  dk  aber 
von  ihren  Geschwindigkeiten  nur  unendlich  kleine  Beträge  übrig 
behalten.  In  diesem  Zustande  kann  man  die  Bewegung  in  jedem 
Volumenelement  wU  nach  allen  fiichtungen  in  nahe  gleicher  Weise 
stattfindend  betrachten. 

In  einem  Raumelement  dk  befinden  sicli  nach  der  früheren 
Bezeichnung  fortwährend  vdkj  aber  infolge  ihrer  Bewegunfr  in  ver- 
schiedenen Zeitmomenten  im  allgemeinen  verschiedene  Moleküle. 
Da  ein  jedes  von  ihnen  in  der  Zeiteinheit  a  StöBe  erfahrt,  so  be- 
ginnen in  der  gleichen  Zeit  avdk  Moleküle  nach  einer  Ablenkung 
innerhalb  des  Volunieuelenientes  ihre  Bewegung.  Von  ihnen  besitzt 
der  Bruchteil  diajAn  eine  Hewegungsrichtung,  die  innerhalb  eines 
Elementarkegels  TOn  der  Ötfnung  dm  liegt»  und  von  diesen  erreicht 
wiederum  nur  der  Bruchteil 

r 

r* 

unabgelenkt  die  Entfernung  r,  in  welcher  der  von  dk  ausgehende 

Elementarkegel  die  Grenzfläche  der  Schicht  treft'en  ni()go. 

Bezeielinet  man  den  Winkel,  den  die  nach  dk  liin  jtositiv  ge- 
rechnete Ivichtung  von  r  mit  derjenigen  der  /-Axe  einselilicLU,  durch 
Tf,  SO  ist  die  Größe  do  des  Flächeneh-mentes,  welclics  der  Ele- 
mentarkegel  aus  der  Begrenzung  der  Schicht  ausächueidet,  gegeben 
durch 

die  Anzahl  der  während  der  Zeiteinheit  von  dk  nach  der  Flächen- 
sinheit  der  Grenze  kommenden  Moleküle  wird  demgemäß 

L  yi.  .-  jd  by  Google 


68  /.  Tbü.  Meehomk  starrer  Körper,  IL  Kap, 


79)  n  dk^—j^  -  e  ^, 

worin  »'  die  frühere  Bedeutung  hat 

Die  gesamte  Geschwindigkeit  U  der  HolekOle  parallel  der  X-Aze 
rührt  zum  Teil  von  der  Schwerpunktsgeschwindigkeit  ic  der  Yo- 
lumenelemente  dk  her,  aus  denen  sie  kommen,  zum  Teil  von  der 
relativen  Geschwindigkeit  V  der  Moleküle  gegen  dk,  welche  viel 
grdßer  als  u  und  dabei  für  alle  Elemente  konstant  ist  Den  letz- 
teren Anteil  darf  man  als  bei  der  Integration  in  (78"')  aus  dUfdz 
herausfallend  betrachten  und  demgemäß  dUjdz  mit  du/ dz  Ter- 
tauschen,  wo  sich  du/ dz  auf  die  Grenzfl&che  selbst  bezieht,  also 
bei  der  Integration  über  den  Halbraum  konstant  ist 

Hiemach  wird,  da  noch  e  =  r  cos  9p  ist, 


80) 


T  9« 

du 


JS^ftU^SafiUBs        ^"^JcoB^tpmn  ^dipjd^fjre  ''dr^ 


0 


du 


und  durch  Eiusetzea  dieses  Wertes  in  (77') 

8(y)  -  lavfiL^^^i, 

Der  Faktor 
81)  fi^^upfiM^ 

heißt  der  Koeffizient  der  inneren  Reibung  des  Gases  und  ist 
der  numerischen  Bestimmung  durch  die  Beobachtung  zu^glieh. 

Vertauscht  man  in  dem  obigen  Ausdruck  nach  (76)  «L  mit  F 
und  setzt  für  i^ju,  d.  h.  ftlr  die  Summe  aller  Massen  in  der  Volu- 
meneinheit,  die  Dichte  q,  so  erh&lt  man  auch 

81)  fj=^i(jrL, 

Benutzt  man  für  /*  den  nach  (69)  berechneten  Wert  von  V(F^ 
was  zulässig  ist,  wenn  man  nur  ungefähre  Resultate  haben  will,  so 
gestattet  die  empirische  Bestimmung  von  17  und  p,  auch^Z  und  u^VjL 
zu  berechnen.  Die  so  gefundenen  Zahlen  für  L  liegen  für  die  schwer 
kondensierbaren  Gase  bei  0^  C.  Temperatur  und  1  Atm.  Druck  in 
der  Nähe  von  10^  cm,  die  fUr  a  in  der  Nähe  Ton  10*  bei  Zugrunde- 
legung der  Sekunde  als  Zeiteinheit 

Hieraus  folgt,  daß  die  Gasmolekttle  bei  den  Torausgesetzten 
Verhältnissen  frei  nur  fast  unmerkliche  Wege  zurücklegen,  wodurch 
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nachträi^lich  nun  aucli  die  Eutwickcliniguu,  welche  zu  der  iSclüuß- 
formel  (80')  fülirten,  j^ercchtfertiut  sind. 

Auf  d'iv  Folp'ruugen  aus  jener  Gloicliunf?,  wie  auch  auf  das 
Verlialton  eines  l)ewegten  (lases  an  festen  Wänden,  d.  h.  auf  die 
sofrenatinte  äußere  Gasreibung*"),  wollen  wir  nielit  eingehen;  un- 
ahiiängig  von  der  kinetischen  Vorsteiluiig  werdeu  diese  Tuukte  im 
folgenden  Teile  Ijehandelt  werch'U.  — 

Eine  weitere  Anwendung  von  den  im  Eingang  dieses  Ab- 
schnittes erlialtenen  Mllgcnieiiicii  Resultaten  woHen  wir  auf  tlie 
Erklärung  der  sogenannten  adiabatischen  Teniperaturänderung "'") 
eines  (trscs  durch  hlotte  VolumeuäuderuQg  ohne  thermiäche  iiliu- 
wirkuug  machen. 

Wir  denken  uns  ein  Element  do  der  das  Gas  umschließenden 
Genißwand  in  normaler  Richtung  mit  der  gegen  die  Gescliwindig- 
keit  der  Gasmoleküle  sehr  kleinen  Gcscliwiudigkeit  u  nach  innen 
verschoben  und  betrachten  die  Einwirkung  dieser  Bewegung  auf  ein 
gegen  d(f  prallendes  (Tasmolekül;  da  die  Dauer  der  Einwirkung,  die 
wir  kurz  als  Stoß  bezeichnen,  äußerst  kurz  ist,  so  können  wir  n' 
währeud  derselben  als  konstant  l>etrachten. 

Für  ein  Atom  des  betrachteten  Moleküles  gilt,  falls  wir 
die  A-Koordinatenaxe  Torübergehend  mit  der  Normalen  auf  do  zu- 
sammenfallen lassen,  nach  (40)  das  System  von  Bewegungsgleichungen 

X^,  die  Widmung  der  Wand,  ist  eine  Funktion  Ton  {x^  —  x)  allein, 
faJls  mit  X  die  Koordinate  von  do  bezeichnet  wird.   Faßt  man 

diese  drei  Gleichungen  mit  den  Faktoren 

(«^  —  n)dt  —  d  [Xf^  —  x),   Vf^dt  =  dy^ ,   w^^dt  =  d  z^^ 

zusammen  und  integriert  von  dem  Zeitpunkt  des  Eintritts  in  die 
WirkungSBphftre  bis  zn  dem  des  Austritts  aus  derselben,  so  er- 
hält man  wegen 

k 

das  Besultat 


1 


»1 

=  ^  f  (Ji,rf(*,  -  X)  +  r,,  rfy,  +  Z^^dz^) 

kih)J 


820 
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iSuminiert  man  diese  Jb'ormel  über  alle  Atome  eines  MolekUles  n 
und  bedenkt,  daß 


die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  des  MolekUles  während  des  Stofies 
ist)  so  erhält  man 

83)  «i-«o»it*«nt^i-ii)- 
Hierin  bezeichnet  e  die  gesamte  Energie  des  HolekOles,  ü  seine 
Schwerpunktsgeschwindigkeit  normal  zu  do;  da  «*  sehr  klein  gegen 
U  ist,  kann  man  dabei  den  durch  «'  bewirkten  Unterschied  zwischen 
—     und      TemachlSssigen  und  setzen 

83')  -^0  =  2  fi  m'  U, 

worin  den  Xurnialj^esclnvindif^kcitcn  u  und  U  des  FlachenolemcnU-s 
und  der  Molckiilr  crleiclie  oder  enti^a-gcngesetzte  Vorzeichen  beizulegen 
sind,  je  nachdeni  sie  vor  dem  IStoü  entgegengesetzte  oder  gleiche 
Kichtung  hatten. 

Nun  stoßen  nach  (79)  gegen  äo  während  der  Zeit  dt 

83'T  ndkdodt  =  ^'^yäkdodt^^r. 

4wr* 

von  dem  Volumenelement  dk  ausgehende  Molefcttle;  sie  besitzen  die 
Normalgeschwindigkeit 

83"')  U^FeoBif, 

und  ein  jedes  erfährt  bei  dem  Stoü  die  durch  (83')  gegebene  Energie- 
ündorung.  DenigeniUÜ  erleidet  die  Energie  A'  des  ganzen  Gases  durch 
die  Vei'schiebung  von  do  während  dt  die  Auderuug 


84) 


3t 

V  2» 


d£  =  ^-^^^^^^^-^^Jcos^ (f  sin(f  d tpjd \pje~  L  dr^ 

u  0  0 

=  J  VL aviJLudtdOf 

oder  wegen  V—Lu 

84')  dE^  \V^9fiu'dtdo, 

Nun  ist  aber  \jl  dt  die  normale  Verschiebung  des  Elementes  do^ 
also  v^dtdo  die  durch  sie  bewirkte  Verkleinerung  des  Volumens  o 
des  Gases;  summiert  man  also  die  letzte  Gleichung  über  alle  Ober- 
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tlächenelemente,  so  erhält  mau  als  gesamte  Knergieaiiderimg  infolge 
der  Volumeuäuderung  dv  den  Wert 

dE=  ^^r^vpkdv.  84") 

Da  nim  noch 

die  lebendige  Kraft  der  Schwür])unkt8beweguiig  der  Molekttle  des 
gesamten  Gases  darstelity  so  ist  die  Torstefaende  Formel  identisch  mit 

Die  betrachtete  Energieänderung  bezieht  sieh  zunächst  nur  auf  die 
der  Oberfläche  unmittelbar  beujieh harten  Teile;  bei  hinreicliend  lung- 
samer A^^rschiebung  der  OberÜächeuelemente  wird  sicli  aber  der 
Zustand  im  ganzen  Innern  ausgleichen,  ohne  daß  dabei  eine 
Energie&nderong  eintreten  könnte,  und  da  nach  Gleichung  (66') 

in^a^MBT  85') 

ist,  unter  JA  tlie  C4csiimtnnissü  des  (tiiscs  verstanden,  und  da  sich 
mit  E  ändern  muß,  so  ^ird  tils  Folge  der  Kompression  eine  Ände- 
rung der  Temperatur  des  Gases  eintreten. 

Um  dieselbe  zu  bestimmen,  ist  die  Kenntnis  des  Zusammen- 
haoges  zwischen  E  und  W^j  der  gesamten  und  der  äußeren 
kinetischen  Energie  der  Molekularbewegung,  erl'orderlich. 

Dieser  ist  ohne  weiteres  gegeben,  wenn  die  MoIcK'ülo  ein- 
atomig sind,  denn  dann  ist  die  innere  Energie  der. Moleküle  ver- 
schwindend,  also  E^       liier  folgt  aus  (85) 

86) 

worin  /  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet,  oder  wegen  (85') 

IT  ^  IC  -  llv,  80) 

und 

Tv^  =  c,  sro 

worin  C  und  6"  Konstanten  bezeichnen. 

Im  Falle  mehratomiger  Moleküle  ist  eine  allgemeine  J^'/.ieliung 
zwisclien  /i' und  auf  rein  nu-eliaiiiseheiii  Wege  ohne  spezielle  An- 
nahmen nicht  zu  gewinnen;  mit  Hilfe  von  tlieriiiisc-lien  Hctraclitungtn 
kann  mau  aber,  wie  im  dritten  Teile  gezeigt  werden  wird,  tiuduu 

X  —  1  X  —  l 

wo  M  eine  dem  Gas  indi?iduelle  Konstante  bezeichnet. 
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Hiernach  wird  aUgemein 

und  daraus  durch  Integration 

87")  T»«-i  =  C, 

Berücksichtigt  maU|  daß  gleichzeitig  gilt 

80  folgt  aus  (87")  auch 

87")  /?ü'«  =  C", 

als  die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Volumen ,  welche  bei  rein 
mechanischer  Einwirkung  auf  das  Gas  stattfindet 

Für  den  Wert  von  m  giebt  bei  Berücksichtigung  des  Umstandes, 
daß  als  ein  Teil  von  E  notwendig  kleiner  als  E  sein  muß,  die 
vorstehende  Betrachtang  die  Ungleichung 

«  -  1       »  d.  h.  x^f; 

der  größte  Wert      findet  bei  einatomigen  Gasen  statt  — 

Außer  den  yorstehend  erörterten  Pjroblemen  kann  man  ins- 
besondere den  Vorgang  der  Wänneleitung*^)  innerhalb  eines  Gases 
auf  Ghrund  der  oben  benutzten  Anschauungen  behandeln;  die  Aus- 
gleichung der  Temperatur  zwischen  verschieden  warmen  Teilen  eines 
Gases  stellt  sich  dann  dar  als  durch  den  Transport  lebendiger 
Kraft  von  den  wärmeren  nach  den  kälteren  Stellen  bewirkt  In- 
dessen ist  die  theoretische  Verfolgung  dieses  Gedankens  dadurch 
erschwert,  daß  mit  den  Temperaturänderungen  notwendig  Druck- 
änderungen verbunden  sind,  die  eine  Bewegung  der  Volumenelemente 
neben  derjenigen  der  einzelnen  Moleküle  bewirken,  imd  bietet  über- 
dies das  prinzipielle  Bedenken,  daß  sie  von  der  Strahlung  der  Wärme 
von  Molekül  zu  Molekül  abstrahiert,  die  möglicherweise  auf  den  gan- 
zen Vorgang  sehr  wesentlich  einwirkt  Darum  soll  von  derselben 
abgesehen  werden.  — 

Der  Vorgang  der  Effusion  eines  Gases  aus  einem  Reservoir 
durch  eine  sehr  kleine  Öffnung  in  einer  unendlich  dünnen  Wand") 
läßt  sich,  wenn  man  annimmt,  daß  der  Zustand  in  unmittelbarer 
Nähe  der  Ofinung  sich  trotz  der  dauernden  Ausströmung  immer 
merklich  dem  im  Innern  des  Beservoirs  vorhandenen  gleich  erhält» 
leicht  mit  Hilfe  der  Gleichung  (79)  erledigen,  denn  die  Masse  At 
des  in  der  Zeiteinheit  austretenden  Gases  ist  gleich  der  auf  ein 
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OberO&chenelement  von  der  Größe  der  Öffnung  g  in  derselben  Zeit 
auffidleuden,  also  gegeben  durch 

88) 

die  Integration  ftber  den  Haibraam  erstreckt  Dies  giebt  aus- 
gereehneti  da      a  ^  die  Dichte  des  Gases  ist» 

worin,  wie  oben  pcsaijt,  V  bei  nii  lit  fjloiclR'ii  Goscbwindigkcitcu  der 
Mük'kük'  juigfiKilicrt  mit       vcrtauscbt  wonU'ii  kann. 

Dio  ForiiH'l  wird  bezüglicli  <U»r  Proi)ürtionalität  mit  7,  n,  1, 
nicht  aber  bczü^licli  «Ics  absoluten  Wertes  von  ^^  dnrcli  die  IV'ob- 
achtun*;  bestätigt,  was  nacli  dem  Vorausgeschickten  IjeiireitHcli  ist. 

Sic  hißt  siel»  auf  die  gej^enseitige  Ett'usion  zweier  Iveservoire,  in 
denen  verschiedene  Drucke,  al)er  gh-iehe  'l'emperaturen  herrschen, 
erwciteru  und  giebt  dann  die  von  (1)  iiacli  (2)  übergebende  Menge 

Mii^Mi-^m^igr{(f^-^)'  -  88") 

Schwierigkeiten  bietet  dagegen  die  Behandhing  der  Diflusion 
innerhalb  eines  Gasgemisches  von  überall  ghichem  Druck,  aber 
wechselndem  Mischungsverhältnis''''),  weil  liier  ZusaniinenstöUe  außer 
zwischen  Molekülen  gleicher  Art  auch  zwischen  solchen  verschiedener 
Art,  und  zwar  alle  in  von  Ort  zu  Ort  wechselnder  Häufigkeit,  statt- 
lindeii. 

Von  dieser  lvoiii})likati(»n  ist  in  bemerkenswerter  Weise  frei  das 
IVoblem  <ler  Diffusion  innerhalb  einer  uiigleichmäliig  kon/entrierten, 
übrigens  ab<'r  verdünnten  Lösung^');  d<Min  hier  überwiegen  die 
ZusanmienstöBe  zwischen  den  Molekülen  der  gelösten  Substanz  und 
deiijeiii^en  des  Lösungsmittels  so  über  diejenigen  zwischen  den 
ersteren  Molekülen  allein,  daü  die  letzteren  außer  Betracht  bleiben 
können. 

Kiiie  andere  Vereinfachung  wird  dadurch  bewirkt,  daß,  wenn 
auch  möglicherweise  infolge  des  wechselnden  osmotischen  Druckes 
die  Dichte  der  Flüssigkeit  an  den  Stellen  verschiedener  Konzen- 
tration etwas  verscliie(l(!n  ist,  dieser  T^nterschied  wegen  der  äußerst 
geringen  Kompressibilität  der  Flüssigkeiten  außer  Betracht  blt^ibon 
und  demgemäß  die  Stoß/.ahl  a  als  konstant  betrachtet  wenlen  kann. 

Die  B^ormeln  (75)  und  (70)  lassen  sich  ohne  weiteres  auf  unseren 
Fall  übertragen:  nur  ist  natürhch  jetzt  unter  /»*  der  Stoßradius  für 
das  ZusammentreÜen  eines  Moleküles  der  gelüsten  Substanz  mit 
eiueui  des  Lösungsmitteis  zu  verstehen. 
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Ist  die  Kuiizentratioii.  also  die  Anzahl  v  der  Moleküle  fi  der  ge- 
lösten Substanz  in  der  Voluiiicneinheit,  und  damit  die  Dichte?  (>  —  vfi 
derselben  eine  Funktion  allein  der  einen  Koordinate  z,  so  ist  die 
Dirtcrenz  J/'  der  in  j)ositivi'r  und  negativer  Kichtung  während  der 
Zeiteinheit  durch  die  FliUhcin  inheit  normal  zur  Z-Axe  gehenden 
Quantitäten  der  gelösten  Snlistaiiz,  d.  h.  die  Stärke  des  Diffu- 
siousstromes,  uaüh  (79)  gegeben  durch 

worin  ^.e  und  q^c  die  Dichten  in  zwei  sich  spiegelbildlich  ent- 
sprechenden Volnmenelementen  in  den  normalen  Abständen  ±e 
▼on  der  betrachteten  Fl&che  bezeichnen. 

Aas  demselben  Grunde,  der  für  die  Umformung  (78")  maß- 
gebend war,  können  wir  hierin 

89)  cP..-^^.«-2c^^=-2rco89>^^ 

setzen  und  erhalten  bei  Benutzung  dieses  Wertes  aus  (89) 

80")  -  JaX2^^=  -jrX^I. 

Die  zeitliche  Änderung  der  Dichte  />  üifulge  der  Diffusion  ist  dami, 
wie  leicht  erkennbar,  gegeben  durch 

SIT)  f^=-^f,''-+jrir'>- 

Der  Faktor  d  —  \f  L  von  d-  nidz-  heißt  der  Diffusionskoeffizient 
der  gelösten  Substanz  in  dem  bestimmten  Lösungsmittid  und  ist  der 
Beobachtung  zugänglich ;  aus  bekanntem  ö  und  aus,  wie  Seite  61  ge- 
zeigt, berechnetem  /  bestimmt  sich  sonach  L  und  c^.  Die  erhaltenen 
Werte  sind  begreiflicherweise  für  Jj  viel  kleiner,  für  a  größer,  als 
die  oben  für  Gase  angegebenen. 

Tu  dieser  Entwickelung  ist  von  Kräften,  welche  auf  die  Mole- 
küle der  gelösten  Substanz  wirken,  abgesehen;  sie  gilt  daher  nur, 
£ftlls  die  Moleküle  sich  in  der  Lösmiir  iiidit  «dektrolytisch  dissoziieren; 
denn  im  anderen  F''alle  bewirken  die  elektrischen  Ladungen,  mit 
denen  nach  den  Vorstellungen  der  Elektrochemie  die  Teile  der 
Moll  küle,  die  Ionen,  behaftet  sind,  feniwirkende  Kräfte,  welche  auf 
die  Diffusion  einwirken.  Doch  läßt  sich  auch  dies  kompliziertere  Pro- 
blem, welches  in  engem  Zusammenhang  mit  der  Elektrolyse  in  F'olge 
eines  durch  die  Lösung  gehenden  Stromes  steht,  im  Anschluß  an 
die  kinetische  Vorstellung  lösen.  Dabei  sind  selbstverstäudlidi 
die  Bewegungen  jedes  Ions  fUr  sich  zu  betrachten. 
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I  11.    Weitere  Ausbildung  der  kinetischen  Theorie;  dsa  Gesetz  der 

Verteilung  der  GtoichwindigkeiteiL 

Die  Moleküle  eines  Gases  können  nicht  dauernd  sAmtUch  gleiche 
Oeschwindigkeiten  besitzen,  denn  wenn  man  ihnen  dergleichen  für 
einen  Augenblick  erteilen  könnte,  so  würde  dieser  Zustand  im  näch- 
sten Augenblick  durch  die  Wechselwirkungen  der  Moleküle  unter- 
einander zerstört  werden.  Unter  allen  Verteilungen,  welche,  im 
Laufe  der  Zeit  wechselnd,  sich  einstellen,  ist  nun  eine  wahrschein- 
licher als  alle  übrigen,  und  sie  wird  demgemäß  das  durchschnittlich 
stattfindende  Gesetz  darstellen.*^ 

Sei  ein  GasTolumen  gegeben,  welches  die  Schwerpunktsgeschwin- 
digkeit  h  mit  den  Komponenten  a,  5,  e  parallel  den  Koordinaten- 
axen  besitzt,  so  läßt  sich  dasselbe  diirch  Elrteilung  der  entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeit  zu  äußerlicher  Ruhe  bringen.  In  diesem 
Zustand  hat  ein  Molekül,  welches  zuvor  die  absoluten  Gesdiwindig- 
keitskomponenten  «,0^10  besaßt  die  modifizierten 

U  B  ff  —  sas  »  —  'Ä,     ID  B  f«?  —  c, 

VüQ  licu  rusulticreudeii  reiativcii  (icscliwindigkcitcu 

ist  nach  der  auf  S.  67  ausgesprochenen  Annahme  jeder  bestimmte 
Wert  in  allen  Bichtungen  gleich  oft  Torhanden. 

Der  Bruchteil  aller  Moleküle,  welcher  bei  beliebiger  Geschwin- 
digkeit parallel  Y  und  Z  eine  Geschwindigkeit  parallel  der  X-Aze 
zwischen  u  und  tt  +  <fu  hat,  muß,  falls  f{\\)  eine  noch  unbekannte 
Funktion  tou  n  bezeichnet,  gegeben  sein  durch 

f{\\)  d  u , 

der  Hruclitcii  mit  eutspreclieudtiu  Geschwiudigkeiteu  parallel  i'  oder 
Z  durch 

/'(D)//U,  f\\r>)d\ü. 

Daraus  folgt,  daß  der  Bruchteil,  welcher  gleichzeitig  Geschwin- 
digkeiten 

parallel  .V  zwischen  u  und  u  +  <f  u 
»      y      n       ü    „    t)  +  ^/ö 

besitzt,  gegeben  sein  muß  durch 

^  =  f\M)f\\})f\\V)dMd\3d\\). 

Ist  92  die  Anzahl  aller  in  dem  gegebenen  Volumen  Yorhandenen 
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Moleküle  und  (lenkt  man  sich  ilire  (-icsehwindigkeittMi  58  durch  Strecken 
repräsentiert,  die  von  einem  Koordinatenanfaug  aus  konstruiert  wer- 
den, 80  daß  ihre  Projektion(>n  gleich  u,  U,  lu  sind,  so  giebt 

90)  n  =  9i  5}  =  9e/(u)/(»)/0D)  dudr)dw 

die  Anzahl  solcher  Strecken,  welche  in  dem  Yolumenelemeni 
dudttdm  an  der  Stelle  u,  t>,  w  endigen. 

Zerlegt  man  andererseits  den  Baum  um  den  Kowdinatenanfiuig 
in  Eugelschalen  Ton  der  Dicke  dSR,  so  ist  die  Anzahl  der  Strecken, 
welche  innerhalb  einer  solchen  Schale  endigen,  gleich  ^Fiß)dBf 
worin  F(fB)  ebenfalls  eine  noch  unbekannte  Funktion  von  8  be- 
zeichnet Da  nun  alle  Bichtungen  gleichwertig  sind,  so  endigt  in- 
nerhalb eines  Volumenelementes  dOd^  jener  Schicht  eine  Anzahl 
n',  gegeben  durch 

9ü )  u  -  ^  ^^t?— ®-  =  9i    («)  O  ä5 , 

worin      eine  Abkürzung  ist 

Ist  das  Yolumenelemeni  dOdfß  axi  d^  Stelle  tt,  D,  .lo  gelegen, 
und  ist  seine  Grdße  gleich  dudlidtOf  so  muß  auch  u  »  ii'  sein; 
dies  ergiebt  aber 

90")        /(H)/'(ü)/xtü)  =  /;  («)  =   {^11'  -Td-  . 

Diese  Forme!  sjuicht  eine  Kigenschaft  der  Funktion  /'  aus,  welche 
ihre  Form  vollständig  bestimmt;  ihr  genügt  alleiu  der  Ansatz 

91)  /•(u)«o  «-*•»•, 

in  dem  a  und  t»  Konstanten  sind.  Das  negative  Zeichen  im  Ex- 
ponenten erschoint  notwendig,  da  f  nicht  mit  unendlichem  u  selbst 
unendlich  werden  kann. 

Nach  der  Definition  von  f{n)d\i  als  Bruchteil  aller  Teilchen  muß 

+« 

910  Jf{n)dn^l 
sein;  dies  ergiebt  }'7i{a  /b)  =  l,  also 

91")    f(ü)        ,  m  =  *  e-  ,  /(») = . 

Hieraus  folgt  sofort 

91'")  A^-***'» 
und  da         =  4  ;i  S3*  /;  («)  ist, 
92J  iP(«)«i5!«l 
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Dies  ist  (las  MAXWKu/ache  Gesetz  für  die  Verteilunj^  der  re- 
latiTen  Geschwindigkeiten  $  ^egcn  den  Schwerpunkt  des  bewegten 
GasYolumens;  F{^)di&  giebt  den  Bruchteil  aller  Moleküle  nii,  welche 
in  beliebiger  Richtung  eine  Geschwindigiceit  zwischen  fß  und  93  + 

besit/eii. 

F{^ß)  liMt  ein  Maximum  ftir  58  =  1  O;  1  /  b  =  SB  ist  also  der 
wahrscheinlichste  Wert  von  fßf  d.  h.  der,  in  dessen  Nähe  auf 
gleiches  d'iS  mehr  Moleküle  kommen,  als  irgendwo  anders. 

Beschränkt  man  sich  weiterliin  auf  ein  ruhendes  Gas,  erliält 
man,  da  nur  die  absoluten  Geschwin<ügkeiten  an  Stelle  der  relativen 
treten, 

^  '     w»yn  ' 
Die  mittlere  Geschwindigkeit      ist  gegeben  durch 

OD 

r^=.  J  yj?\i)dy,  92") 
0 

der  mittlere  Wert  aller  Gteschwindigkeitsquadrate  durch 

j'ni\r)dr.  92") 
0 

Die  Berechnung  dieser  Integrale  ergiebt 
daher   

Das  Verhältnis  dieser  beiden  verschieden  definierten  Mittelwerte  ist 
also  für  aUe  Gase  von  gleicher  Größe. 

Da  nach  Formel  (69)  der  Wert  von  {V\  =  3plQ  für  die  em- 
seinen Gase  ans  der  Beobachtung  bestimmbar  iBt,  so  ist  ftkr  sie  auch 

■=  98") 

ZU  berechnen.  — 

Die  Aufklärung,  welche  das  MArwBLL'sche  Gesets  über  den 
mittleren  Bewegungszustand  in  einem  Gase  liefert,  und  der  Nach- 
weiB,  daß  zwischen  den  mittleren  Werten  aller  Potenzen  der  Ge- 
schwindigkeit F  für  alle  Gase  konstante  Zahlenverhältnisse  bestehen, 
sind  die  eigentlich  wichtigen  Resultate  der  obigen  Entwickelung« 
Eine  praktische  Anwendung  zur  Berichtigung  der  oben  unter  Vor- 
aussetzung gleicher  Geschwindigkeiten  entwickelten  Theorien  der 
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iDneren  Beibung,  der  Difiusion  und  ähnlicher  gestattet  das  Gesetz, 
wenigstens  ohne  gleichztttige  Eünfthruug  spezieller  Hypothesen  über 
den  Bau  und  die  Weohselwirlning  der  Moleküle,  nicht;  denn  so  lange 
man  den  Zusammenhang  nicht  kennt,  in  welchem  der  Stoßradius  Ii 
mit  der  relativen  Geschwindigkeit  steht,  und  demgemäß  variierende 
Geschwindigkeit  und  konstanten  Stoßradius  nebeneinander  benutzt, 
ist  der  Gewinn  an  Strenge  illusorisch. 

Doch  kann  man  in  den  Fällen,  wo  es  wahrscheinlich  ist,  daß 
die  Berücksichtigung  der  verschiedenen  Wertt»  der  Geschwindigkeit 
auf  den  Mittelwert  führen  würde,  den  aus  (93 ')  l'ulgenileu  Aus- 
druck für  diese  Größe  setzen. 

So  würde  die  Formel  (88  )  für  die  Effusion  eines  Gases  in  den 
leeren  Kaum  unter  seiner  Anwendung  die  Gestidt 


annehmen,  die  für  die  gegenseitige  Effusion  zwischen  zwei  Beser- 
▼ouren  (88")  analog 

Sind  die  Temperaturen  beiderseitig  die  gleichen,  so  ist 
also 

94")       M„'  - -  e,)  =        ./.(p,  - p,)- 

Die  hieraus  folgenden  Resultate  für  das  Vcrhilltnis  der  Ausfluß- 
mengen verschiedener  (tjusc  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Tem- 
peratur sind  von  der  Beobachtung  befriedigend  bestätigt 


§  12.   Die  Gleichungen  von  HAMiiiTON  und  Lagoanob.  Cyklische 

Systeme. 

Bezeichnet  man  mit  Sx^y  ^y^,  SZf^  willkürliche  Variationen  der 
Koordinaten  x,^,  t/^^,  z,,  des  Massenpunktes  m^^,  faßt  nach  Multiplika- 
tion mit  ihnen  die  Gleichungen  (40)  additiv  zusammen  und  summiert 
das  Besultat  über  alle  Massenpunkte  des  Punktsystemes,  so  eriiält  man 

*(*) 


95) 


h 
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In  den  Ausdrücken  für  die  Kral'tkomponenteD  sind  hier  im  all- 
gemeinon  auch  die  ReaktionskonipnnentiMi  enthalteiii  welclio  durch 
etwa  die  Bewegung  heschränkrude  Nebenbedingungen  geliefert  wer- 
den. Feste  Kurven  oder  ( »»  rtlächen,  an  di<^  ein  einzelner  Punkt 
gebunden  ist,  werden  ihre  Beaktioneu  in  der  Fomi  Ihißerer,  feste 
Verbindungen  zwischen  mehreren  Massenpnnkten  in  der  Form  innerer 
Kr&fte  auftreten  lassen. 

Falls  die  Variationen  bxj^^  Sy,^f  8z^  die  Eigenschaft  haben,  mit 
den  Bedingungen  vereinbare  Verrttckungen  aller  Massenpunkte  zu 
ergeben,  wollen  wir  sie  wie  S.  27  virtuell  nennen;  an  Bewegungen 
dieser  Art  kOnnen  die  Beaktionskrftfte,  welche  nur  den  Bedingungen 
widersprechende  Bewegungen  Terhindem,  keine  Arbeit  leisten,  hei 
der  Beschränkung  auf  Tirtuelle  Verrttckungen  enthält  denmadi  die 
Formel  (95)  keinerlei  Reaktionen,  sondern  nur  die  direkt  gegebenen 
äußeren  und  inneren  Kräfte  imd  läßt  sich  unter  Benutzung  früherer 
Bezeichnungen  kürzer  schreiben,  wie  folgt 

Diese  allgemeine  Gleichung  der  virtuellen  Verrückuu- 
gen  liat  den  ganzen  Inhalt  der  Beweguugsgleicliungen  (40)  in  sich 
aufgeiioninu  ii,  so  daß  jene  in  allgemeinster  Fassung  aus  ihr  zurück- 
gewfjniu'u  werden  können. 

Ist  nämlich  die  Bewegung  ir^'cnd  welchen  Nebenbedingungen 
von  der  Form  r/-.  =  0  unterworleii,  worin  die  (f^  die  Koordinaten  be- 
liebiger Punkte  des  Syst<'ms  und  auüerdem  die  Zeit  enthalten  kön- 
nen, so  hat  man  diese  Bedingungen  nur  bei  konstanter  Zeit  zu  variien'ii 
und  mit  willkürlichen  Faktoren  multijdiziert  zu  (05')  hinzuzu- 
fügen*"); dann  kann  man  sämtliche  (ix,^,  Üy,^,  tiz,^  als  willkürlich 
betrachten  und  demgemäü  die  erhaltene  (irleichung  in  3»  zerlVillen, 
welche  mit  den  Nebenbedingungen  zusammen  die  Bestimmung  der 
sämtlichen  Koordinaten  und  der  Faktoren  gestatt<Mi, 

Nach  dem  auf  S.  41  Entwickelten  besitzen  die  Wechselwirkungen 
ein  Potential  im  engeren  8inne  des  \\'ortes,  wenn 

9A^  «  -  d  0  95") 

ist,  wo  4>  eme  Funktion  Ton  den  Koordinaten  aller  Massenpunkte, 
aber  nicht  Ton  deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  ist 

Verschwinden  bei  verschwindenden  Geschwindigkeiten  auch  die 
Beschleunigungen,  d.  h.,  ist  das  Punktsystem  im  Gleichgewicht,  so 
muß  gelten 

9J^  +  ^A  =  ii,  96) 
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oder  weuu  ein  Potential  existiert, 

96)  dO^-b'A^Q, 

Ist  diese  Bedmgung  nicht  erfüllt,  so  tritt  ans  der  Bahe  eine  Be- 
wegung ein,  für  die  nach  Gleichung  (47),  falls  die  Bedingungen  die 
Zeit  nicht  enthalten, 

97)  rf»^,  4-       >  0 , 

oder  bei  Existenz  eines  Potentiales 

97)  dt^^d'A<(i 
ist 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  äußere  Kräfte  fehlen  und  die  in- 
neren ein  Potential  im  engeren  Sinne  des  Wortes  haben,  wird  die 
Gleichgewichtsbedingung  (96')  zu 

98)  ^4»s0, 

diejenige  für  den  Beginn  der  Bewegung  aus  dem  Zustand  der 
Ruhe  (97 )  zu 

98')  *  ^/  0  <  0 . 

Hieraus  fol«?t,  daß  der  Glcicliirowichtszustand  dadurch  charakteri- 
siert ist,  daß  für  ihn  0  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  annimmt, 
und  zwar  zeigt  (98),  daß  stabiles  Gleichgewicht  einem  kleinsten, 
labiles  einem  größten  Wert  von  0  entspricht  — 
'  Die  Gleichung  (95)  läßt  sich  auf  die  Form  bringen 

99)  ß  Sx,  +  2  Sy,  +      Szü^  =  i    +  Ö^A,  +  SA, 

WO  ¥^  SS  1^  wie  firüher  die  lebendige  Kraft  des  Punktsystcmes 

bezeichnet;  hieraus  folgt  durch  Multiplikation  mit  dt  und  Integra- 
tion zwischen  zwei  Ghrenzen  und  an  welchen  sämtliche  Varia- 
tionen 6x^^  8y^^  8z^  verschwinden^"), 

oder,  falls  ein  Potential  existiert, 

99T  J{a(W-^-^9J)dtwmO, 

T)ies(^  Glcicliuiitj  heißt  das  HAMiLTON'sche  Prinzij)  und  ist  von  be- 
sonderer Wicliti.ukeit  für  die  Einführung  neuer  Vanabclu  in  die 
Bewe^nniis^I(Mcluingen. 

ISind  dieselben  mit  p^,      •••^i.  bezeichnet  und  dabei  so  gewählt, 
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daß  sie  die  der  Bewegung  gestellten  NebenbediDgongen  identisch 
befriedigen,  so  vird 

also  die  Arbeit 

falls 

gesetzt  wird. 

Analog  wie  (100),  aber  nur  unter  der  Voraussetzung,  da0  die 
Nebenbedingungen  und  daher  die  Beziehungen,  welche  die  p.  durch 
die  definieren,  die  Zeit  nicht  enthalten,  gilt 

'^'=2:/'-q.,       '=2:.'q.,  101) 
dt        i  op^^*^    dt       ^  dp^^^^    dt  i 

worin  kurz 

jifesetzt  ist.  Hierans  fol^t,  daß  unter  der  gemachten  hesehriinkenden 
Annahme  die  lebendig«^  Kraft  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  der  q.  ist,  deren  Koet'rizienten  von  den  abhäugeu,  während 
das  Potential  </>  nur  die  p.  enthält. 

Wegen  der  geniinnten  EigenscliMlt  der  lelx-ndigen  Kraft  wird  in 
diesem  Falle  die  Energie  E  gegeben  sein  durch 

r=^^r+0«  v|^y^_^,  101") 

wo  A,  die  sogenannte  LAOBAiiGs'sche  Funktion,  definiert  ist  durch 

^-0-^.  102) 

Weiter  erhalt  man 

und  die  Gleichung  (99")  nimmt  die  Form  an 

Da  aber  nach  der  Definition  (lOl') 

ist^  80  kann  man  in  dieser  Gleichung  die  in  die  multiplizierten 
Glieder  durch  Teile  integrieren,  wobei  die  abgesonderten  Tenne 

TonT,  TlMontiMilM  Phyrik.  6 
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an  den  Grenzen  verschwinden,  weil  daselbst  die  dx,^,  f>;/^,  öz,^  und 
nach  (lüü)  auch  die       gleich  NuU  sind.   Mau  erhält  sonach 

1021  ^/fe-JiKj  +  ^<)^>.=  "' 

woraus,  da  alle  Sp^  Toneinauder  unabhängig  sind,  folgt 

* 

oder  indem  man  das  Moment  der  Koordinate 
einführt,  auch 

äO,  dA. 
'  dt      op^  » 

Dies  sind  die  Yon  Laqiunok  gegebenen  Bewegungsgleichungen 
Die  res]),  (j^  heißen  die  verallgemeinerten  Koordinaten  resp.  Qe- 
schwindigkeiten,  die  P^  die  verallgemeinerten  äußeren  Klüfte; 
letztere  sind  wesentlich  durch  die  Gleichung  (100")  definiert  und 
haben,  wenn  die  />.  gewöhnliche  Koordinaten  sind,  die  Bedeutung 
der  gewöhnlichen  Komponenten,  wenn  die  p^  Drehnngswinkel  sind, 
die  Bedeutung  von  Drehungsmomenten,  was  sich  leicht  nach- 
weisen läßt 

Hangen  die  inneren  Kräfte  des  Punktsystemes  von  den  relativen 
Gksdiwindigkeiten  ab,  so  bleiben  die  Formeln  (103)  anwendbar,  wenn 
man  nur  nach  (55)  A=^W^ip  setzt 

Werden  die  vorstehenden  Formeln  auf  ein  starres  System  an- 
gewandt, so  ist  in  ihnen  0  als  konstant  zu  betrachten,  und  die 
HAMiLTON'sche  Gleichung  wird  zu 

r, 

103)  j'(0y^+<)'^)f/i  =  O, 

die  LAOBANQE'sche  zu 

Die  vorstehenden  Formeln  gestatten  eine  ümfonnung*^),  die 
sich  bei  manchen  Anwendungen  nützlich  erweist 

Wir  wollen  annehmen,  unter  den  Koordinaten  p^  wäre  eine 
Kategorie,  die  wir  mit  —  die  ihnen  entsprechenden  Kräfte  mit 
Rj^ — bezeichnen  wollen,  für  welche  wir  an  Stelle  der  Geschwindigkeiten 
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dt 

die  Momente 

dA  « 
os^  * 

als  Unabhängige  einzunihren  geeignet  Huden;  dann  können  wir 
mittels  der  der  letzten  Formel  aniilugcn  die  .v^^  durch  die  8,^  und 
alle     ,      und  fJ^  ausdrücken  und  das  Kosultat  in  yl  einsetzen. 

Bezeii-hnen  wir  die  so  erhaltene  Form  von  A  durch  (Ä^  so  ist 
ersichtlich,  da     ezplicite  und  implicite  in  jtj^  Torkonunt, 

analug  auch 

Versteht  man  nun  die  durch  i^  beseichncte  Differentiation  so, 
daß  dabei  p^,  r^^  und  iSJ^  als  Unabhängige  behandelt  werden,  und 
setzt  kurz 

A^^'S^s^^A,  105") 

so  erhält  man 

dJ,_»^    BA     »A'    dA_{PA'  _^A: 

Daraus  folgt  auch,  daß  für  die  Kräfte  JP^  die  Gleichung  (108) 
sich  schreiben  läßt 

Würaus  man  auch  auf  doni  uniiLjckelirten  Wege,  wie  der  ist,  welcher 
zu  (103)  geführt  hat,  schließen  kann 

/di{drsA'  +  -i'i^,c)>,)  =  0,  106") 

wo  die  Variation  Srs  die  p  und  q  allein  betrifft. 

Für  die  Kräfte  E  lassen  sich  die  ursprünglichen  Formeln 

d  /  r<  '  i  _  ^  ü 
dt[d8j  ör^"^ 

nicht  ebenso  umgestalten;  dodi  hat  dies  keinen  praktischen  Nach- 
teil, da  es  neh  bei  Kräften  dieser  Art  immer  nur  um  die  Kenntnis 
der  geleisteten  Arbeit  handelt,  die  sich,  wie  später  an  einem  wich- 
tigen Beispiel  gezeigt  werden  soll,  auf  anderem  Wege  durch  A' 
ausdrücken  läßt.  — 
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Wenn  die  leliendifje  Kraft  W  die  spezielle  Eigenschaft  hat, 
Glieder,  wrlche  mit  Produkten  der  Geselnvindipkeiten  y.  und  a-^ 
proportional  sind,  nicht  zu  enthalten,  kann  man  aus  den  vorstehenden 
Formeln  eine  sehr  merkwürdige  allgemeine  Folgerung  ziehen. 

Aus 

107)  A=-W,-\-iif,-<l), 

worin  ^/(^  und  V^,  die  nur  dii^  und  nur  die  .s^.  enthaltenden  Teile 
von  '/^  he/t  i(  hiuMi,  erhält  mau  sogleich,  da  homogen  vom  zweiten 
Grade  in  den  ist» 

107')  A'  =  W,--  W,--  0 

und  unter  Bücksioht  auf  (1060 

Ws  ordnet  sieh  hier  also  dem  inneren  Potential  0  /m,  und  zwar  nicht 
nur  fonnell.  sondern  auch  wesentlicli,  da  es  ehenso  wie  jenes  zwar 
die  Koordinaten  p..  al)er  nicht  die  Geschwindigkeiten  </.  enthält. 

Bei  Bestininiunf^  <ler  Kräfte  P.  erscheint  sonach  als  ein 
von  den  Geschwindigkeiten  .v^.  ahhängiger  Teil  eines  Ge- 
8amtj)otentiales  (0)  =  -H  0,  und  umgekehrt  kann  man  dahei 
stets  das  Potential  durch  einen  Teil  der  gesamten  lebendigen  Kraft 
ersetzen,  der  von  den  Geschwindigkeiten      unabhängig  ist. 

Dies  Resultat  eriiniert  an  die  Tendenz  der  kinetischen  Gas- 
theorie, den  Druck,  welclien  das  Gas  auf  die  GefidJwandung  ausübt, 
durch  eine  Bewegung  zu  erklären.  Wir  wollen  den  Zusammenhang 
mit  jenen  Betrachtungen  noch  etwas  weiter  veH'oIgen. 

Hier  bcstiniinen  die  Koordinaten  den  äußeren,  r^^  den  inneren 
Zustand  des  (lases;  bei  äußerer  Ruhe  ist       =  0. 

Die  lebencUge  Kraft  ist  ihiiiivalent  mit  einem  Anteil  0,  des 
Potentiales  der  Masse  auf  sich  selbst.  \\'egen  des  verschwindenden 
ist  hei  einer  Yolumenänderung  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  das 
Entgegengesetzte  von  derjenigen  der  inneren,  also 

108)  ^ui  =  d((li)  =  d{Vf,  +  0). 

Wird  jedes  Oberflächenelement  do  um  dn  nach  innen  Ter- 
schoben,  so  teistet  die  äußere  Kraft»  welche  den  inneren  Bruck  p 
kompensieren  muß,  die  Arbeit  pdndoss  —pdv;  hieraus  folgt 

108)  <f^=  ^pdv  =  d{^,-\-  (D). 

Kombiniert  man  hiermit  die  aus  dem  Vinalsatz  abgeleitete 
Formel  (65^ 

pv^iW., 
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SO  erhält  man 

eine  Oleichung,  welche  mit  (85)  wesentlich  identisch  ist  und  die 
Bedingung  adiabatischer  Volumenänderung  enthält;  dies  ist  auch  be- 
greiflich, da  wir  nur  Kräfte  der  Art  P^  ins  Spiel  gebracht,  also  auf 
den  inneren  Zustand  des  Gases  direkt  nicht  eingewirkt  haben.  — 

Durch  die  Einführung  gewisser  spezieller  Eigenschaften  der 
Variabeln  p^  kann  man  aus  den  IiAQfiANOB'schen  Gleichungen  (103) 
einige  allgemeine  Sätze  ableiten,  die  in  inniger  Beziehung  zu  wich- 
tigen  Fui^damentaMtzen  aus  dem  Gebiet  der  Wärme-  und  Elek- 
tridtiltslehre  stehen.**) 

Wir  betrachten  ein  Punktsystem,  dessen  allgemeine  Koordi- 
naten p.  in  zwei  Klassen  yon  Terschiedener  Natur  zer&llen. 

Die  Koordinaten  pa  der  erster en  Ellasse,  die  wir  aus  später 
zu  erörternden  Gründen  die  Positionskoordinaten  des  Systems 
nennen  wollen,  sollen  die  Eigenschaft  haben,  nur  sehr  langsam  mit 
der  Zeit  zu  variieren,  so  daß  man  ihre  Geschwindigkeiten  </a  als  un- 
endlich klein  erster  Ordnung  betrachten  kann. 

Die  Koordinaten  der  zweiten  Klasse  //^  sollen  dagegen  schnell 
niit  der  Zeit  variicnn,  also  grobe  (jleschwintligkcitcii  (j,,  ermhcn, 
aber  die  Funktion  A  =  W  —  0  soll  nicht  merklich  von  den  p,,  ab- 
hängen. Koordinaten  dieser  Art  haben  u.  a.  die  Punkte  einer  in 
stationärer  cykhscher  Bewegung  betindliehen  Flüssigkeit;  man  nennt 
daher  allgi  niein  nach  dem  Vür<,';nig  von  v.  llKLMHoi/rz  die  pi,  cy- 
k Ii  sc  he  Koordinaten  und  ein  Massensystem,  dessen  Bewegung  durch 
durgleichen  gegeben  ist,  ein  Cykel. 

Uber  die  Beschlcimigungen  wollen  wir  aimehmen,  daß 

als  unendlich  klein  erster, 

als  unendlich  klein  /weiter  Ordnung  angesehen  werden  k(^nne. 

Enthalten  die  Nebenbedingungen  der  Bewegungen  die  Zeit  nicht» 
80  ist  die  lebendige  Kraft  Ton  der  Form 

\(2 ^Q^a' qa y«'  +  2^ Qb b' qb qb'  +  -S^Qub qa qb\ 

WO  die  Q  nur  die  Bositionskoordinaten  pa  enthalten,  wie  dies  auch 
▼on  dem  Potential  0  gilt,  und  q^^»  resp.  qi,>  Geschwindigkeiten  von 
der  Gattung  der  q^  resp.  bezeichnen. 


Digitized  by  Google 


S6  L  2ML  Jied^ik  aiarrer  Körper.  U,  Kap. 


Eb  folgt 


also 

Wj  =  y-«- + f  *» +  f    -ä^r  »•+ 7 r  ^ 


Hierin  sind  jedenfalls  die  Summen,  welche  die  Faktoren  oder 
7a  fja'  enthalten^  zweiter  Ordnung;  es  bleiben  also  die  Glieder  erster 
Ordnung 

Diese  stehen  in  der  Gleichuiii;  (103),  falls  man  sie  auf  tlie 
Kiiifte  erster  Art  7«  anwendet,  neben  endlichen  Gliedern  von  der 
Form 

sind  hier  also  zu  vcruacblässigen,  so  daU  dort  resultiert 
109)  f..- 1^^, 

dagegen,  wenn  man  sie  auf  die  Krilfte  zweiter  ArtiP»  anwendet,  neben 
streng  verschwindenden  Gliedern  dAjdp^,  so  daß  sie  hier  zu  he- 
rttcksichtigen  sind  und  liefern 

Die  Pft  sind  unendlich  klein  erster  Ordnung' .  man  kann  sie  end- 
lich werden  lassen,  wem»  man  die  d qi,  j  d t  —  i/f,  endlich,  dafür  alu  r 
die  (l^,,  unendlich  klein  annimmt,  also  in  nur  Glieder  von  der 
Form 

vorkommen  läßt 

Die  erhaltenen  Kesultate  ergeben  als  zulässig,  daß  man  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  auch  für  die  Differentiationen  der 
lebendigen  Kraft  den  Wert 
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W^i^2;q,,,q,qy  109") 
h  ¥ 

benutzt;  demgem&ß  kann  man  auch  den  Ansdrack  l&r  die  Energie 
schreiben: 

109'") 

Ans  (109)  folgte  daß  die  Kräfte  erster  Art  einem  eigentttmlichen 
Beciprodt&tstheorem'^  unterliegen. 

Ändert  man  eine  Koordinate  der  Gktttung  p^,  die  mit  be- 
zeichnet werden  mOge»  so  entspricht  dem  eine  Änderung  Ton 
gegeben  durch 

ebenso  erhftit  man  für  die  Änderung  Ton      durch  Variation  Tonp« 

dPa'  ^  _  d*Ä  . 
dp^  Bp^,dp^' 

hieraus  folgt 

110) 

^Pa'  ^Pa 

Diese  Formol,  welche  hei  der  vorausfjesetzteii  Eii^cnscliaft  der 
Koordinaten  erster  Art  immer  gilt,  ist  für  beliebige  uur  daun 
erfüllt,  wenn  der  Beweguugszustand  ein  derartiger  ist,  daß 

'8A 


ät[dqj  ^ 

ist;  diesen  Zustand  können  wir  als  einen  stationären  bezeichnen.  — 
Für  die  Arbeiten  der  Kräfte      und      während  di  erhält- man 
nach  (109)  und  (109  ) 


110') 


die  Arbeit  der  Kräfte  erster  Art  wird  also  in  gewöhnlicher  Weise 
den  zeitlichen  Änderungen  der  Koordinaten  proportional,  diejenige 
der  Kräfte  zweiter  Art  aber  der  Änderung  der  Momente.  Für 
letztere  wird  hierdurch  nahe  gelegt,  wie  das  auf  S.  83  vorausgesetzt 
ist,  in  der  LAORANOESchen  Funktion  A  die  Momente  als  unabhängige 
Variable  einzuführen.  Wir  können  also  die  Koordinaten  nun- 
mehr, wenn  wir  wollen,  mit  den  früheren  r^^  identitizieren  und  er- 
halten bei  Benutzung  der  Bezeichnung  qt,  =  Sk,  Qi,  =s  5^, 

(fuia  •=  F^dpat     (TJt  =  *kdS„,  1 10 ") 
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wobei  sich  —  =  dAjöpa  uud  aus  der  modiHzierten  Laükakge- 
scheu  Funktion  A  nach  (100)  so  bestimmt: 

^-  **  

Die  Gesamtarbeit  der  Kräfte  Ji^  resp.      wird  liierdurch  zu 

1 10"')  2:(e.Jt  =  -  ^Is;"^^' 

und  ist  damit  durch  A'  so  ausgedrückt  wie  auf  S.  83  angekündigt  — 
Betrachten  wir  nun  genauer  den  einfachsten  Fall,  daß  von 
den  Variabein  der  zweiten  Art  nur  eine  vorhanden,  das  Massen- 
systemii  wie  man  sa|^  ein  Monoc^kel  *^^)  ist«  dann  wird 

III)  und 

daher  die  Änderung  Ton  £  mit  der  Zeit 

1 1 1)  dJ^  =  -  £^^äp.  -  2lf^d,.. 

liäßt  mau  gemäß  den  obigen  Annahmen,  da  dfja  =  q'adt  ist,  hier 
noch  das  letzte  Glied  als  unmerklich  klein  fort  und  setzt  für  die 
übrigen  ihre  Werte  nach  (110')  ein,  so  gelaugt  man  zu 

iin  jr-<f^»  +  -r<f^«, 

oder  anders  geschrieben 

Die  gesamte  Energie&nderung,  yermindert  um  die  zur  Vergrößerung 
der  Positioiiskoordiiiaten  nötige  äußere  Arbeit  ist  also  gleich  der 
zur  Yermehrung  der  Geschwindigkeit     erforderlichen  Arbeit 

Diese  Arbeit  hat  die  Eigenschaft^  durch  Division  mit  qi,  oder 
mit  ^6  mal  euier  Funktion  Ton  ein  voUstandiges  Dififerentül  zu 
liefern.  Unter  diesen  integrierenden  Kennern  ist  besonders 

ausgezeichnet,  weil  er  bei  verschwindender  Kleinheit  der  nach 
(III)  die  Bedeutung  der  lebendigen  Kraft  W  hat   Es  ist  dann  also 

112)   
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In  der  mechanischen  Wärmetheorie,  wek'he  die  Wärme- 
erscheinungen  als  auf  den  Bewegungen  der  kleinsten  Teilchen  der 
Körper  heruhend  ansieht,  und  speziell  in  der  oben  besprochenen 
kinetischen  Gaatheorie  betrachtet  man  die  Koordinaten  der  Orte 
dieser  Teilchen  während  ihrer  Oscillationen  als  Variable  der  Gattung 
Ph,  die  Koordinaten,  welche  den  Ort  und  das  physikalische  Ver- 
halten, z.  B.  Qröße  und  Gestalt  des  ganzen  Körpers  bestimmen, 
als  Variable  der  Gattung  ji«*  I^i^  Geschwindigkeiten  sind  sehr 
groß  und  in  einem  homogenen  gleich  temperierten  Körper  im  Mittel 
überall  gleich;  die  Geschwindigkeiten  qa  »iud  gegen  sie  verschwin- 
dend, in  vielen  Fftllen  sogar  streng  gleich  Null;  gleiches  gilt  TOn 
allen  Beschleunigungen.  Die  lebendige  Kraft  rührt  dann  also  aus* 
flchliefilich  Ton  der  inneren  Bewegung  her  und  hat  demgemäß  den 
oben  benutzten  Wert 

man  bt  trachtet  denselben,  wie  für  Gase  oben  entwickelt  ist  und  wie 
auf  andere  Kiirpcr  liy])otlii'tisch  übertragen  wird,  als  der  sogenannten 
absoluten  Temperatur  7'desKörpers  proportional,  etwa  gleich  kT. 

Femer  hat  man  die  Vorstellung,  daß  man  zwar  Arbeiten  der 
Gattung  <f^a  auf  mechanischem  Wege  leisten,  nämlich  den  Körper 
im  Ganzen  bewegen  oder  deformieren  kann,  aber  nicht  Arbeiten 
der  Art  ef^^^,  w^elche  Einwirkungen  auf  die  einzelnen  Moleküle  er- 
fordern würden,  daß  man  letztere  aber  durch  Zufuhr  von  W&rme 
bewirken  kann;  demgemäß  stellt  in  (112)  ^V^Y„  die  gesamte 
mechanisch,  dPA^  die  kalorisch  geleistete  Arbeit  dar,  und  man 
erhält  somit: 

-JF^-  jr— 112-) 

Der  Zusammenhang  dieser  Formel  mit  der  sogenannten  zweiten 
Hauptgleiohnng  der  mechanischen  Wftrmetheorie  wird  später  herror- 
treten. 

Wir  können  die  Torstehenden  Betrachtungen  etwas  erweitem, 
indem  wir  einen  Körper  betrachten,  dessen  Positionskoordinaten 
endliche  Geschwindigkeiten  besitzen,  dessen  lebendige  Kraft 
aber  Glieder,  die  mit  Produkten  der  q^  und  9»  proportional  smd, 
nidit  enthält^  Die  sollen  weder  in  der  lebendigen  Kraft  4^, 
noch  im  Potential  0  Torkommen,  dag^en  soU,  was  auf  S.  84  er- 
läutert ist,  0  Ton  q^  abhängen. 
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Dann  köimeu  wir  setzeu 
IIS)  W^W^^W^, 

und  nach  dem  oben  Gleflagten  Wi,  als  mit  der  absoluten  Temperatur  T 
proportional  betrachten,  nämlieh  schreiben 

113)  Wi^TW^\ 

aus  dem  gleichen  Qronde  dOrfen  wir  auch  0  statt  toh  von  T 
abh&ngig  ansehen.  Aus  (lOS)  erhalten  wir  dann  wegen  A^W^f^ 
als  Wert  fftr  eine  der  Erilfte  erster  Art 

•     dt\  dq^J  üp^  op^ 

differentiert  man  dies  wegen  T,  w&hrend  j?«  und  konstant  bleiben, 
so  erhalt  man 

Nuu  werde  dem  Körper  Arbeit  zugeführt,  sowohl  durch  Ver- 
mittelung  der  Kräfte  Pa,  wie  ]\\  wir  können  dann  nach  Obigem  2^(f^-Ia 
als  auf  mechanischem,  (f^Ib  als  auf  kalorischem  Wege  geleistet 
betrachten.   Wegen  £^W+<I>  erhält  man  aus  (111") 

114)  2tfj4a  +  if^t  «  d{Wu  +  V»)  +  d0. 
Es  ist  aber  einerseits 

andererseits  wegen 

auch 

und  hieraus  folgt  durch  Subtraktion 

Setzt  man  dies  in  (114)  ein  und  bedenkt,  daß  allgemein  «f^«  ^a^^P» 
ist,  so  erhält  man 
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oder  nnter  Benutzung  Ton  (118'') 


114") 


Ist  0  speziell  von  T  unabliängij?,  und  wird  die  Verämlcnins  so 
geleitet^  daß  die  lebendige  Kraft  konstaut  ist»  80  giebt  dies  unter 
Bäcksicht  auf  die  zweite  Formel  (118"  ) 


Wird  nur  die  eine  Koordinate  pa  verändert,  so  reduziert  sich  diese 
Gleichung  auf 


Auch  diese  Formel  steht  mit  gewissen  Resultaten  der  mecha- 
nischen Wftrmetheorie  in  innerer  Beziehung.  — 

Neueste  Anwendungen  der  IiAOBANGi^sdien  Formeln  haben  er- 
geben, daß  sie  unter  Umständen  zu  brauchbaren  Resultaten  ftihren, 
wenn  das  System,  auf  welches  sie  angewandt  werden,  gar  nicht  einen 
Komplex  von  ponderabeln  Massen,  oder  wenigstens  nicht  von  solchen 
allein,  darstellt  und  die  GrOßen  Pf  nur  irgend  welche  Yariabeln 
sind,  die  seine  augenblickliche  Konfiguration  bestimmen.  Dann  sind 
naturgemäß  auch  die  keine  Kraftkomponenten  im  mechanischen 
Sinne  mehr;  immer  aber  muß  das  Produkt  Pi  P^  die  Dimension  einer 
mechanischen  Arbeit  haben,  und  dadurch  bestimmt  sich,  wenn  Uber 
die  Pf  yerfllgt  ist,  die  Natur  der  Pf. 

Derartige  Betrachtungen  liefern  für  die  untersuchten  Erschei- 
nungen Theorien,  die  von  den  sonst  entwickelten  einigermaßen  ab- 
weichenden Charakter  besitzen  und  die  bezeichnend  Beschrei- 
bungen durch  mechanische  Analogie  genannt  werden.  Sie 
haben  eine  besonders  große  Bedeutung  in  der  Mektricitätslehre  er- 
halten, wo  wir  näher  auf  sie  eingehen  werden.  Indessen  kann  schon 
hier  ihr  Verhältnis  zu  der  älteren  Art  der  Anwendung  mechanischer 
Grundsätze  auf  Vorgiluge,  welche  nicht  mechanische  im  engeren 
Sinne  sind,  geschildert  werden.  Das  ältere  Verfahren  legte  eine  mehr 
oder  weniger  vollständige  Vorstelluuf;  von  dem  Hechanismus  jener 
Vorgänge  zum  Grunde,  betrachtete  beispielsweise  die  Eüektricität  als 
eine  Substanz,  die  sich  in  den  Leitern  durch  äußere  Einwirkungen 
gegen  beti^htliche  Widerstände  bewegt  und  auf  andere  EHektrici- 
täten  femwirkende  Kräfte  austtbt  Die  Methode  der  mechanischen 
Analogien  enthält  sich  derartig  detailierter  Voraussetzungen  und 


114'") 
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schreibt  den  elektrischeu  Kiirperu  nur  gewisse  allgemeine,  an  me- 
chanisclicn  Systemen  erkaimte  Eigenschaften  zu,  ohne  die  Frage  zu 
erörtern,  wie  jene  Eigenschaften  in  dem  nicht  rein  mechanischen 
System  mr)glich  sind. 

Liefert  das  ältere  Verfahren  eine  größere  Anschaulichkeit,  so 
ist  ihm  das  neuere  durch  die  größere  Strrage,  welche  in  der  Be- 
schränkung auf  das  kleinste  Maß  der  zu  einem  bestimmten  Zwecke 
nötigen  Annahmen  liegt,  und  durch  die  Vielseitigkeit  der  gewonnenen 
Besultate  jedenfalls  überlegen/^  — ^ 
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Bewegung  starrer  Körper. 

H  13.    Starre  Körper;  unendlich  kleine  Verrücknngen;  lebendige 
Kraft;  Trägheitimoment;  Arbeit  äußerer  Kräfte. 

Ein  System  von  Massenpniikten  wird  als  ein  Körper  bezeichnety 
wenn  seine  Masse  den  Ranm  anscheinend  stetig  erAlIlt;  es  heißt  starr, 
wenn  seine  Bewegung  durch  Bedingungen  derart  beschränkt  ist,  daß 
keiner  seiner  Punkte  seine  relative  Lage  gegen  die  übrigen  Terftndem 
kann. 

Die  erste  Eigenschaft  wird  analytisch  dadurch  ausgedruckt^  daß 
wir  den  Tom  Edrper  eingenommenen  Raum  in  Volumenelemente 
dk  zerlegen  und  ein  jedes  als  mit  einer  Masse  dm  erftült  betrach- 
ten; meist  kann  dann  jedes  Volumenelement  direkt  als  Massenpunkt 
behandelt  werden. 

Besitzt  das  Verhältnis 

t,"=e  116) 

t   

an  irgend  einer  Stelle  des  Körpers  einen  von  der  Gestalt  und  Größe 
TOtt  äk  unabhängigen  Grenzwert,  so  nennen  wir  in  sinngemäßer 
Erweiterung  der  Definition  (68)  q  die  Dichte  der  Massenyerteilung 
an  der  betrachteten  Stelle,  wobei  wie  in  (68')  gilt 

116') 

Ist  Q  inncrliall»  des  Körpers  konstant,  so  nennen  wir  iliii  liotno^'on, 
im  anderen  Fülle  inh<>ni(tf;t»n.  Man  kann  den  Fall,  daß  o  inner- 
halb des  Kiirpers  Längs  einzelner  Fliiclienstücke  uiisteti^^  wird,  für 
die  Betrachtung  dadurcli  ausscidießen,  daß  man  Jene  B^läelien  als  Teile 
der  OberfiiUdie  des  Körpers  ansieht;  weil  ferner  in  der  \\  irklichkeit 
sich  in  einem  unendlieh  kleinen  Räume  stets  nur  unendlich  wenig 
Masse  befindet,  so  kann  man  q  in  der  Physik  als  innerhalb  der 
Körper  endlieh  und  stetig  betracliten. 

Da  das  Gewicht  des  Massenekmentes  </wi,  nämlich  dG,  gleich 
ff  dm  ist,  so  nennt  man 

4k      dk  ^  ^  ^ 
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das  spezifische  Gewiclit  dvs  Körpi'i-s  an  der  hctrat'litL'tcii  Stelle; 
Nvi'<:('ii  der  Veränderlichkeit  v(in  ff  an  der  ErdoberHiiche  ist  iiiclit 
streng  der  Substanz  individuell  und  kommt  daher  überhaui)t  weiliger 
zur  Verwendung  als  ^.   Seine  Dimension  ist  gegeben  durch 

(y]  =  m/-2|-2._  115") 

Die  zweite  Eigenschaft  drQckt  man  anaiytiscli  aus,  indem  man 
festsetzt,  daß  die  Koordinaten  a,bfe  aller  Ha^nelemente  dm  gegen 
ein  mit  dreien  Ton  ihnen,  welche  nicht  in  einer  Geraden  li^en,  fest 
verbundenes  Koordinaten^tem    By  C  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändern. 

Behalten  wir  für  ihre  Koordinaten  gegen  ein  ahsolut  festes 
System  A',  J',  Z  die  Bezeichnung  y,  z  bei,  so  können  wir  den  Zu- 
sammenhang der  beiden  Koordinatensysteme  durch  das  Schema  ans^ 
drücken: 

a     b  e 


116) 


«3 


A  A  A 
•  -  5  I  ri 

worin  i),  3  die  Koordinat4>n  des  Anfangspunktes  des  Systemcs 
Ay  B,  Cy  und  «1,,  [gewisse  Kichtungscosinus  sind.     i),  ^  und  drei 

voneinander  unahhilngigo  Winkel  bestimmen  vollständig  die  Lage 
des  Systems  A,  Ii,  C  und  dalier  auch  diejenige  des  starren  Körpers 
gegen  das  absolut  feste  System  A',  1]  /. 

Fttrbeliebi£?e  unendlich  kleineVcrriickunjren  fix,  «iy,  Jr  gilt  hiernach 

Ö  jc  =  d  X     fi  'V     -\-  ö  d         <■  ()  f/3 , 

wobei  wegen  der  Orthogonalitäts))edinguiigen  nur  drei  der  neun  Va- 
riationen Öetf^j  dßf^y  ÖYf^  voneinander  unabhängig  sind. 
Führt  man  die  Abkftrzuntren  ein 

ßx  ^>'i  +  A  +  A  =  -  (r,  '>/^,  +  A  +  /'3  A)  =  U 
tf,    +  ««^A  +  «3^8  =  -  O^i^fff  +  A^«j  +  A*«8)   ^« » 

wol)(>i  ^Vni.  fV  u  nicht  Variationen  von  Funktionen  l,  m,  11,  son- 
dern allein  unendlich  kleine  GröUen  bezeichnen,  so  wird 


116') 


llö") 


116'") 


Sa^ B y,^ni  —  A^*M»  ^A  —  «a^"""/!^^  Sy^^ßJFX—a^iFm, 
^«8  =  y8^w-A^n»  ^A==«8^"-y8^^  ^y,=A^'<-tf8^»«» 
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uiul  das  System  (116')  reduziert  sich  uiiter  Berücksiclitiguug  vou 
(Uü")  auf««) 

«     +    -  j)    ra  -  (y  -  l>)    n ,  | 

Diese  Formeln  zei^'eii  l>ei  genauer  Analyse,  dali  die  all;,'<'nieinsto 
unendlich  kleine  Verriickuni;  eint  s  starren  Körpers  fjogeben  ist  durch  die 
Superpusition  dreier  Verscliiehiingen  ])arallel  den  Koordinatenaxen 
ö^j  di),  d^,  welche  iU^uivahnt  sind  mit  einer  einzi^jen  Verschiebung 

in  einer  Biehtung  9,  bestimmt  durch 

cos  {9z)  :  cos  (« ;/)  :  cos     c)  =    j  :  fTt)  :  fi^y 

und  mit  drei  Hrehungen  von  der  (-initJe  ifi,  fVm,  rVn  um  zu  den  Axen 
.V,  r,  /  parallele  Axen  (hirch  den  Punkt  y,  l).  j,  welche  üt|uivaient 
siiid  mit  eiuer  einzigen  Drehung  von  der  (injße 

^  t  =       l)^  +  (d^  m)»  +  {d'  n)» 

um  eine  Axe  b  durch  denselben  Punkt  i),  ^,  deren  Richtung  ge- 
geben ist  durch 

cos  (b,  J-) :  cos  (b,y)  :  cos  (b,  z)  ^  tf{ :  9m  :  . 

Nimmt  nuiii  hinzu,  daB  nach  geonietrischer  Anschauung  par- 
allele Verschiehniigen,  wie  auch  Drehungen  um  dicsclhe  Axe  sicli 
zu  Hesultierenden  znsainniensct/en,  deren  (intBe  je  gleich  der  Summe 
«ler  Komponenten  ist,  so  ergi('l)t  sich  aus  Vorstehendem,  daü  für  die 
Zusammensetzung  von  hehehi^^en  Vei*schiel)ungen  und  von  Drehungen 
um  belieijige  durch  einen  Punkt  gehende  Axen  hei  entsprechender 
Kleinheit  ganz  allgemein  die  Methode  des  Parallelepipeds  gilt,  falls  mau 
die  Drehungen  durch  Vektoren  repräsentiert,  welche  auf  der  Dreliungs- 
axe  nach  der  Seite  hin  aufgetrajien  wenh'ii,  von  (h'r  aus  ])etrachtet 
sich  di(^  Drehung  als  im  positiven  Sinne  statttindend  darstellt. 

Hieraus  folgt  für  den  Zusammenhang  zwischen  den  um  die 
Axen  //,  -Ö,  C  stxitttindendeii  Drehungen  ff  \\  ff  <\,  v  'i'id  den  um 
Parallele  zu  den  Axen  V,  1',  Z  durch  den  Anfang  von  C  wir- 

kenden if{,  d'm,  ö\\  das  (llü)  eutsprecheude  Schema 


9x 

«3 

117) 
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Zviflohoi  den  Drehungskomponenten  ^  v,  r)'  q,  r  und  den  Bich* 
tnngscosmns  e?;,.  ß,^,      finden  dabei  die  Beziehungen  statt: 

117)  I  ^q-«,d«,+AdA+yiJy,=*.-(«,^«,+A%+y3^>i)» 
ferner 

^ri-n^'-ys^fl»  ^yi»y»^p-yi^rf  ^y8="yi^<i-y>^«»- 

Die  Formeln  (116"")  lassen  doli  auf  eine  neue  wichtige  Form 
bringen,  indem  man  die  Verschiebungskomponenten  9x^f  ^y^,  IFz^ 
einführt,  welche  der  urspranglich  im  Eoordinatenanfang  x^myw^x^O 
stehende  Punkt  erfährt;  man  erhalt  so 

/  8x  rsz       4-  z  S'm  —  yS'n  y 

118)  Öy  ^  ö'y^-\- xd'n  -  zöl  , 

9z  SS  ffz^ -\- yffl  —  xiFm; 

die  zu  der  Verschiebung  hinzukommende  Drehung  erscheint  hier  um 
die  Azen  ^  T,  ^  selbst  ausgeftihrt,  und  es  ist  daher 

gesetzt  Für  parallele  Axon  rinden  sidi  sonach  die  I)rcliunj»en  als  gleich. 

Ein  diesem  System  entsjjrechendes  kann  man  für  die  beweg- 
lichen Axen  A,  B,  (  nufstellen.    Bezeichnet  man  nämlicli  mit 
fVÄ,  (T  r  die  nach  d«Mi  Axen  //,  B.  C  jrenommenen  Komponenten  der 
Vei*schiel)un^  eines  heliel>i{?cn  Punktes  mit  <Vn,  S'\),  rVc,  diejcni^Teu 
des  ruiiktes  a  =  ü,  />  =  (),  c  =  0,  so  erhält  mau  aus  (118)  leicht 

Gicht  man  den  \sillkürlichen  Verriickuiif^en  die  speziellen  Werte, 
welche  sie  hei  der  Bewe^un^  währ(»nd  des  Zeitclementes  dt  anneinnen, 
80  erhält  man.  indem  maii  durch  die  oberen  Iiidices  Geschwindig- 
keiten bezeichnet, 

Sx^xdt,  dy^ydi,  Sx^t'dt, 

Si^Tidt,  d^^xjBtf  9i^fl9t, 

m^VStj  ^m^m'Sty  i^n^xi'Bt, 

3*^  ^  p'  dtf  d'  q  ^  c[  ötj  {fx  =  X  Öt  U.B.  f. 


118') 


119) 
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UV) 


U9") 


Hierin  haben  zwar  x', . . ,  .  • .  zugleich  die  Bedeutung  von 
Differentialquotienten  der  Abhängigen  x,,.^  |, , .  nach  der  Zeit, 
nicht  aber  gilt  analoges  von  T,  m\  n',  \fj  q',  r'. 

Durch  die  vorstehende  Substitution  nimmt  beispielsweise  das 
System  (116'  ")  die  Form  an 

+  (ar-a)m'-(y-Wn', 

y  =  iy  +  (x-y)n'  -(z  -5)  I', 

ebenso  wird  aus  (118') 

(i  — n  +  cq  —  ör, 

Ä  =  t)  -f  fl  r'  —  c  p' , 

c'  =»  c'  4-  Ä  p'  —  a  q' , 

wo  nun  a ,  e'  resp.  a',  6',  c'  die  Oeschwindigkeitskomponenten  nach 
der  augenblicklichen  Richtung  der  Axen  C  bezeichnen,  aber 
nicht  die  Differentialquotienten  von  a,  b,  e  resp.  a,  6,  c  nach  der 
Zeit|  die  ja  nach  S.  94  yerschwinden. 

Diese  Formehü  kommen  bei  der  Bestimmuug  der  lebendigen 
Kraft  W  eines  starren  Körpers,  deren  Definition  nach  (46')  lautet: 

2  V-/rfm(ir'»  +  y«+r'^,  120) 

zur  Anweiulun;;.  Der  Wert,  der  sich  iinniittelljar  diireli  Einsetzen 
der  Ausdrücke  (110')  «  r^'i^bt,  schreibt  sich  einfacher,  wenn  man 
folgende  Bezeichnungen  einführt: 

f\iy'-^f  +  >  -  3)*]      =  Z ,  /  [{z  -     +  (r  -  iY\dm  =  H , 

/      -  ?)"  +  C'/  -  dm=Z. 

Hierin  bezeichnen  ^  —  r.  // =  i]  —  l),  <!  =  l  —  ^  dl«*  Scliwer- 
punktskoordinnten  des  Kr>r))ers  in  ßezug  auf  ein  Axensystem  X,  3? 
welelies  j)arailel  zu  .V,  i  ,  /  durch  die  Stelle  5,  %  j  gelejjt  ist,  und  es 
heißen  Z,  H,  Z  die  Trägheitsmomente,  H',  Z'  <lie  Devia- 
tionsmomente des  Kr)q)ers  um  dieselben  Axen,  — Dehuitionen,  die 
man  sinngemilß  auf  beliebige  Axen  überträgt,*'^) 

Bei  Benutzung  dieser  Abkürzungen  schreibt  sich 

2V-m(s'«  +  9'«  +  n  \ 

+  2m[j  (m'r  -  Wrf)  +  9'(n'f  -  l'?)  +  a'OV  -  «!'{»)]  120") 
+  l'«=  +  m'«H  +  tt'«2  +  2m'ii'£*+  2tt'rH'+  2lVr .  J 

▼OMT,  TlMOKtiMke  Pkyiik.  7 


120) 
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Nach  der  Detiuition  (120  )  lauten  dio  Träglieite-  uud  DeTiaüous- 
momente  um  die  Axeu  X,  1\  Z  selbst 

'  1=0*«  -fi/zdmj     Ho*«  --fzxdm,    7^'  ^—fxydm. 

Das  TräfilicilsinoiiKMit  M  um  eine  heliebii^e  durch  (h  ii  Anfanjzs- 
punkt  des  Systenies  3  f;ehend('  Axe,   (leren  Iviehtung  durch 

die  Cosinus  bestimmt  ist,  aber  wird,  falls  e  den  Abstand 

des  Massenelenu  iites  <l in  von  der  Axe  bezeichnet,  nach  der  allge- 
meinen Detiuition  (120') 
120"")  M  =/e^(im 

oder  nach  Einsetzen  des  leicht  zu  erhsiltenden  Wertes  von  e 
121)  M  =  =  «o"  +  H +  2 yo"  +  2  = ' U  +  2H>o«b  +  2Z'«o A • 
Also  ist  das  Tr&gbeitsmoment  um  jede  Axe  durch  den  AnfEungspunkt 
des  Systems  durch  die  Trfigheits-  und  Deviationsmomente  um 

die  Axen  X,  %  Q  bestimmt,  und  zwar  wird  B  =  l/]/M  durch  den 
Badiusrektor  parallel  der  Drehungsaze  in  einem  gewissen  Ellipsoidy 
dem  Tr&gheitsellipsoid,  tun  denEoordinatenanfangalsCentnim  re- 
präsentiert'^ Das  Tr&gheitsmomentM  nimmt  seine  größten  und  klein- 
sten Werte  an,  wenn  die  Drehungsaze  in  eine  der  Hauptazen  des 
Ellipsoides  ftllt  Wählen  wir  diese  Haupttrftgheitsazen  m  Eoordi- 
natenaxen    By  C,  so  werden  die  hierauf  bezogenen  Deviationsmofmente 

121')   A' =-/«Z»r/w  =  0,  B'=  -/Z.c^/m  =  0,   r=  -fcadm  =  0, 

die  entspreclHMiden  Trägheitsmomente  A,  B,  T  werden  die  Haupt- 
trä^'heitsmomeute,  uud  die  Gleichung  (121)  nimmt  die  Form  an 

121")  M-AVH-BA*  +  ryo*. 

Die  Trftgheits-  und  Denationsmomente  H,  H,  Z,  s.%  H*,  Z*  um 
die  Axen  X,  {|,  3  drücken  sich  nach  ihren  Definitionen  und  bei 
Benutzung  des  Schemas  (116),  in  welchem  nur,  da  die  An&ngspunkte 
der  Systeme  Bj  C,  und  3£,  9, 3  zusammenfallen,  jetzt  =  ^  =  ^  »  0 
zu  setzen  ist,  durch  die  Haupttj^heitsmomente  A,  B,  T  folgender- 
maßen aus: 

121'")    H  =A/?,*  +  Bft*  +  rA\S  H'  =  Ar,r.,  +Br2C^2  +  rj'3«3, 
Z  =  A;v'  +  B      4.  r^gä ,  Z'  -  A  «,  f/,  +  B«,/?,  +  TaJ^ . 

Das  erste  Tripel  dieses  Systemes  er^iiebt 

i2r"o  =  +  H  +  z-  A  +  B  +  r. 

Vergleicht  man  das  Trägheitsmoment  M  um  eine  beliebige  Axe 
(z.  B.  um  eine  durch  den  willkürlichen  Koordinatenaniangspunkt)  mit 
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demjenigen  M«  um  eine  zu  ilir  parallele  durch  den  Schwerpunkt  des 
KözperSy  so  giebt  die  einfSsche  Kechniing  den  Zusammenhiuig'^) 

M-M.  +  w<i«,  122) 

worin  d  die  senkrorlito  Entfernung'  der  beiden  Axen  bezeichnet. 

Aus  VorsteheiHh'iii  tnlirt,  daß  die  Tni^'lieits-  und  Deviatious- 
nioniente  eines  Kfu*i)ers  um  belieljij^  gerichtete  und  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  .i;<'hende  Axen  bestimmt  sind  durch  seclis  Gr«»15en, 
nämlich  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  um  drei  zu  einan(h'r 
normale  Axen  durcli  den  Srhw  erpunkt  des  Körpers,  oder,  anders 
ausgedrückt,  ilurcli  die  Haiiptträgheitsmomente  für  den  Schwerjjunkt 
und  die  drei  Wiukelgrüßeii,  welche  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxen 
bestimmen. 

In  manchen  Fällen  ist  es  berpiem,  ein  Trägheitsmoment  durch 
denjenigen  Abstand  x„  von  der  bezüglichen  Axe  u  auszudrücken,  in 
welchem  die  ganze  Masse  m  des  Kiirpers  vereinigt  werden  müßtey 
um  das  gleiche  Trägheitsmoment  jyia  zu  geben,  d.  h. 

M„=mjp,«  1220 

zu  setzen;  x„  heißt  dann  der  Trägheitsradius  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Axe  ce. 

Schließlich  bemerken  wir  noch,  daß  für  Trägheitsmomente  M 
und  Deviatiousmomeute  A  die  Dimeusionalgleichung  lautet 

[M]-[A]-mP.—  122") 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Sätze  läßt  sich  nun  der  Aus- 
dnick  (120')  für  die  lebendige  Kraft  eines  starren  Körpers  noch  ver- 
einfachen. 

Ist  der  Kör])er  frei  beweglicli,  so  kann  man  ohne  Hescbränkunpf 
den  Koordinateuanfang  des  Axens^stems  ßj  C  in  den  Schwerpunkt 
legen,  also 

1  =  1,    =  fl,  i  =  f  tlaher     =  V  =  f  =  0 
und  zugleich  der  Übereinstimmung  halber 

I  =  A  ,  m  =  /u  ,  u  =  v 

setzen.  Führt  man  noch  die  resultierende  Verschiebungsgeschwindig- 
keit tü,  die  resultierende  fiotaüonsgeschwindigkeit  x'  durch  die 
Gleichungen 

|'  +  ,y'»  +  fi«a,'t,   Ä'«  +  n»'«  +     «  t'«  123) 

ein,  und  bezeicbnet  das  Trägheitsmoment  um  die  momentane  liota- 
tionsaxe  mit       so  gilt  nach  (121); 

7* 
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1 23  )  H  Ä'*  +  H  lü'  +  2  i''^  +  2  =  V    +  2      X  +  2Z'  ;i>'  =  M  r'«, 
123")  2«*'-mw'«  +  MT* 

Ist  der  Körper  um  einen  festgehaltenen  Ponkt  drehbar,  so  legt 
man  in  diesen  die  Anfangspunkte  der  beiden  Systeme  X,  Yj  Z  und 
A,BjC,  setzt  also  j:=s      sO  und  daher  j^'»  t)'=       0,  und  erhält  jetzt: 

123  ")  2^f=tA  t'\  — 

Statt  Ton  der  Formel  (120)  für  die  lebendige  Kraft  kann  man 
▼on  der  äquivalenten  ausgehen 

124)  2W^fflm  {a'  +  + 

worin  a,  b\  c  die  Geschwindigkeitskonii)()iR'nteii  iiacli  den  Richtungen 
der  Axen  ^4,  B,  C  bezeichnen.  Unter  Henutzun^^  der  Formehi  (III)') 
erhält  man  dann,  falls  man  die  Koordinaten  des  Schweqiunktes  in 
Bezug  auf  das  System  A,  B,  C  mit  a,  ß,  y,  die  Trägheits-  und  Devia- 
tionsmomente wie  froher  mit  A,  B»     A\  B',  f  bezeichnet 

f  2  V=in(o'»  +  6'«  +  c'«) 

124')  I       +2mra'((r'r-r'/9)  +  b'(r'a-p»  +  c'(p^^-q'«)] 
l       +p-A  +  q"B  +  i'2r  +  2q'r'A  +  2r  p'B'  +  2p'q'r  . 

Dieser  Ausdruck  hat  gegenüber  (120")  den  VorteU,  daB  Schweipunkts- 
koordinaten, Trfigheits-  und  Deviationsmomente  sich  während  der 
Bewegung  nicht  mit  der  Zeit  ändern;  dal^  sind  allerdings  Linear- 
und  Winkelgeschwindigkeiten  auf  mit  der  Zeit  wechselnde  Bichtungen 
bezogen.  — 

Eine  analoge  Umformung,  wie  mit  der  lebendigen  Kraft  kann 
man  auch  mit  der  virtuellen  Arbeit  iFA  äußerer  Kräfte  an  einem 
starren  Körper  vornehmen,  die  nach  (46")  definiert  ist  durch 

126)  S'A  =  :^\X,ds,  +  +  Z,dz^; 

wirken  die  Kräfte  nicht  in  endlicher  Stärke  auf  einzehie  Punkte, 
sondern  in  unendlich  geringer  auf  jedes  Volumenelement  dk,  sind  sie, 
wie  wir  sa^^en,  körperliche  Kiäfte,  so  kann  man  hierftür  schreiben 

125)  d\4  =  /  dh{XÖx  +  9  d>  +  3  «i"^). 

wo  nunmehr  X,  %  3  Volumeneinheit  hezofien  sind.  Es 

^'ilt  dann  tur  sie,  wie  ftlr  ihre  Resultierende  die  Dimensional- 
gleichung 

125")  [l^]  =  «/-2r2. 

Die  Aiiweiidunjj  der  Fornulii  (IlN)  fülirt  unter  Kücksicht  auf 
die  Definitionen  (44')  sogleich  auf  die  Beziehung 
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iTui  -  l.a'x^  +  r^S'y^  +  Z^ffz^  +  L^S'l  +  M^e^m  +  A»^«,  126) 

wo  X^f  Yq,  Zq  die  Simmien  aller  Komponenten  nach  den  festen  Axen 
Yf  Z  und  Nq  die  Summen  aller  Drehungsmomente  um 

diesdben  bezeichnen.   Ebenso  folgt  durch  Benutzung  von  (116"") 

=  Xöi  +  Yöx^  +  ZÖ^  -^Ld  i-^  Mb  m  +  -^d^n,  126) 

worin  Komponenten  und  Momente  sich  auf  die  zu  den  r,J2r  parallelen 
Axen  {|,  3  durch  den  Punkt  x^t^  y^^t  beziehen. 
Dabei  ist  flbrigenfly  wie  leicht  zu  erkennen, 

A    =  ,      }     :^     }  ^,     Z  =  Z^y 

ü-z^-j^i^  +  ii,  M^M^-^x  +  iz,  jv-ivi-ir+v-^; 

Endlich  gelangt  man,  wenn  man  in  (125)  das  Koordinatensystem  ÄyB^C 
einführt,  mit  Hilfe  Ton  (118')  auch  zu  dem  Werte 

A  =  Äd'a  +  i?^0  +  CdU  +  Prrp  +  Qifiy  H-  RS'x,  126") 

worin  A,  C  die  Komponenten,  F,  Q,  Ji  die  Momente  in  Bezug  auf 
jenes  Axensystem  bezeichnen. 

Da  die  beiden  Koordinatensysteme  X,  f),  3  und  A,  B,  C  einen 
gemeinsamen  Anfangspunkt  haben,  gilt,  wie  leicht  erkennbar,  für  die 
Beziehungen  zwischen  den  auf  beide  bezogenen  Größen  das  Schema: 


!  A 

B 

c 

'  P 

0 

7? 

A' 

L 

A 

A 

M 

Ä 

A 

A 

^1  n 

N 

n 

Haben  die  auf  alle  Punkte  des  starren  Körpers  wirkenden  Kräfte 
ein  nur  von  den  Koordinaten  abhängiges  Potential  so  daß  die  auf 
die  Volumeneinheit  bezogenen  Kräfte     %  3  gegeben  sind  durch 

^=-||.   »--H.  5=-||.  »27) 

s(t  nimmt  auch  die  negative  virtuelle  Arbeit  die  Form  einer  Varia- 
tion au  von  der  Funktion 

welche  das  Gesamtpotential  der  auf  den  Körper  ausgeübten  Wirkung 
ist  Da  aber  eine  Veränderung  der  Lage  des  starren  Körpers  nur 
durch  Parallelverschiebung  und  Drehung  zu  erzielen  ist,  so  ist  bei 
Beziehung  auf  das  System  A',  Yj  Z 
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127") 


(fl.X  +  l^.-H^eta-«. 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  olx  ii  für  (VA  erhaltenen  (126), 
so  ergiebt  sich,  daß  für  einen  Kiirper,  der  körperlichen  Kräften  unU-r- 
liegt,  welche  ein  Potential  hahcn,  die  Gesamtkumponenteu  und  Mo- 
mente, welche  er  erlahrt,  gegeben  sintl  durch 

^  ö  J-o  '   dj.'      «  ~  ~  Ö  t  ' 

T               ^'     U  ^      ^  ^      TUT  •        ^  * 
-«'0  =  -  -«0  J^y  -^0  =  -  ö  ,1  • 

(.Tleicherweise  erhält  man  hei  Beziehung  auf  dafi  System  %  ;i 
durch  Vergleichung  mit  (12(>') 


128) 


128') 


Ol  dm  o  n 


oder  bei  Anwendung  des  Systemes     B,  C  nach  (126")  auch 


1280 


p_  8  0  ^  8  0  _  8  0 
^  Tp*  ^  dq'   dt* 


§  14.  Bewegnngsgleiohimgen  und  Oloiehgewichtsbedingmigui. 
Da  die  Lage  eines  starren  Körpers  nach  dem  im  £ingang  des 
Torigen  Paragraphen  Gesagten  durch  sechs  Unabhängige  gegeben  ist, 
so  gentigen  auch  sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  seiner  Bewegung, 
wenn  dieselben  keine  weiteren  Unbekannten  enthalten.  Die  sechs 
Formehl  (43)  und  (45),  welche  die  Schwerpunkts-  und  Flächens&tze 
für  ein  Punktsystem  aussprechen  und  daher  auch  ftlr  einen  starren 
Körper  gelten,  besitzen  diese  Eigenschaft,  falls  die  inneren  Kräfte 
des  Systemes,  Uber  alle  Maßen  summiert,  verschwindrade  Komponenten- 
summen und  Drehungsmomente  ergeben.  Wir  dürfen  nach  den  auf 
S.  37  angestellten  Betrachtungen  annehmen,  daß  dies  in  Wirklich- 
keit stets  stattfindet;  denn  entweder  kann  man  die  Volumenelemente 
selbst  als  Massenpunkte  ansehen  und  daher  ihren  Wechselwirkungen 
die  Eigenschaften  beilegen,  welche  die  Vorbedingungen  ftlr  ihr  Ver- 
schwinden aus  jenen  Gleichungen  bilden,  oder  man  kann  sie  wenig- 
stens als  Punktsysteme  betrachten,  deren  einzelne  Punkte  dann 
Wechselwirkungen  yon  jenem  Charakter  liefern. 
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Indessen  kann  man  sich  auch  ohne  derartige  Überlegungen  die 
Notwendigkeit  der  Gultigk^  jener  Oleichungen  klar  machen.  Ent- 
hielten sie  nämlich,  auf  einen  starren  Körper  angewandt^  die  Kompo- 
mentensnmmen  und  Momente  der  inneren  Krfifte,  so  mOßte  derSöiper, 
wenn  er  weder  Anfangsgeschwindigkeiten,  noch  ftnßeren  Kräften  aus- 
gesetzt ist,  Ton  selbst  eine  Bewegung  beginnen.  Dies  würde  aber, 
wie  sich  unten  noch  weiter  ausgeführt  findet^  mit  der  Gleichung  der 
Energie  in  Widerspruch  treten;  denn,  in  einem  starren  Körper  ist 
die  nur  von  den  relati?en  Yerhftltnissen  des  ßystemes  abhängende 
innere  Kräftefunktion  konstant,  es  kann  sich  bei  einem  solchen  also 
die  lebendige  Kraft  nur  infolge  äußerer  Arbeit  Termehren. 

Die  Formeln  (48)  und  (45)  liefern  hiemach  unmittelbar  die 
Bewegnngsgleichungen  für  einen  starren  Körper.  Fahrt  man  in  ihnen 
die  Beziehungen  (119')  ein,  so  nehmen  sie  die  Gestalt  an: 


"^ii  U'  +       i)»»'  -(»^  -  «n')  =  A;, 


129) 


129) 


««^[(a'fl-^'0-i''(lj  +  fl9  +  S*)  +  i(Sr  +  i?m'  +  {:no] 

+     [l'5«  +  m'Zo'+n'Ho*]-^o. 

[(l'C-  a'{)  -  m'd'j  +  1?!,  -h  Ci)  +  9«!'  -H  i?m'  +  ^u')] 

"•^  [ft'l  -  j''/)  -  n'({5  + 1?!,  +  ^4)  +  a({  r  +  »r  +  ^lo] 

In  diesen  Gleichungen  sind  alle,  die  Bewegungen  etwa  be- 
schränkenden Bedingungen,  wie  das  Festhalten  eines  einzelnen  Punktes 
oder  einer  Drehungsaxe,  durch  eingeführte  Beaktionskräfte  beräck- 
sichtigt  zu  denken. 

Diese  zunächst  sich  bietende  Gestalt  der  Bewegungsgleichungen 
hat  noch  den  Übelstand,  daß  X^,  M^,  JV^,  E^,  Ho,  Z^,  sich  auf 

die  absolut  festen  Axen  beziehen,  dagegen  T,  m',  n'  auf  zu  ihnen  pa- 
rallele durch  den  Plmkt  x  y  s  9,  z  5.  Man  kann  aber  leicht 
die  nötige  Umgestaltung  erhalten,  wenn  man  benutzt,  daß  nach  den 
oben  gegebenen  Definitionen 
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129") 


Xo  =  z  4-  ^  —  j  r, . . . 

=0  =  =  +  m  (l)*  +  52  +  2()}  V  +  aO)»  •  •  • 

ist,  wobei  wie  obeo  |  —  ;  »  f ,  •  •  •  gesetzt  ist 

Zieht  man  nodi  deo  Wert  (120^^  der  lebendigen  Kraft  heran, 
der  in  denselben  Größen  ansgedrackt  ist,  so  eihAlt  man 


ISO) 


130) 


L  (1^)  4.  «  [n'  tt'  r  +  fl'  9')  -    (r  S'  +  m'  tO]  =  i^. 


Diese  Formeln  vereinfadben  sich  noch  weiter,  wenn  man,  was 
stets  zulässig,  aber  nicht  immer  vorteilhaft  ist,  für  den  Anfangspunkt 
des  Eoordinatensjstemes  B,  C  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
wählt,  also  5  a=  f ,  t)  =  ij,  j  =  ^  und  daher  |'  =  tf  =  =  0  setzt, 
wobei  man  dann  wie  Seit«  99,  auch  f,  m',  n'  mit  X',  fi,  9'  ver- 
tauschen  kann.   £[ierdurch  erhält  man  dann 


130") 
ISO"') 


dt  [dl'l 

d  ff)^ 
dt  [ök' 


y         d     /ÖVM  y         d  y 


wobei  für  W  der  Ansdmck  (12S")  zn  setzen  ist;  die  linken  Seiten 
der  drei  ersten  Qleichungen  werden  dabei  Jiaimd^^jdi^t  mtPfj/dfi, 
mtP^fd^  identisch. 

Diese  Gleichungen  Uefem  direkt  sechs  erste  Integrale  des  Be- 
wegongsproblemes,  wenn  die  X,,*,N  konstant  oder  nur  von  der 
Zeit  abhängig  sind.  Sie  sind  u.a.  brauchbar  für  die  Behandlung  der  Be- 
wegung eines  freien  Körpers  und  ergeben  hier  das  Besultat,  daß  die- 
jenigen Parameter  eines  Körpers,  welche  allein  in  die  Bewegungs- 
gleidiungen  eingehen,  seine  Masse  m  und  die  drei  Hauptträgheits- 
momente  um  den  Schwerpunkt  A,  8,  f  sind;  denn  die  £,  H, Z,  £*,  H\T 
lassen  sich,  wie  oben  gezeigt,  durch  jene  ausdrücken.  Yersdiiedene 
Körper,  welchen  gleiche  Werte  m  und  A,  B,  f  entsprechen,  welche  in 
gil^chen  AnfSemgslagen  gleiche  AnfiEuigsgeschwindigkeiten  besitzen  und 
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gleichen  äußeren  Gesamt -Komponenten  A',  i',  Z  und  -Drehungs- 
momenten L,  M,  N  unterliegen,  bewe^^en  sich  identisch.  Hierbei  sind 
als  gleiche  Lagen  und  f^'loiche  Bewegungen  diejenigen  bezeichnet,  bei 
welchen  das  Koordinatensystem  B,  C  sich  gleichmäßig  verhält.  — 
Da  zwei  auf  denselben  standen  Köqjer  ausgeübte  Kraftsysteme 
in  Bezug  auf  jede  Art  von  Bewegung  äquivalent  sind,  wenn  sie  gleiche 
Komponentensummen  A',  Y,  Z  und  gleiche  Gesamtmomente  Mf  N 
hefeni,  so  ist  auch  ein  beliebiges  Kraftsystem  Kf^  mit  einer  einzigen 
Kraft  A''  mit  den  Komponenten  X'^  Z\  die  in  emem  Punkt  x%  if\  £ 
aogreift»  dann  gleichwertig,  wenn 

j'-x,  r-r,    =  131) 

7/' ^  -   r  =  z,  z'  A''  -  X  z'  -  j/,  y  r  - y A"  =  .v  i;n') 

ist  Hieraus  tVd^'t,  daß  das  gegchcnc  Kraftsysteiu  durch  eine  Kraft 
nur  dann  ersetzbar  ist,  wenn  die  l)t-dingung 

ZX+ J  +  A'*^=  0  131") 

erfüllt  ist;  findet  dies  statt,  so  bestimmt  (131)  Größe  und  Richtung 
Ton  it*  vollständig. 

Der  Angriffspunkt  x\  y\  wird  dagegen  durch  (131*)  nicht  ▼oU- 
st&ndig  gegehen,  sondern  nur  eine  Oerade,  welche  10  enthalten 
muß;  denn  es  gelten  die  Formeln 

jr'Z  +  yÄ^+z'iV.O,  131'") 

x{y  N- ZM)  +  y  {ZL  -  XK)  +  z\XM  -  YL)  =  V-  +  + 

Dies  Resultat  sagt  ain.  daß  jode  auf  ciiieii  Punkt  wirkende  Kraft 
innerhall)  des  starren  Körj)ers  hdiehig  in  ilirer  Jüchtung  verschoben 
werden  kann,  ohne  ihre  Wirkung  zu  ändern. 

Die  Bedingung  (131")  ist  stets  erfüllt,  wenn  die  wirkenden 
Kräfte  A,,  sämtlich  paraliel  sind;  in  diesem  Fall  ist  dann  auch  A' 
den  A'^  parallel. 

Sind  die  Kräfte  A^  überdies  den  Massen  proportional,  die  auf 
die  Masseneinheit  bezogenen  Komponenten  also  konstant,  wie  dies  bei 
der  Schwerkraft  stattfindet,  so  geht  die  Richtung  der  Resultierenden  A' 
bei  jeder  Lage  des  Körpers  <IuiTh  seinen  SrhwerjMndct. 

Denn  nehmen  wir  z.  B.  die  ^Axe  den      parallel,  so  ist 

also  wird  aus  (131'") 
woraus  folgt     a  |,  y  s  f;. 
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Diese  Eigenschaft  ist  der  Onind,  aus  welchem  der  Hassemnitlel- 
punkt  auch  Schwerpunkt  genannt  wird.  — 

Die  allgemeinen  Bewegungsgleichiingen  (130)  und  (130')  lassen 
sich  leicht  auf  das  Koordinatensystem  C  transformieren,  wenn 
man  nur  bedenkt,  daß  sich  die  ^',9,5'  in  die  a'tb\c%  und  die  r,m',u' 
in  die  p',  q',  r'  ebenso  wie  Kraftkomponenten  transformieren. 

Dabei  ist  es  vorteilhaft  7^  benutzen,  daß  sich  die  AusdrOcke 
(r  J'  ^'a')  und  (I'y'  +       +  n' j),  direkt  in  («0'  +  ßb'  +  yc') 

und  {p'a'+  q'b'+  t'c')  ttberführen  lassen. 

Bedenkt  man  noch,  daß  nach  dem  Wert  (124^)  von  W 

w'-   ^'  -  « [« (^»'ö' + + ^0  -  («a' + ß^' + m] 

ist»  und  daß  noch  zwei  ähnliche  Formeln  gelten,  so  gelangt  man 
bei  BerQoksichtigung  der  Definitionen  von  p%  q',  r'  leicht  zu  folgendem 
System**): 


dt  [dt^l  ee 

'  db' 

132) 

dt  [db'l  ^  da' 

d  (dm  ,c)^ 
^  dt  [dc'l     ^  db' 

■Pw  =  ^> 

^  da'  =^  ^' 

dt  [dp')     ^  dt' 

'  di(+^  ÖC 

.d^ 
^  db'  ^ 

132; 

d  fdw\  dy^ 

dt  [dq'  )^  dp' 

^  dt'   ^  ^  du' 

"  W  = 

l  dt  [dl')      ^  dq' 

^dV 

Diese  Gleichungen  stellen  die  vScliwerpunkts-  und  Flächensätze 
in  Bczu«;  ;uif  das  bewejrliehe  Koordinatensystem  ./,  B.  C  dar.  Man 
k;mn  sie  direkt  aus  drr  HAMiLTON*sclien  Gleieliun;:  ableiten,  die, 
weil  für  einen  starren  Körper  das  innere  Potential  konstant  ist,  nach 
(lü3')  die  Form 

132")  f{dW+d'^)dt^O 

besitzt;  man  hat  hierzu  für  S*j4  den  durch  die  Variationen  i\S%  S\ 
S*p,        d*v  gegebenen  Wert  (126")  zu  benutzen  und  nach  (124*) 
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zu  setzeu,  worin  nun  die  Yiinationcii  ()a',  ...  fU'  durcli  (Va,  .  .  .  /)*r  und 
ihre  Differentialquotienten  mich  der  Zeit  auszudrücken  sind.  Es  ist 
dabei  keineswegs  ^'0'=  d  0(^1  dt  u.  s.  f.,  weil  die  Kiclituugen,  auf  welche 
sich  diese  Größen  beziehen,  mit  der  Zeit  wechseln;  der  Zusammen- 
hang ist  vielmehr  nur  zu  gewinnen,  indi-m  man  a',  . . .  r'  durch  auf 
das  feste  System  bezügliclie  Größen  ausdrückt,  diese  Werte  Tariiert 
und  in  die  Resultate  dann  Ja, ...  Öx  einführt  — 

Von  den  vorstehenden  allgemeinen  Gleichungen  machen  wir 
nun  Anwendungen  auf  speziellere  Fälle.  Ist  der  starre  Körper  um 
einen  festen  Punkt  drehbar,  so  legt  man  in  diesen  i)assend  den 
Anfangspunkt  sowohl  des  festen  Systemes  V,  }',  als  des  beweglichen 
^,  ^,  3  resp.  A,  B,  C,  setzt  also  in  (13U)  und  (130),  ^  was  «/^betrifft, 
selbstverstÄndlich  erst  nach  ausgeführter  Differentiation  — ,  y'  =  ^'  =«  = 0. 
Wird  von  einer  Reibung  an  der  Befestignngsstelle  abgesehen,  so 
bewirkt  die  Befestigung  nur  Beaktionskomponenten  nnd  keine  Mo- 
mente; Ton  den  Gleichungen 

wK-)=-.  ^K>->  ^33) 

^m=^'  '33) 

sind  also  die  letzten  drei  Ton  Reaktionen  frei  und  als  die  eigent- 
lichen Bewegongsgleichungen  zu  bezeichnen.  In  ihnen  kann  man 
f&r  W  nach  (120")  spezieller  setzen 

2  V- =  r«  +  Hm'»+Zn'*  +  2  £'mV  +  2H'ii'r  +  2Z'rm'.  188") 

Die  Gleichungfu  (133')  sind  mit  dem  System  (130'")  lormal 
identisch;  die  Rotation  eines  frei  bewefclicluMi  Körpers  um  stint'u 
Schwerpunkt  findet  also  ebenso  statt,  als  wenn  der  Köq)er  in  dem- 
selben unterstützt  un<l  den  gleichen  Kräften  und  Anfangsgeschwindig- 
keiten ausgesetzt  wilre."^) 

Die  Formeln  (132'),  nehmen  in  unserem  Falle  wegen  a'"»  b'=  c'=  0 
die  Gestalt  an 

d       V\       ,  Ö  V        ,  p  \ 

It  \dp'l      ^    dx'  "  ^  Tq'" 

-dt  (         +  '   er  -  P         -  «»  ) 

worin  für  W  die  aus  (124')  folgende  sjjtzielU^  Form 

2    «       +  Bq  »  +  fr  *  +  2A'q'r'  +  2BVp'  +  2r>'q'  133"") 
gesetzt  werden  kann. 
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Legt  man  die  Axen  A,  B,  C  in  die  Haiipttriiglieitsaxeii  diircli 
den  festen  Punkt,  so  sind  die  Deviationsmomeute  A  ==  B  ==  r'  =  0 
luid  das  vorstelieude  System  reduziert  sich  auf'*) 


184) 


A^'  +  (r-B)qY«P, 
B^'  +  (A-r)r^<)'-e, 
r^  +  (B-A)pV-Ä. 


dt 

Von  besonderem  Interesse  ist  der,  allerdings  nur  unter  der  Vor- 
aussetzung, daß  zwei  von  den  A,  B,  f  einander  gleicli  dnd,  durch- 
führbare Fall,  daß  als  einzige  äußere  Kraft  die  Scliwere  wirkf ) 
Dann  ist,  falls  man  die  ^-Axe  vertikal  nach  unten  legt,  das  Ge- 
>^icht  des  Körpers  mit  G  bezeichnet  nnd  wieder  unter  a,  y  die 
Koordinaten  des  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  das  System  B,  C 
der  Hauptträgheitsazen  yersteht» 

134')  P^G{ßrs-ry-^  Q  =  0{rr,-f^y,\  G{f,r,-ßr,)- 

Liegt  spezielk-r  der  8cliwerpimkt  auf  der  6-Koordinateaaxe  im  Ab- 
stand s  vom  Drehpunkt,  so  ist  a  =  ß  —  0,  y  =  «,  also 

134")  P^-Gt/tf  C  =  -B«=0. 

Die  allgemeine  HAHiLTONsohe  Gleichung  (132")  nimmt  hier  die 
Gestalt  an 

h 

134")  /(^y+ff*^yJ-0, 

worin  für  W  der  Wert  (183'"')  zu  setzen  ist  — 

Ist  der  Körper  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  wählen  wir 
diese  zur  Und  C-Axe  und  haben  demgemäß  in  den  Gleidhungen 
(130)  und  (130  )  sowohl  9',  5'  als  m'  und  V  gleich  Null  zu  setzen; 
hieraus  folgt,  daß  man  in  dem  ersten  Tripel  von  dem  Wert  (120") 
fbr  2     nur  das  Glied  2n'(|'t)'-  if^),  in  dem  letzten  nur 

Zn'24-  2m'n'  =  '+  2rn'H' 
zu  berücksichtigen  braucht. 
Man  erhält  demgemäß 

Hierin  enthalten  X,         Ly  M  Reaktionen,  welche  die  feste  Axe 
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auf  den  Körper  ausübt,  N  dagegen,  wenn  Yon  Axenreibung  ab- 
gesehen wird,  nicht;  für  die  Bewegung  ist  somit  nur  die  letzte 
Gh'ichung  maßgebend,  welche,  da  das  Trägheitsmoment  um  die 
Z-Axe  bei  der  Rotation  um  diese  nicht  yariiert,  durcli  Einfülirung  des 
Ton  einer  beliebigen  Anfangslage  aus  gerechneten  Drehungswinkels  x 
die  Form  gewinnt 

2     =  ir.  1861 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  daß  das  Drehungs- 
moment  N  dem  Drehungswinkel  x  proportional  ist,  wo  dann  die 
letzte  Formel  auf  die  Gestalt 

Z      -  -  Dg  186") 

gebracht  werden  kanu.  Ist  U  positiv,  so  tritt  eine  Oscillation 
mit  der  Periode 

ein,  deren  Beobaehtnng  bei  bekanntem  J)  znr  ezperimenteUi»i  Be- 
stimmung von  Z,  bei  bekanntem  Z  anir  Bestimmung  ▼on  J)  dienen 
kann. 

Bei  negativem  i>  tritt  eine  Rotation  mit  immer  beschleunigter, 
bei  Terschwiudendem  eine  solche  mit  konstanter  G^esohwindigkeit  ein. 

liegt  die  Drehungsaxe  horizontal,  und  ist  jY  das  von  der  Schwere 
auf  den  starren  Körper  ausgeübte  Moment,  also  gleich  —  Ostia Xf 
worin  G  und  s  die  frühere  Bedeutung  haben  und  x  Winkel 
zwischen  $  und  dem  nach  unten  gerichteten  Lot  bezeichnet,  so  liefert 
die  Formel  (185')  die  Theorie  des  zusammengesetzten  Pendels,  dessen 
Schwingungsdauer  sich  äußerst  scharf  bestimmen  und  zur  Berechnung 
der  Schwerekonstanten  ^  benutzen  läßt'*)  — 

Die  ersten  fünf  Gleichungen  (135)  geben  interessante  Au&chlttsse 
auch  Uber  die  Bewegung  freier,  sowie  nur  in  einem  Punkte  unter* 
stiltzter  Körper,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  in  den  I^en,  wo 
die  Beaktionen  v«r8chwinden,  der  Körper  die  Torgeschriebene  Be- 
wegung auch  ohne  die  betreffende  üntersttttzung  ausführt 

Ist  die  C^Axe  eine  Haupttrftgheitsaxe  des  Körpers,  so  ist  wegen 
y,  —  1  und  ;  j  =y^  =  a^  =  ß^^O  nach  (121" )  ='  und  H*  gleich 
Null,  also  nach  der  vierten  und  fünften  Gleichung  (135)  auch  L  und 
M,  W*irken  keine  äußeren  Krilfte,  so  sind  Z  und  M  mit  den  Be- 
aktionsmomenten  der  Befestigung  identisch,  diese  verschwinden  daher 
unter  der  gemachten  Annahme  gleichfalls.   Es  geuügt  in  diesem 
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Falle  also,  den  Körper  in  dem  beliebi^'cn.  zum  Koordinatenanfauc 
gewählten  Punkte  der  6-Axe  zu  unterstützen,  um  die  Rotation  um 
dieselbe  mit  konstanter  Geselnvindij;keit  dauernd  zu  erhalten.  Wegen 
dieser  Eigenschaft  lieißen  die  Hauptträgheitsaxen  durch  einen  be- 
liebigen J*unkt  des  starren  Körpers  die  ihm  entsprechenden  perma- 
n  e  n  t  e  n  1 )  r  e  h  u  n  g  s  a  x  e  n. 

Geht  die  C-Axe  überdies  durch  den  Schwer])uiikt  des  Kcirpei's, 
so  ist  ^  und  //  dauernd  Null  und  gleiches  gilt  nach  den  beiden  ersten 
Gleichungen  (135)  von  A'  und  ),  also,  wenn  äußere  Kräfte  nicht 
wirken,  auch  von  allen  Keaktionskomimnenten,  Hier  ist  also  gar  keine 
Unterstützung  n<)tig,  um  die  Rotation  um  die  C-Axe  gleiclifJirmig  zu 
erhalten.  Die  Haui)tträgheitsaxen  durch  den  Sclnverj)unkt  heißen 
deshalb  die  luitürlicbeu  Drehuugsaxeu  eines  freien  starren 
Köri)ers.  — 

Wir  wollen  schließlich  aus  den  allgemeinen  Formeln  (130).  in 
denen,  wie  oben  gesagt,  alle,  die  Bewegungsfreiheit  einschränkenden 
Umstände  durch  Keaktionskräfte  ausgedrückt  zu  denken  sind,  die 
Bedingung  dafür  ableiten,  daß  ein  staiTcr  Körjjer  als  ein  materieller 
Punkt  zu  l)etrachUMi  ist,  oder  anders  ausgedrückt,  dafür,  daß  seine 
Schwerpunktsbewegung  von  seiner  Gestalt,  Massenverteilung  und 
Orientierung  unabhängig  ist.  Die  Gleichungen  (130)  beantworten  die 
Frage  dahin,  daß  hierzu  die  Komponentcnsunimen  X,  Y,  Z,  welche 
sowohl  über  die  direkt  gegebenen  als  über  die  Reaktionskräft^  zu 
erstrecken  sind,  ausschließlich  von  dem  Verhalten  des  Schwer- 
punktes des  K(>rpers  abhängig  sein  müssen. 

Die  ersteren  Kräfte  liefern  im  allgemeinen  dann  von  anderen 
l'mständen  abhängige  Gesamtkompojitnten,  wenn  sie  nach  Größe 
und  R'iciitung  Funktionen  des  Ortes  und  der  Geschwindigkeit  ihres 
Angritfsi)unktes  sind.  Stetige  Veränderliclikeit  vorausgesetzt,  läßt  sich 
lüer  aber  immer  durch  Verkleinerung  der  Dimensionen  des  Körpers  ein 
Zustand  erreichen,  wo  diese  Abhängigkeit  innerhalb  einer  festgesetzten 
Grenze  bleibt,  d.  h.  analytisch  ausgedrückt,  wo  bei  Entwickelung 
der  Komponentensummen  nach  tlen  Koordniaten  relativ  zum  Schwer- 
punkt des  KöriH  Ts  die  folgenden  Glieder  neben  dem  ersten,  innerhall» 
des  Kitrpers  konstanten  vernachlässigt  werden  kiunien.  Es  werden 
dann  die  Kom|»onentensummen  nur  Funktionen  von  dem  Verhalten 
des  Schwerpunktes,  un<l  damit  wird  derKTtrper  zum  materiellen  Punkt. 

Ein  Beispiel  für  das  entgegengesetzte  Verhalten  liefern  solche 
Reaktionskräfte,  deren  Komponenten  sich  niclit  mit  alleiniger  Hilfe 
der  1 'edingungsLrleichung.  auf  Grund  welcher  sie  eingeführt  sind, 
bestimmen  lassen,  sondern  auch  in  den  Fiächensätzen  (130)  auf- 
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treten,  also  von  der  KotAtioii  des  Körpers  al)liängen.  Dies  findet 
z.  B.  bei  dem  Rollen  eines  Körpers  auf  einer  mit  jrleitendcr  Rei- 
bung bebafteten  Unterlage  statt.  Hier  wird  also  aueb  bei  l)inn"nsioiien, 
die  gegen  alle  sonst  in  Betraclit  kommenden  unendlicb  klein  sind, 
der  Kiirpcr  niemals  als  ein  materieller  Punkt  zu  bctracbten  sein.  — 
Setzt  man  in  dem  System  der  l^fwcguiigsgleieiiiingen  (130)  und 
(130')  die  sämtlicben  Gesebwindigkcitc  ii  gleicb  Null,  so  werden  die 
linken  Seiten  aller  Gleicbungen  bomogeu  linear  in  den  seebs  Be- 
scbleunigungen  d ^  j  d  t,  d \)  /  d t,  d ^'  j  dt,  d  ['  I  d t,  d  m'  j  dt,  d  n'  /  d t. 
Hieraus  folgt,  daß  diese  Bescbleunigungen  gleicbzeitig  nur  dann  ver- 
scbwinden  können,  wenn  die  auf  den  reebten  Seiten  jen^T  Gleicbungen 
stellenden  Kom})onenten-  und  Momentensummen  veiNcbwinden.  Da 
nun  die  Kom})onenten-  und  Monu'utensumnu'n  in  Bezug  auf  beliebige 
reebtw inkelige  Axen  nacb  dem  oben  eiitwickeltrn  bomogene  lineare 
Funktionen  von  den  dort  auftretenden  sind,  so  t  rgiebt  sieli  als  not- 
wendige und  binreii'bende  Bedingung  des  Gleichgewichtes,  daß  iu 
Bezug  auf  ein  hehebiges  Axensystem ") 

x= }  =,^  =  x  =  i^=iV^=o  136) 

sein  muß.  Dabei  sindy  wie  oben,  Bedingungen,  welche  die  Beweglich- 
keit des  Körpers  Termindem,  durch  geeignete  Beaktionskrafte  aus- 
gedrückt zu  denken.  Die  Formeln  (186)  bilden  die  Grundlage  der 
gesamten  Statik  starrer  Eörpef. 

Wir  knttpfen  hieran  eine  Bemerkung  Uber  die  inneren  Krftfte 
eines  starren  Körpers. 

Wären  die  Momenten-  und  Komponentensummen  der  inneren 
Kräfte  nicht  gleich  Null,  so  wttrden  im  Zustand  der  Ruhe  und  bei 
Terschwindenden  äußeren  KriUten  die  Beschleunigungen  df /dtf 
dxfldty  dijdt,  dXjdt,  dm'jdt,  dn'ldt  nicht  gleich  NuU  sein, 
es  würde  ako  auch  nach  (120")  die  lebendiige  Kraft  zunehmen.  Hierin 
würde,  wie  schon  auf  S.  108  herrorgehoben  ist,  ein  Widerspruch  mit 
der  Energiegleichung  liegen.  — 

Nach  den  Entwickelungen  auf  S.  79  und  80  kann  man  die 
sämtlichen  Bedingungen  des  Oleichgewichtes  durch  die  einzige  Formel 

^•^«0  187) 

umfassen,  wo  Ö'^-i  die  Arbeit  der  äußeren  Krid'te  l)ei  eijier  virtuellen 
Verrückung  bezeichnet.  Fübrt  man  die  Bedingungen,  denen  die  Be- 
weglichkeit des  starren  Kitrpers  unterliegt,  nacb  der  Metbode  von 
Lagrange  ein,  so  kann  man  jedes  iSystem  von  Vei-schiebungen  Ay, 
fVti,  ()' ^  und  von  Dreliungen  d'\,  rYm,  fYu  als  virtuell  betracbten  und 
gelaugt  hierdurch  zu  Bedingungen,  welche  mit  (136)  äquivalent  sind. 
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Haben  die  äußeren  Kräi'te  eiu  Poteutiai  so  ergiebt  die 
Formel  (137) 

137)  <)a>  =  o, 

und  da,  wenn  kein  Gleichgewicht  Torhanden  ist,  beim  Beginn  der 
Bewegung  aus  der  Ruhe  nach  (98') 

137")  d(p<{) 

ist,  so  ist  nach  den  Betrachtungen  auf  S.  28  die  Bedingung  (137) 
äquivalent  damit,  daß  im  Fall  stabilen  Gleichgewichtes  0  ein  Mini- 
mum, in  demjenigen  labilen  Gleichgewichtes  0  ein  Maximum  ist  — 

Die  Beobachtung  der  Gleichgewichtslage  eines  um  eine  feste 
Aze,  sagen  wir  die  C-  resp.  Z-Axe,  drehbaren  Körpers  wird  in  der 
Praxis  bei  der  sogenannten  Dreh  wage  zur  Messung  tou  Drehungs- 
momenten benutzt 

Sei  y{x)  ^üi  in  seiner  Ahhfiagigkeit  vom  Drehungswinkel  r  be- 
kanntes Moment,  so  nimmt  der  Kdrper  bei  dessen  alleiniger  Ein- 
wirkung eine  Ruhelage  ein,  gegeben  durch 

iV(/o)  -  0 . 

Wird  jetzt  außer  N  noch  ein  zweites  Moment  ausgeübt,  und  ruht 
der  Körper  nun  in  emer  durch  Xi  gegebenen  Lage,  so  muß 

sein,  und  diese  Beziehung  drückt  ^  durch  bekannte  Größen  aus. 

Das  bekannte  Drehungsmoment  A  wird  in  der  Praxis  entweder 
durch  Aufhängung  des  Körpers  an  einem  Draht  oder  an  zwei  sehr 
dUnnen  nahezu  widerstandslosen  Fäden  herrorgebracht 

Rührt  das  zu  messende  Moment  IP  von  euier  einzigen  Kraft 
K*  her,  deren  Angriffspunkt  im  Abstand  h  von  der  Drehungsase 
liegt)  und  steht  normal  zur  Axe  und  zu  A,  so  ist  iV* «  A  K\  wo 
h  der  Hebelarm  der  Kraft  heißt  In  diesem  Falle  liefert  die  Be- 
stimmung Ton  IT  zugleich  die  von  K\ 

Bei  der  gewöhnlichen  Wage  geschieht  die  Messung  TOn  Krftften 
dadurch,  daß  man  neben  einem  unbekannten  Moment  ^{x)  zwei  zu 
vergleichende  und  anbringt;  diese  sind  entgegengesetzt  gleich, 
wenn  die  Ruhelage  des  starren  Körpers  dieselbe  ist,  wie  bei  alleiniger 
Einwirkung  von  Nix)-  Die  Momente  ^\  und  JV^  werden  durdi  die 
Gewichte  und  6^,  von  Massen  und  m,  geliefert,  die  an  glei- 
chen Hebelarmen  angreifen;  Gleichheit  von  N^  und  jV,  bedingt  also 
die  von  Crj  und  (r,,  oder  w^;en  G^^nij^g  auch  die  von  und  m,. 
Hierauf  beruht  die  Bestimmung  von  Ma^n  mittels  der  Wage. 
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I  16.  KooMmtiTe  WeohMlwirlniiiseii  iwiiohan  iterraB 

Körpern. 

Nach  der  Definition  (12^')  ist  die  Tirtuelle  Arbeit  der  Wechsel- 
wirkung zweier  Körper  mj^  und  m,^ 

+ <>   +  i'jkfc  ö   + ^kk  (fCk+ J^kk     + j^4ä  ^>k + ^kk  J 

worin  die  Xj,it  •  • .  >  X^k  •  •  •  die  Komponrateni  die  •  •  •  >  •^t  •  •  • 
die  Momente  der  Wechselwirkungen,  . , . ,  . . .  die  Verschiebungen 
der  Schwerpunkte  parallel  den  festen  Azen  X,  Y^Z^  und  d'iU***> 
^Ajk...  die  Drehungen  um  Parallele  zu  diesen  Axen  durch  die  be- 
züglichen Schwerpunkte  bezeichnen. 

Wir  wollen  untersuchen ,  welche  Bedingungen  die  Kräfte  und 
Momente  erfüllen  mttssen,  damit  H^A^  »  —  J^»»  d.  h.  die  voll- 
ständige Variation  einer  nur  yon  der  relativen  Lage  abh&ngigen 
Funktion       —  ist 

Das  Problem  hat  eine  ganz  spezielle  physikalische  Bedeutung, 
weil  die  Wechselwirkungen  zwischen  den  Molekülen  fester  Körper 
aller  Wahrscheinlichkeit  nach  zu  der  allgemeineren  Art  gehören,  auf 
die  uns  die  Betrachtung  der  starren  Körper  geführt  hat»  so  daß  näm- 
lich das  eine  Molekül  auf  das  andere  nicht  nur  Komponenten,  son- 
dern auch  Drehungsmomente  ausübt  DaB  dabei  trotz  aller  Ver- 
änderungen, welche  durch  die  relative  Bewegung  der  Atome  eines 
Moleküls  bewirkt  werden,  gewisse  Richtungen  dauernd  ausgezeichnete 
bleiben,  zeigt  das  Verhalten  der  Kr}'8talle. 

Die  relative  Lage  der  beiden  Körper  und  ist  durch  sechs 
Variable  vollständig  bestimmt,  z.  B.  durch  den  Abstand  E^^u,  ihrer 
Schwerpunkte  und  die  fünf  Winkel,  weldie  die  Orientierung  zweier 
in  den  Körpern  festen  Axensysteme  A^,  B,,,  C\  und  J^j  ß^y  g^'g**^- 
einander  und  gegen  die  Richtung  von  E  festlegen.  Es  handelt  sich 
darum,  ^^f^,,  auf  eine  solche  Form  zu  Id  iiijU'i'ii,  (hiß  darin,  statt  der  in 
(138)  enthaltenen  zw^Hf.  nur  seclis  voneinander  unahhängige  Varia- 
tionen auftreten.  Dazu  henutzen  wir,  daß  hei  Variationen, 
wrlche  die  relative  Lage  der  heiden  Körjx'r  m,,  und  nik  niclit  ändern, 
verschwinden  muß,  und  demgemäß  (p,,^  sich  dabei  nicht  ändern  darf. 

Eine  gemeinsame  Verscliiebung  ä  a  von  w/,  und  toj^  ist  durch  - 

^f*«*^6k»  ^iÄ"^£lk» 
YOMT,  TbMNtltdM  VkpKL  8 
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gegeben;  soll  für  beliebige Kiclitung  und  Größe  vou  da  stets  ifAttu  =  0 
sein,  so  muß  gelten 

isso         X,,  +  J,,  =  r,,  +     =     +  ^A-.  =  0 . 

Eine  gemeinsame  Drehung  ^  r  um  eine  beliebige  Axe  durch 
den  willkürlichen  Anfangspunkt  des  Systemes  X,  Y^Z  iai  ebenso  ge> 

geben  durch 

^i»«ökd>-i;*^v,  svt=^iud'v-c^ä'x,  ö^^fi^n^-k^fi, 
a'Aftss^ats^x,  ^r^j^»a*^sd>, 

Sollen  diese  Werte  eben&lls  duiuu  >a  NuU  macken,  so  moB 
gelton: 

+      +  ^k^k  —  ^tfikft  0, 
138")  }  Muk  +  ^kh  +  Xy^jk —  ^»fek»  =»  0, 

worin  die  relativen  Koordinaten 

|ä  —  £*  =  ikkt  »;*  —  %  =       fik  —  fik  =  {»» 

gesetzt  sind. 

Aus  den  Formeln  (138")  folgt  unter  anderem,  daß,  wenn  die 
Rpsultanti'  der  Wechselwirkung  zwischen  v},,  nnd  mit  iler  Vcr- 
bindungsUnic  Ef^^,  ihrer  Schwerpunkte  parallel  ist,  die  Drehungsmomente, 
welche  m^,  und  m,^  um  parallele  Axcn  erfahreBi  entgegengesetzt  gleich 
sind,  und  dasselbe  gilt  umgekehrt. 

Sind  speziell  die  Körjjer  m,,  nnd  in^,  id<'ntisch  und  symmetrisch 
gegen  eine  Ebene  gelegen,  so  muß  nach  Symmetrie  das  Moment  um 
die  Normale  zu  dieser  Ebene  verschwinden,  dagegen  das  Moment  um 
jede  Axe,  die  jener  Ebene  parallel  ist,  für  und  mi  gleich  groß 
und  entgegengesetzt  gerichtet  sein;  hieraus  folgt  nach  (138"),  daß 
die  Resultante  der  Wechselwirkung  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Schwerpunkte  parallel  sein  muß. 

Sind  dagegen  die  Körper  identisch  und  mit  allen  entsprechenden 
Axen  einander  ])arallely  BO  mtlssen  nach  Symmetrie  die  Momente  um 
parallele  Axen  für  m/^  und  gleiche  Große  und  gleiches  Vor- 
zeichen besitzen. 

Die  Benutzung  Ton  (138")  ergieht 
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Diese  Formel  läßt  ^'u^a*  in  tler  That  nur  von  sechs  Aggregaten 
der  zwölf  Variationen  abhängig  ersclieinen,  die  man  dnrch  Ver- 
gleichung  mit  den  Formeln  (116"")  geonietriseh  deuten  kann. 

Existiert  ein  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  r/i;,  und 
THk,  80  kann  man  nach  (138"')  wegen  S'Auk  =  —  ^  ^Ihk  die  Kompo- 
nenten und  Momente  auf  folgende  Weise  hestinnnen. 

Man  unterwirft  beide  Körper  behebigen  Verschiebungen  und 
Drehungen,  die  nur  der  Bednigung  genügen,  daß 


Ans  diesen  Werten  folgen  mit  Hilfe  Ton  (ISS')  und  (138")  alle  ge- 
suchten Größen;  es  folgen  aus  ihnen  auch  durch  Elimination  von 
H>t,u  die  Bedingungen,  denen  die  Komponenten  und  Momente  zu  ge- 
nügen haben,  damit  ein  Potential  der  Wechselwirkung  existiert  — 

Eine  durch  Symmetrie  ausgezeichnete  Darstellung  für  die  Arbeit 
der  Wechselvkirkung  zwiflchen  zwei  Körpern  erhält  man  durch  die 
Überlegung,  daß,  wenn  man  durch  den  Anfangspunkt  des  absolut 
festen  Koordinatensystemes  zwei  Axensysteme  AI,  6/.  resp.  ^4^, 
ßki  ^"k  legt,  welche  bei  allen  Bewegungen  der  Körper  und 
je  den  drei  in  diesen  festgelegten  Axensystemen  A^^  £h,  Q,  res]). 
Aiij  Bjty  Cfc,  z.  B.  den  Hauptträgheitsaxen  durch  die  bezüglichen 
Schwerpunkte,  parallel  bleiben,  dann  die  relative  Lage  der  beiden 
Schwerpunkte  durch  die  zwei  Systeme  relativer  Koordinaten  a,,k,  b,,,,,  r,.jt 
und  ajt/,,  Äjt/,,  t'A,,,  von  denen  das  erste  sich  auf  die  Axeu  Ä^,  LI, 
das  letzte  auf  die  Axeu  Ai,        ('i  bezieht,  vollständig  bestimmt  ist. 

Es  muß  demgemäß  möglich  sein,  d^u^^k  i^u^  <li^'  Form  zu  bringen 


der  relativen  Koordinaten  und  die 

■^hkt  •  •  •  2U  bestimmende  Funk- 
tionen sind. 

Um  letztere  zu  linden,  geht  man  am  besten  von  der  gesuchten 

8* 


ist;  dann  bestehen  die  Beziehungen 


138"") 
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Forin  (130)  mis  und  Itringt  sie  durch  Koordiuateutxausformatiou  auf 
die  priiniirc  Gestalt  (138). 

Bc/cicliiiet  man  dm  An<lrniii<(  von  0/,^,  .  .  .  durch  bloße  Ver- 
scliii'buii^'  mit  (fa^k^  und  (He  Drciiun^'swinkel  des  Körpers  m^^  um  die 
Axeu  Jf^f  Bf^y  Cf^  mit  d'pf^y  ifq^^^  d^r^,  so  wird 

und  ^anz  analu<^o  Fornu  In  Iblgeu  tur  d  ojk^i  •  •  •  durch  Vertauschuug 
You  h  mit  k  und  umgikchi-t. 

(Tohk^  ^hkf  ^c/,k  sind  dalx'i  ersichtlich  die  Komponenten  der- 
selben relativen  Verschiebung  von  m^^  gegen  m^.  nach  den  Axen  Jj^ 
B'h^  Ch,  deren  Komponenten  nach  X,  i  ,  Z  mit  ^  ^a*,  d  fjhki  ^sfc* 
zeichnet  sind.  Faßt  man  also  ///Ii,  ^/!jt>  (^U  als  Komponenten  eines 
Vektors  A'^  nach  7/^,,  auf  und  bezeiclinet  dessen  Komponenten 
nach  X,  Y,  Z  mit  2^  1]^  ^j^,  so  ist  ersichtlich 

139")  4:»  ^'a**  +  BU ^hu  +  CLk  S'cf.u  =  X»  ^fe»  + 1;  ^ ij„  +  ^»  &». 

Ferner  stehen  die  Komponenten  ä'p^j  d'g^y  d'r^  der  Drehung 
des  Körpers  m,^  um  die  Axen  y/^,  7/^,  6'^  in  analoger  Beziehung  sa 
den  Dr^ungen  d*A^,  d'fi^,  d'v^  um  ParaÜele  zu  X,  Y,  Zj  und  dem- 
gem&ß  erhält  man  leicht 

Daliei  bestellt  ebenso,  wie  zwisclit  ii  den  resp.  Vei's<-liit'l)ungs-  und 
Drehungskomponenten,  ancb  zwischen  den  Komponenten  ///a«  ^/.*» 
6*,.«:  und  A^,  ein  iSystem  linearer  Gleichuugeu  mit  den  Kou- 

staiiteu 

■^kk     J^kk  ^kk 


139"") 

Yk 


Oj^  «,* 

A*  A*  A* 
^*  V  /i*  y»* 

worin  die  c^,  y*"  die  Richtungscosinus  des  Systems  A|^y  B^^,  (\ 
gegen  das  System  X,  JT,  bezeichnen. 

Stellt  man  die  entspredienden  Formeln  nun  auch  für  die  Glieder 
mit  den  Indices  kh  auf,  so  erhält  man  schließlich,  da  l^j^  ^  &  —  &r 
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Die  VergleichuDg  mit  (138)  ergiebt 


140) 


140') 


dies  Wertsystem  erfüllt  die  Bedinf^ungen  (138')  und  (138)  identisch, 
rechtfertigt  somit  auch  indirekt  den  gemachten  Ansatz  (139). 

Die  vorstehenden  Formeln  gestiitten,  wenn  8' ^f,^  in  der  Yoraus- 
gesetzten  Gestalt  erhalten  ist  —  etwa  durch  ein  Potential  welches 
in  den  b^^^  ,  nnd  a^j^  h^^^  c^^  ausgedrückt  ist  —  aus  den  .'//Ijt, .  •  • 
und  Alh-,  •  •  •  die  Komponenten  und  Momente  der  Wechselwirkungen 
zu  berechnen  nnd  ebenso  das  umgekehrte  Prol)lem,  wenngleich  minder 
einfach,  zu  bcdiandeln.  Tn  dem  Falle,  daß  die  Ki)rper  identiscli  und 
parallel  gelegen  sind,  also  =  X^ä,  M^k  ^  ^fuh,  ^kk'^'^kh  ist, 
wird  ==  —  Afc,  }\  =  —  J^,  Zf^=  —  Z^  und  Ajtj^  , .  ♦  wie  Alj,, .  •  • 
nehmen  direkt  die  Bedeutung  der  Hälfte  der  Komponenten  Jf,,,^ . , , 
resp.  ^jkjk, . .  .  der  au^^geübten  Kräfte  nach  den  Axen  Jk,  Bht  (h!  All, 
die  ja  nun  mit  .1^',  i);ir.illel  sind. 

Die  Torstehenden  Formeln  führen  dann  auf 


iFji  «  Jhk  (>  akk  +  Bhu  ^  bsk  +  C^k  S c^u 

^*»--d^^;:'  ^""-«^7' 


140") 


Kin  selir  allgemeiner  und  wiclitifrer  Fall  der  Wechselwirkung 
zwisclioii  zwei  Kör])em  und  jn^  ist  der,  daß  (he  oinz(>lnf'n  Raum- 
olemente  heider  als  materielle  Punkte  hetraehtet  werden  ki'uinen,  also 
körperliche  Kräfte  auleiiiaiidrr  ;insül)en.  die  den  wirkenden  Massen 
proportional  und  im  iilirii^en  nur  Funktionen  der  wechselseitigen 
Entfernung  sind,  demt^einiiB  nach  8.  41  jedenfalls  ein  P^lenientar- 
potential  von  der  Form  I'\r^.^)  <I dni^  hesitzen.  Hier  nimmt  dann 
das  Potential  der  gesamtüu  \\  echselwirkung  die  Form 

an. 

Anch  die  Teile  eines  und  desselben  Körpers  i'iben  aufeinander 
Wirkungen,  welciie  ein  Gesamtpotential  liefern;  schreibt  man  dasselbe 
aber  als  ein  Doppeiiutegral  in  der  Form  (141),  so  ist  der  Faktor  7, 
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beizufilgen,  weil  bei  dieser  Darstelluiij;  jede  Kombination  von  zwei 
Massenelemeiiteii  zweimal  IxTücksiclitigt  ist.  Bezeicbnen  daber  d  m 
und  dm  P^lemente  dessel))ea  Körpers,  80  erhält  mau  fUr  sein 
Potential  auf  sich  selbst 

UV)  ^\ffdmdn{ F{r) . 

0  resp.  ([y  lassen  sieb  nur  in  wenif^en  FiiHen  in  peschlossener 
Form  berecbnen,  docli  bieten  mitunter  aucb  Keibenentwicke- 
lungen  anscbaulicbe  Kesultati*.  So  z.  H.  in  dem  wicbtigen  Falle, 
daß  die  Gestalten  beider  Körper  Ix'liehig,  aber  ibre  Dimensionen 
sebr  klein  gegen  ibre  Entfernung  sind,  so  daß  man/'(rj3)  nacb  Po- 
tenzen der  Koordinaten  (x,  —  {t/^  —  (Zj  —  resp.  (r^  •—  |,), 
(^3  —  '/a)'  ('2  ~  ^2)  MasseneU  inente  dm^  resp.  dm^  relativ  zu  den 
beiden  Schwerpunkten  entwickeln  kann. 

Wir  wollen  zunäeljst  nur  wegen  x^,  y^,  z.,  t  ntwickeln,  also  die 
Wecbselwirkung  zwisclicii  einem  Klement  dm^   und  dem  K()q)er 
berecbnen.   Versteht  man  unter  e  die  Entfernung  des  Schwerpunktes 
^2»  '^3'  ^2         dm^,  so  erhält  man  ))ei  Beschränkung  auf  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  und  bei  liücksicht  auf  die  Delinitionen  (120') 

dies  lidJt  sich,  wenn  M,  das  Trilgbeitsmoment  des  Körpers 
die  Richtung  von  e  bezeichnet^  nach  (121)  auch  schreiben 


141) 


Beschränkt  man  sieb  auf  dit'sell)e  Annäherung  in  Bezug  auf 
den  K(»r})er      ,  so  betrifft  die  Entwickelung  in  Bezug  auf     ,  Vj  >  -j 
in  (141')  nur  djus  erste  Glied,  und  man  erbält  ohne  Recbnung.  wenn 
man  gleichzeitig  durch  (121"")  die  Hauptträgheitsmomente  einfUhrti 


141") 


-i(^i^-r4^-^)KM.-i-»,M,). 
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Hierin  bezeichnet  E  die  Entfernunj^  der  Sehwerpiinkte  und  Mj 
IWp.  Mg  das  ^rrägheitsmoinent  von      res}),      um  die  Richtung  von  K. 

Die  ersten  beiden  GHeder  dieser  Formel  sind  Funktionen  von 
E  allein,  das  letzte  enthält  außerdem  noch  seine  Kichtungscosinus 
gegen  die  absolut  festen  Axen.  Indessen  ist  die  letztere  Abhängig- 
keit natürlich  nur  scheinbar  Yorhanden. 

Drückt  man  nämlich  durch  die  Hauptträgheitsmomente  A/,, 
Ba,  Th  und  die  Bichtiingscosinus  a^,  ßki  Yh  ▼o»  ^  gegen  die  Haupt- 
trägheitBazen  Yon  mj^  «08,  setzt  also 

80  eficwint  man,  daß  alles  auf  das  absolut  feste  Koordinatensystem 
bezügliche  hinwegfällt  Dabei  hat  ^cTj,  Eß^^  Ey^  resp.  die  Bedea- 
tung  Yon  aj2,  h^^^  Cj,  und  Eet^,  Bß^,  Sy^  die  von  a^w  H\  ^ 
den  ohigen  Formeln  (139)  bis  \\4ff'\  und  es  ist  zugleich 

also  in  der  Seite  115  u.  f.  yorausgesetzten  Gestalt  erhalten. 

Man  kann  demgemäß  nun  auch  die  Gleichungen  (189"")  und 
(140')  zur  Berechnung  der  Komponenten  und  Momente  der  Wechsel- 
wirkung anwenden.  Die  Resultate  sind  selir  kompliziert;  dagegen 
läßt  sich  aus  den  Formeln  (137')  und  (137")  ohne  alle  Bechnung  ein 
einfacher  Satz  aber  die  Gleichgewichtslage  eines  jeden  der  beiden 
Körper  ableiten,  wenn  man  dieselben  je  im  Schwerpunkt  unterstützt, 
aber  übrigens  frei  beweglich  denkt 

Ein  jeder  der  beiden  Körper  ist  nämlich  dann  im  stabilen  resp. 
labilen  Gleichgewicht,  wenn  er  mit  der  Haupttril^lieitsaxe  größten 
resp.  kleinsten  Momentes  in  der  Bichtung  der  Verbindungslinie  E 
der  beiden  Schweipunkte  liegt  zwar  entsprechen  sich  die  beiden 
Angaben  direkt,  wenn  der  Faktor  yon  (iR|  M,  +  M|)  positiv, 
indirekt,  wenn  er  negativ  ist 

In  dem  Falle,  daß  die  wechselwirkende  Kraft  die  Gravitation 
ist,  hat  F(E)  den  Wert  —flEy  der  bezügliche  Faktor  wird  daher 
~~^flB^,  und  demgemftft  giebt  hier  die  Aze  kleinsten  Trägheits- 
momentes stabiles  Gleichgewicht 

I  16.   Molekulare  Theorie  der  Elastioitat 

Mit  den  Entwickelungen  des  vorigen  Abschnittes  sieht  dne 
Theorie  im  nftdisten  Zusammenhang,  deren  Ziel  is^  die  in  elastischen 
defimnierten  Körpern  hemohenden  Dmckkritfke  aus  Wechsel- 
wixkongiBn  Ewisoheii  ihren  Molekülen  zu  erklären.^) 
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Dieselbe  geht  von  der  VonteUuiig  «i%  daß  ein  elaetisdier  Siy- 
stally  der  den  allgemeinrteD  Fall  eines  homogenen  elaetiechen  EOipen 
repr&sentiert,  im  natürlichen  oder  undeformierten  Zustand,  d.  h., 
wemi  er  weder  köiperiiohey  noch  Oberflftohendmckkrftfte  erfiUirt 
nnd  ttberall  dieselbe  Temperatur  besitzt,  gebildet  ist  durch  eine  sehr 
große  Zahl  gleicher,  regelmäßig  Terteilter  nnd  mit  ihren  koireepon- 
dierenden  Azen  parallel  gelegener  Elementarteile,  die  man  ftbr  die 
Zwecke  dieser  Entwickelnng  ah  starre  Ediperchen  denken  kann, 
nnd  die  sich  nnter  ihrer  Wechselwirkung  im  Gleichgewicht  befinden. 
Ob  diese  Elementarteile  direkt  Molekflle  der  Substanz  oder  Gebilde 
höherer  Ordnung  sind,  ist  ohne  Belang. 

Im  deformierten  Zustand  ist  jedes  von  ihnen  Terschoben  und 
gedreht,  und  wir  nehmen  an,  daß  diese  Änderungen  unendlich  klein 
und  stetige  Funktionen  der  Koordinaten  sind. 

Wir  konstruieren  nun  an  der  Stelle  x,  y,  z  ein  Flächenelement 
und  ttber  demselben  einen  normalen  Cjrlinder  Yom  Querschnitt  q  \ 
die  Bichtnng  der  Cylinderaze  bezeichnen  wir  durch  n  und  rechnen 
sie  nach  Innen  positiv,  die  Komponenten  aller  Wirkungen,  welche 
die  Teilchen  jenseits  des  Flächenelementes  auf  die  Teilchen  inner- 
halb des  Cylinders  ausüben,  bezogen  auf  die  Einheit  des  Quer- 
schnittes, nennen  wir  die  Komponenten  des  molekularen 
Druckes  gegen  das  an  der  Stelle  x,  y,  z  gelegene  und  durch  die 
Normale  n  definierte  Flächenelement  ^ 

Wir  können  sonach  in  leicht  yerständlicher  Bezeichnung  schreiben 

142)  = 

'    t     a  Via  'litt 

worin  mit  /  dir  Tcilclicn  innerlialb  des  Cylindere,  mit  a  die  Teilchen 
jenseits  des  Flächenelomeiites  l)ezeichnet  werden.  Da  die  Wirkungen 
molekulare  sind,  so  erstrecken  sie  sich  in  merklicher  Stärke  nur  auf 
uimierkliche  Entfernunf;;  innerhalb  der  Sphäre  ihrer  Wirkung  soll 
aber  trotzdem  eine  sehr  große  Anzahl  von  Teilchen  liegen.  Ihre 
Koordinaten  mögen,  da  die  Teilchen  unendlich  klein  sind,  und  dne 
Unterscheidung  verschiedener  Punkte,  z.  B.  des  Schwerpunktes,  in 
ihnen  demgemäß  keinen  Sinn  hat,  wie  bei  einzelnen  Massenpunkten 
durch     ifp    und  x«,  y«,  jr«  bezeichnet  und  ihre  relativen  Koordinaten 

«,  -  ar,  =        yt-ya^yut  *i-*a-«i« 
gesetzt  werden. 

Die  in  (142)  auftretenden,  eigentlich  sechsliM^en  Summen,  die  Ar 
uns  sunächst  nur  den  Sinn  von  Beohnungsgrößen  haben  und  erst  später 
physikalische  Bedeutung  gewinnen  werden,  lassen  sich  auf  dreifiushe 


Digitized  by  Google 


§  16.    Molekular«  Theorie  der  ElastieUät  121 

reduzieren.  Bezeichnet  v  die  Anzahl  der  Elementarteilchen  inner- 
halb der  Volumeneinheit,  so  kommt  in  jedem  der  Ausdrücke  (142) 
eine  Kombination  m,  m„  in  l)estimmter  relativer  La^je  so  oft  vor,  als 
in  dem  Abschnitt  des  Cylinders  vom  Querschnitt  y  und  einer  Höhe 
gleich  der  parallel  n  gemessenen  relativen  Koordinate  n'von  j^ej^en 
7«B  Teilchen  liegen,  also  vqn  mal.   Demgemäß  können  wir  schreiben 

J,  =  r-5'Vr,   i;  =  f-2-Vr,   ^„  =  v-2'V^,  142') 

wo  nan  die  Summation  über  alle  mr)glic])en  Kombinationen  Ton 
Teilchen  nif  und  auszudehnen  ist,  doch  so,  dafi  jede  einer  be- 
stimmten relativen  Lage  entsprecliende  Kombination  nur  einmal  zu 
nehmen  ist  Dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  ein  in  der  Grenzfläche 
gelegenes  Teilchen  mi  mit  allen  auf  der  negativen  Seite  von  q  ge- 
legenen nia  kombiniert  werden  solL 

Die  Summen  (142')  lassen  sich  noch  umgestalten.  Da  jedes 
Elementarteilchen  in  gleicher  Weise  von  den  anderen  innerhalh  der 
Wirkungssphäre  liegenden  umgeben  sein  soll,  so  muß  auch  jeder 
Kombination  mit  den  relativen  Koordinaten  or*,  y%  und  n'  sich  eine 
entsprechende  mit  den  Koordinaten  —x\  — y,  —2'  und  — n'  zuordnen, 
welche  nach  der  Gleichheit  Ton  Wirkung  und  Gegenwirkung  ent- 
gegengesetzt gleiche  Komponenten  —  iT'  liefern  muß. 

Daher  kann  man  auch  setzen 

und  die  Summen  Uber  alle  auf  ein  an  der  Stelle  x,  z  liegendes 
Teilchen  ausgeübten  Molekularwirkungen  erstrecken. 

Die  QrGfie  dieser  Druckkomponenten  hängt  außer  von  der  Lage 
des  Punktes  ar,  y,  z  und  der  Biöhtung  der  Noimakn  11  tou  der  An- 
ordnung der  Elementarteilehen  des  Krystalles  ab^  die  bei  jeder  De- 
formation im  allgemehien  Torschieden  sein  wird.  Im  natOrliehen 
Zustand  setzen  wir  diese  Summeü  für  jede  Stelle  und  jede  Normalen- 
liehtung  gleich  Null,  eine  Annahme,  die  im  Eingang  des  nädwten 
Teiles  ansftlbrliGher  begründet  werden  wird. 

Wählt  man  für  die  Biditung  11  successiye  die  Richtung  der 
4-  l  'y  +^Axe,  so  erhält  man  neun  spezielle  Druckkompouenten 

Yffi       •^^>  -^J       -^1  ^i»  ^«i 
dabei  ist  zum  Beispiel 

worin  x\  y\  £  die  relativen  Koordinaten  des  einen  angezogenen 
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gegen  alle  die  anziehenden  Teilchen  und  A l'\  den  die  letztereo 
entsprechenden  Komponenten  bezeichnen. 

Aus  den  gegebenen  Detinitiunen  folgen  sogleich  die  ITormeln 

fX,  =  X.coe(ii,*)  +  i;co8(ii,y)  +  i;co8(«,jr), 

1430         I  ^ «     ^*<508  (n,  r)  +  )\j  COS  (n,y)  +     cos  (n,  z), 
l  ^«  =  ^«      ('*>     +  y)  +     ^8  ('»» ^)» 

und  aus  ihnen  ab  spezieller  Fall  f&r  zwei  entgegengOBetzte  Bich- 
tnngen  Ton  n 

148")  -Ij,   »    —  y„    SSI    —   Y^^y      ^  CS  — 

Für  die  weitere  Entwickelung  denken  wir  den  Körper  im  defor- 
mierten Zustande  befindlich  und  mit  m,  p,  w  die  Verschiebungen,  mit 
l,m,n6ib  Drehungen  seiner  Teilchen  bezeichnet,  beide  auf  das  System 
A,  Yj  Z  bezogen.  Die  u,  tr,  welche,  so  lange  der  ZuBammenhang  des 
Körpers  nicht  gestört  ist,  notwendig  stetige  Funktionen  der  Koordi- 
naten sein  mttssen,  entwickehi  wir  innerhalb  des  Bereiches  der  Mole« 
kularwirkung  nach  Potenzen  der  relativen  Koordinaten  und  erhalten, 
indem  wir,  wie  oben  kurz 

auch 

144)  ll|  —  tta  =s       »4  —  »a  «BS  t>^,  I0|  —  10* 

setzen,  als  erste  Aimäherung 

,      ,  du  .    ,  du  ,    j  du 

*«' «  V    j- j.  ^ 


1440 


Auch  /.  m,  n  betracliten  wir  als  stetige  Funktionen  der  Koordinaten 
und  dürfen  uns  hier,  wie  die  Folge  zeigt,  mit  dem  niedrigsten 
(4rad  der  Annäherung  i)egnUgen  und  IfVifti  innerhalb  des  Bereiches 
der  Wirkung88j)liäre  konstant  setzen. 

Demgemäb  legen  wir  durch  den  Anfangspunkt  des  absolut  festen 
Sjstemes  X,  Y,  Z  ein  zweites  Koordinatensystem  5,  C,  welches  im 
ursprünglichen  Zustand  mit  T,  Z  zusammenfallt,  aber  bei  der  De* 
fonnation  sich  mit  den  Elementarteilchen  dreht 

Die  auf  dies  System  bezogenen  Koordinaten  Ton  mi  und  m«  seien 
Ol,      Cj  und  a«,  6«,  e«;  wir  setzen  wie  oben 

144")  —  «o  ■»        Ä|  —    «        ci  —  c«  «  et«, 
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und  in  dem  speziellen  Falle,  da&  nur  ein  angezogenes  Teilchen  ni{ 
mit  allen  m«  kombiniert  wird, 


144"') 


Eb  ist  dann  das  Potential  tf>  der  Wechselwirkmig  nach  dem  Inhalt 
d(  s  vorigen  Abschnittes  nur  eine  Funktion  Ton  a\b\e\  und  es  gilt 
für  die  parallel  Äy  B,  C  genommenen  Komponenten 


80 


146) 


und  weiter  einerseits 

andererseits  ein  gleiches  System  Formehi  für  die  Komponenten  A\  B\ 
C  und  X\  Y\  Z\ 

Diese  Werte  mögen  sich  auf  den  deformierten  Zustand  be- 
ziehen, für  den  natürlichen  mögen  dieselben  Buchstaben  mit  dem 
Index  Q  versehen  werden;  es  ist  dann  zugleich 

=      ci«=2*  und  i;)»ii^»n^8  0. 

Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der  YerBchiebungen  nach  dem 
Sjrstem  A^B^C  mit  /,  y,  A,  die  reUtiTen  Venchiebungen  mit  /i«,  gu,  A|« 
oder  in  dem  oben  erörterten  speziellen  Falle  mit     y*»  Ä',  so  wird 

außerdem,  da  0,  und  somit  A\  ff^  C  nur  von  a*,  abh&ngen, 


da; 


146') 


zugleich  ist  unter  Yemachlilssigung  der  GUeder  zwdter  Ordnung 

/  +4/  -  «in,  146") 
A'  =  »r'  -f  oom  — 

oder  unter  Bücksicht  auf  (144') 
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Setzt  man  die  Worte  (146"')  in  (146)  und  das  Besultat  in  das 
zweite  System  (145')  ein,  so  erhält  man: 


147) 


Femer  giebt  die-  Kombination  der  unter  Benutzung  Ton  (146"')  be- 
rechneten Ausdrücke  (14Ö')  für  A\  ff  C  mit  dem  auf  die  Kraft- 
komponenten  bezogenen  zweiten  System  von  (145')  die  deünitiTen 
Wert<>  von  T,  F,  SP, 

Endlich  findet  man  durch  eine  einfaclie  geometrische  Betrach« 
tung  die  Beziehung  zwischen  der  Anzahl  der  Teilclien  in  der 
Volumeneinheit  vor  der  Deformation  und  der  v  nach  derselben: 

Damit  sind  aUe  zur  Berechnung  der  Druckkomponenten  X^^  •••» 
nach  (148)  nötigen  Größen  erhalten. 

Biei  der  Bildung  dieser  Werte  hat  man  zu  berflcksichtigen, 
daß  l^m^n  und  die  Differentialquotienten  von  o,  10  inneihalh  des 
Summationsbereiches  konstant,  überdies  unendlich  klein  erster  Ord- 
nung angenommen  sind.  Man  geUngt  dann  auf  zwei  Gk^ttungen 
Ton  Summen. 

Die  erste  Gattung  hat  die  Form 

die  Summen  in  dem  Sinne  genommen,  wie  in  (142')  festgestellt  ist; 
sie  stellen,  da  der  Index  ^  auf  den  ursprünglichen  Zustand  hinweist, 
und  da  in  diesem  die  Axen  >f;  J?,  C  mit  den  Axen  A',  Z  zusammen- 
fallen, die  Werte  der  Molekularkomponenten  X^, , . .  im  natür- 
lichen Zustand  dar  und  sind  demgemäß  gleich  Null.  Durch  diese 
Überlegung  reduziert  sich  die  Anzahl  der  Glieder  in  den  allgemeinen 
Werten  .V^,  erheblich. 

Die  zweite  Gattung  von  iSummen  hat  die  Form 

Ba\  ^*    «  ^  db\   ö      «•  ».  I.» 
welche  sich  nach  Einführung  des  Potentials  auch  schreiben  läßt: 

Diese  Summen  sind  Ton  der  hervorgebrachten  Deformation  ganz 


Digitized  by  Google 

4 


§  16.    Molekulare  Thtorie  der  EbuÜeität. 


125 


unabhängip^  und  bestiinmen  sich  allein  durch  das  Gesetz  der  Wechsel- 
wirkung und  die  Anordnung  der  Elemeutarteilclien  der  Substanz: 
sie  sind  also  dem  Medium  individuelle  Konstante.  Wir  bezeichnen 
sie  mit  Cit,  wobei  die  unteren  Indicea auf  den  Nenner  desDiffereu- 
tialquotienten,  die  obereo  auf  seine  Faktoren  hinweisen;  z.  B. 
ist  hiemach 

+  YS4T^«i*i=  ^"'l  =      =      =  ^'Ir  "^"^ 

Die  nenn  Komponenten  stellen  sieh  ab  homogene 

lineare  Funktionen  der  neun  Argumente 


du  du 


du 


dv 


dv  dv 


d$  *  dx 


dtt 
dx 


dv 


dl» 
dx 


dar,  die  sich  aus  den  Verschiel)ungen  u,  t>,  w  und  deu  Drehungen 
ij  nij  n  an  der  betrachteten  Stelle  ableiten. 

Das  System  von  Faktoren  tlicser  Funktionen  stellt  sich  iu  der 
obigeu  Bezeichnung  folgendermaßen  dar. 


dx\dy       )\dx       )\\dx       }  dy\dx  '    l\\dx       }\dy  ) 


dw 
di 


/'l  J 

^11 

/■MS 

(JX2 

1  s 

/TIS 

-X 
y 

c\\ 

n%% 

c\; 

Zita 
^11 

^?!: 

-r. 

0\\ 

n\t 

2  1 

^  ji 

c\\ 

na 
^11 

f'22 
^  J3 

^2.1 

c\\ 

6''' 
a  i 

c\\ 

c\\ 

^•23 

-Z 

/■M  8 

c\\ 

(JX2 
3  3 

AM  3 

148) 


Zu  diesem  Schema  ist  su  bemerkeui  daß  es  sidi  nur  auf  die 
Abhängigkeit  der  X^,,,Z^  von  den  dv/dx ... dw/dz  und  nicht 
anch  auf  die  umgekehrte  bezieht 

Da  nach  (147')  das  System  der  su  der  Diagonalen  des 
Torstehenden  Schemas  symmetrisch  angeordnet  ist»  so  giebt  es  eine 
homogene  Funktion  F*  zweiten  Qrades  der  oben  stehenden  neun 
Argumente,  welche  die  Eigenschaft  hal^  daß 
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Durch  ganz  analoge  Ausdrücke,  wie  sie  in  (142')  flir  die  Kom- 
ponenten der  Molekiüardrucke  aufgestellt  sind,  kann  man  nun  auch 
molekulure  Momente  Z„,  }f„,  Ä\  definieren;  nach  den  Formeln 
(138")  sind  aber,  wenn  die  Entfernungen,  in  welche  die  Elementar- 
teilchen überhaupt  wirken,  nur  unmerklich  klein  shid,  die  Momente 
um  eine  Ordimng  höher  luiendlicli  klein,  als  die  Komponenten,  und 
ihr  EinÜuB  im  allgemeinen  —  die  nicht  wahrscheinlichen  Fälle  aus- 
geschlossen, wo  in  den  Summen  die  Komponenten  sich  gegenseitig 
zum  größten  Teil  zerstören  —  neben  dem  jenc^r  zu  vernachlässigen. 

Sind  diese  Momente  unendlicli  klein  und  wirken  äußere  Kräfte 
nicht  drehend  auf  die  Elenientarteile  ein,  was  der  gewöhnliche  Fall 
ist,  dann  Itestc^ht,  wie  später  aus  allgemeinen  methanischen  Sätzen 
abgeleitet  werden  wird,  zwisclien  sechs  der  ueuu  Druckkompoueiiteu 
ganz  allgemein  dtis  Formelsystem 

148)  y.-^,,  ir.-x.,  x^-j;. 

Dieses  System  kann  dazu  dienen,  die  Drehungskomponenten 
(  m,  n  der  Elementarteilchen,  als  direkt  nicht  wahmehmhare  Ghr&ßen, 
aus  den  Besultaten,  welche  das  Schema  (148)  enthält,  zu  eliminieren^ 
und  X^f ...  1^  —  andererseits  aber  auch  die  Holekulardrehungen 
/,  m,  n  selbst  —  nur  durch  die  Äußerlich  am  deformierten  Kflrper 
wahrnehmbaren  Yerrückungen  ti,  o,  10  auszudrücken. 

Diese  EHimination  ist  zwar  umständlich,  aber  ohne  alle  prin- 
zipielle Schwierigkeit,  und  liefert  folgende  wichtige  Resultate. 

Die  sechs  unabhängigen  Druckkomponenten  X^j  i  ^,1  X^ 
werden  homogene  lineare  Funktionen  nur  allein  der  sechs  Argumente 

Bu  _  _ 

««""^•'  Wi"^!!'  ä»""'«' 

dr      bje  ^  djc  ,ÖM_         du      d  r  _ 

welche  die  Deformationsgrößen  an  der  Stelle  ;r,  y,  z  heißen, 
und  sie  genttgen  den  Formeln 

welche  die  Bedingungen  dafür  sind,  daß  sich  die  X,, ...  als  par- 
tielle DüTerentialquotienten  einer  Funktion  F  Ton  diesen  sedis  Ar- 
gumenten ausdrilcken  lassen,  gemäß  den  Beziehungen 

148)    ^^"IF/ 


148") 
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Bezeiclinen  wir  tlie  21  Konstanten  dieser  honio<;('nen  Funktion  zwei- 
ten (4rades  mit  c^^jt  —  cuhy  so  gilt  folgendes  System  von  Faktoren  für 
die  Abhängigkeit  der  X  , , , ,  X  ?ou  den  x  » . . .  x  .  aber  nicht  um- 
gekehrt. 


1 

«II 

«Ii 

«it 

«14 

«!• 

«M 

-  Y 

9 

«n 

«14 

«M 

«M 

^34 

^36 

^SO 

«M 

«4t 

«^44 

*^44 

«St 

«•S 

«•4 

«W 

«46 

«et 

«M 

«64 

«M 

«€• 

Die  Drehungskomponenten  /,  rn,  n  werden  lineare  Funktionen 
yon  allen  neun  piirtiellcn  Differcntiahjuotienten  der  m,  d,  tr,  oder 
anders  ausgedrückt,  sie  enthalten  außer  den  sechs  Argumenten 
'tr»  *  *  *      ^^^^^  noch  die  Kombinationen 

welche^  wie  leicht  direkt  nachsuweiaen  ist  und  später  noch  besonders 
gezeigt  werden  wird,  die  Drehnnggkomponenten  des  Yolumenelementes 
an  der  Stelle  «,  jf^  z  im  ganzen  bezeichnen  und  von  seiner  Defor- 
mation unabhängig  sind. 

Von  den  hfichst  allgemeinen,  durch  das  Schema  (148)  angedeu- 
teten  Formeln  gelangt  man  zu  einem  spezielleren  System,  wenn  man 
die  beschrSnkende  Annahme  macht,  daß  die  Wechselwirkungen  zwi- 
schen den  Elementarteilchen  nur  Funktionen  ihrer  Entfernungen 
aindy  also  naoh  allen  Seiten  hin  gleichmafiig  stattfinden.  Dann  ist, 
wie  sich  leicht  durch  Rechnung  zeigen  UL0t: 

in  J<'olge  dieser  Beziehungen  wird  in  dem  Sdiema  (148) 

^i*  =cr;«er»"- ...  ISO! 

d.  h.,  man  darf,  ohne  den  Wert  von  C  zu  ändern,  die  Tier  Indices 
untereinander  l)eliebig  vertausclien. 

Dies»'  Eigenschaft  vereinfacht  das  Hystem  (148)  aaßerordentlich; 
es  verschwinden  aus  ihm  von  selbst  die  Drehungskomponenten  1^ 
n  der  Klenientarteik  hen,  die  hier  in  der  That  auf  die  Wechselwirkungen 
keinen  Eintiuli  haben  können,  und  die  neun  Diffßrentaalquotienten  der 
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71,  r,  w  verbiiick'ii  sich  zu  (iiüi  sechs  Aggregaten  x^,  .  .  .  in  (148"), 
zugleich  werden  von  seihst  die  Formeln  (148')  und  (148"')  erlullt; 
außerdem  aber  wird  in  A'^  der  Faktor  von  t/^  gleich  demjenigen  von 
x^  in  X,  u.  s.  f.,  was  sich  auch  so  ausdrücken  läßt,  daß  die 
zweiten  I )ifierentialquotieiiteii  von  F  nach  den  Delormationsgrößen 
stets  dsis  gleiche  Resultat  liefern,  wenn  die  vier  im  Neoner  auftreten- 
den Buchstaben  die  gleichen  sind,  so  daß  also  güt 

Das  ao  entstehende  System  Ton  MolekulardFucken  stimint  mit 
dem  Schema  (149)  überem,  wenn  man  dort 

setzt)  hat  also  nur  15  unabhängige  Faktoren  und  gilt,  wie  gesagt, 
nur  dann,  wenn  die  Elementarwirkungen  nicht  mit  der  l^ichtung 
variieren,  die  Elementarteilchen  also  deii  Charakter  von  materiellen 
Punkten  haben."*) 

Die  Systeme  (148)  und  (149)  stellen  die  allgemeinsten,  ans  den 
gemachten  Annahmen  ableitbaren  Resiiltute  dar;  sie  gelten  tür  Kry- 
stalle  jedes  Systemes,  nehmen  aber  für  bestimmte  von  ihnen,  und 
gar  für  isotrope  iMedieii,  erlieblicli  einfachere  Formen  an.  Für  die 
Gewinnung  derselben  kommen  gewisse  allgemeine  Gnmdsätze  in  Be- 
tracht, deren  Darlegung  nunmehr  vorgenommen  werden  soll. 


§  17.   IMa  BinfBhnmg  der  SymmetrioolsmeBfe  in  physikaliioha  G«* 

setxe,  welche  sich  auf  Krystalle  beziehen. 

Überall,,  wo,  wie  m  dem  vorigen  .Paragraphen,  eine  allgemeine 
Entwickelung  zu  Resultaten  geführt  hat,  die  f&r  jeden  homogenen 
Körper  in  gleicher  Weise  gültig  smd,  bietet  sich  die  Aufgabe,  die- 
selben für  die  einzehien  Erystallgruppen  nach  den  diese  ausaeidmen* 
den  Eigenschaften  zu  spezialisieren. 

Für  diese  Aufgabe  wird  stets  die  auf  die  Erfahrung  gegrftndete 
fundamentale  Hypothese  benutzt,  daß  die  Symmetrie  des  physika- 
lischen Veriialtens  nie  geringer  ist,  als  die  Symmetrie  der  Wachs- 
tumserscheinungen,  die  sich  meist  in  derjenigen  der  Krystall- 
form  ausdrückt,  so  daß  also  krystallographisch  gleichwertige 
Bichtungen  jedenfalls  auch  physikalisch  gleichwertig  sind. 
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Die  kr}  stullographischen  Syinmetrit'i'lemente  sind  Syiiiiut'trii'- 
ceiitrum,  Symmetrie-  oder  Spiegelungsebeue,  Symmetrieaxe,  Spiegel- 
dreh- oder  kurz  »Spiegelaxe.  * 

Ein  Symmetriecentrum  ist  ein  Punkt  von  der  Eif?en8chaft, 
daß  dit'  Vertausch uii^'  aUer  von  ihm  ausrollenden  Ki(  litun«^en  mit 
den  ent^e^t  iif^esetzten  (Inversion)  das  Kryatallpolyeder  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  liringt 

Eine  Symmetrieebene  ist  eine  Ebene,  in  Bezug  au!  welche 
gespiegelt  das  Polyeder  mit  sich  zur  Deckung  kommt. 

Eine  Sy mmetrieaxe  ist  eine  Axe  von  der  Eigensehalt,  daß 
eine  Drehung  um  dieselbe  das  Krystallpolyöder  mit  sich  zur  Deckung 
bringt  Ist  2  n  t  n  der  kleinste  der  Axe  entsprechende  Drehungs- 
winkel, so  haben  alle  I  )rt'hungswink«'l  2  n  h  I  n,  wo  //  =  1,  2,  , . .  n  —  1.  n 
ist,  die  gleiche  Eigenschaft,  und  die  Axe  heißt  «-ziihlig.  Krystallo- 
graphiscb  möglich  sind  nur  die  Fiille  n  =  2.  3,  4  und  6. 

Eine  Spiegeldrehaxe  ist  eine  Axe  von  der  Eigenschaft,  daß 
durch  eine  Drehung  um  dieselbe  und  eine  folgende  Spiegelung  in 
Bezug  auf  eine  zu  der  Axe  normale  Ebene  das  P(dyeder  mit  seiner  ersten 
Position  zur  Deckung  gelangt,  ist  ti  !  n  der  kleinste  Drehungswinkel, 
welcher  dieses  leistet,  so  haben  Drehungen  um  (2  Ä -f  l)7r/2n  für 
A  =  1,  2  ...  w  —  1  dieselbe  Eigenschaft,  und  die  Axe  heißt  «-zählig. 
Kr}stallograpliisch  möglich  sind,  was  hier  zu  beweisen  nicht  nötig 
ist,  nur  die  Fälle  n  —  2  und  3. 

Zwei  Symmetrieaxen  oder  zwei  Spiegeldrehaxen  sind  gleich- 
wertig, wenn  es  gelingt,  das  Polyi  iler  dadurch  mit  sich  zur  Deckung 
zu  bringen,  daß  man  die  eine  ilieser  Axen  in  die  Kiclitung  bringt, 
in  der  ursprünglich  die  andere  Axe  lag.  Symmetrieebenen  sind 
gleichwertig,  wenn  man  das  Polyi-der  dadurch  mit  sich  zur  Deckung 
bringen  kann,  daß  man  es  mit  der  einen  Symmetrieebene  in  die- 
jenige Ebene  legt,  welche  ursprünglich  die  andere  Sjmmetrieebeue 
enthielt 

Drei  zueinander  normale  gleichwertige  Axen  beißen  cyklisch 
vertauschbar.  wenn  man  das  Krystallpolyeder  dadurch  mit  sich 
zur  Deckung  bringen  kann,  daß  man  die  Richtung  der  drei  Axen, 
die  in  gewöhnlicher  Heihenfolge  gerechnet  mit  A',  Z  bezeichnet 
werden  mögen,  so  verändert,  daß  1,  A'  oder  ^,  A',  i  in  die  ur- 
sprünglichen A',      Z  fallt 

Die  an  einem  Kr}'Stjillpolyi'der  überhaupt  möglichen  Symmetrie- 
elemente  sind  keineswegs  sämtlich  voneinander  unabhängig.  Schon 
in  dem  vorstehend  Angegebenen  tritt  (hes  hervor;  denn  oti'enbar  ist 
eine  sechszählige  Symmetrieaxe  zugleich  auch  zwei-  und  dreizähhg, 
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eine  zwei-  oder  dreizählige  Spiegelaxe  zugleich  auch  zwei-  oder  drei- 
zilhlige  Syminetrieaxe.  Wilhreud  aber  diese  Eigenschaften  als  in 
der  Definition  eingeschlossen  zu  betrachten  sind,  treten  durch  gleich- 
zeitiges Vorhandensein  zweier  unal)häugiger  Symmetrieelemente  mit- 
unter dritte  auf,  die  von  der  Existenz  jeder  einzelnen  von  ihnen 
unabhängig  sind. 

Die  hierauf  bezüglichen,  durc)i  einfaclie  geometrische  Über- 
legungen abzuleitenden  Gesetze  haben  nur  zum  Teil  physikaüsche 
Bedeutung.    Die  wichtigsten  sind  die  folgenden. 

Steht  eine  />-zählige  Symmetrieaxe  normal  zu  einer  n-zähligen, 
so  giebt  es  notwendig  noch  (n  —  1)  ;>-zähIige  gleichwertige;  dieselben 
liegen  in  der  Ebene  normal  zu  der  p-zähügen  Axe,  und  die  Nach])ar- 
axen  schließen  gleiche  Winkel  ein.  Hieraus  folgt,  daß  p  notwendig 
eine  gerade  Zahl  sein  muß,  wenn  n  >  2  ist  Ist  n  eine  gerade  Zahl^ 
etwa  =  2  m,  so  sind  die  bezüglichen  Axen  paarweise  entgegengesetzt 
gerichtet;  ihre  Winkel  werden  durch  2  m  gleichfalls  unter  sich  gleich- 
wertige Sjrmmetrieaxen  halbiert 

Mit  zwei  zu  einander  normalen  Tierzähligen  Symmetrieaxen  werden 
hiernach  notwendig  noch  weitere  vier  verbunden  sein,  die  mit  jenen 
Winkel  von  njl  und  n  eioachließen ;  alle  sechs  aber  sind  gleichwertig. 

Mit  ihnen  tretra  femer  auf  zwiUf  gleichwertige  zweizählige  Axen 
von  paarweise  entgegengesetzter  Richtung,  welche  die  zwischen  den 
yierzähligen  Axen  liegenden  rechten  Winkel  halbieren,  sowie  acht 
gleichwertige  dreizählige  von  paarweise  entgegengesetzter  Richtung, 
welche  durch  die  Mitte  der  Oktanten  gehen,  die  durch  je  drei  vier- 
zfthlige  Axen  bestimmt  werden. 

Drei  vertauschbaie,  zu  einander  normale  zweizilhlige  Axen  sind 
notwendig  Terbunden  mit  drei  entgegengesetzt  gerichteten,  gleich- 
wertigen, zweizfthligen  Axen;  je  drei  einen  Oktanten  umgebende 
Ton  diesen  sediB  sind  cyklisoh  Tertauschbar.  Dnrch  die  Mitten  der 
Oktanten  gehen  acht  dreizfihhge  Axen,  von  denen  die  vier  um  eine 
zweizfthlige  Axe  liegenden  abwechselnd  gleichwertig  sind. 

Geht  durch  eine  n-zfihlige  Symmetrieaxe  eine  l^jmmetrieebeney 
so  giebt  es,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  noch  ii/2  —  1 
oder  «  —  1  gleichwertige  l^ymmetrieebenen,  welche  eben&lls  durch 
jene  Axe  gehen. 

Steht  eine  Symmetrieaxe  oder  eine  Spiegeldrehnngwe  normal 
zu  einer  fn-zfthligen  Spiegeldrehungsaxe,  so  giebt  es  noch  weitere 
2iR  —  1  gleichwertige  Axen,  die  auf  der  letzteren  senkrecht  stehen 
und  paairweise  entgegengesetzte  Bichtung  haben;  ihre  Winkel  werden 
durch  m  gleichwertige  8|ymmetrieebenen  halbiert 
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Zwei  zu  einander  normale  zweii&hlig«  Spiegeldrehungsaxen 
ziehen  die  Ebdstenz  von  noch  weiteren  vier  nach  sich,  die  mit  ihnen 
die  Winkel  n  nnd  ii/2  einschließen;  alle  sechs  sind  gleichwertig  und 
einander  paarweise  entgegengesetzt  Mit  ihnen  ist  notwendig  Ter- 
bunden  das  Auftreten  von  acht  dreizähligen  Symmetrieaxen,  welche 
durch  die  Mitten  der  durch  die  ersteren  bestimmten  Octanten  gehen, 
und  Ton  denen  die  rings  um  eine  SpiegeUuie  liegenden  abwechselnd 
paarweise  gleichwertig  sind. 

Ist  ein  Centrom  der  Symmetrie  Torhanden,  so  bedingen  eine 
Symmetrieebene  und  eine  senkrecht  zu  ihr  stehende  geradzfihlige 
Sjjrmmetrieaze  sich  gegenseitig.  — 

Wir  wollen  nunmehr  die  82  Eiystallgmppen  zusammenstellen 
und  durch  je  ein  l^ystem  Toneinander  unabhingiger  Symmetrie- 
elemente charakterisieren.  Dies  kann  nach  dem  soeben  Gesagten 
auf  sehr  Terschiedene  Weise  geschehen;  fftr  die  Zwecke  der  An- 
wendung in  der  theoretischen  Physik  ist  es  am  rationeUsten,  solche 
Symmetrieelemente  zu  bevorzugen,  welche  zu  einem  reditwinkeligen 
Koordinatenfljstem,  das  wir  als  Hauptazensystem  mit  dem  Kiystall- 
polySder  veiirinden,  in  direkter  Beziehung  stehen.  Von  diesem 
Axensystem  soll  jederzeit  die  Z-Axe  mit  der  ausgezeichneten  Sym- 
metrie- oder  Spiegelaxe  zusammenfallen,  wenn  die  Kr}-stallgruppe 
eine  solche  besitzt;  von  der  X-  und  Y-Axe  soll,  wenn  die  Symmetrie 
nicht  gestattet,  beide  in  Symmetrieaxen  zu  legen,  die  X-Axe  jeder- 
zeit bevorzup^  werden.  Der  Buchstalje  C  bezeichne  das  Vorhanden- 
sein eines  Symmetriecentrums,  das  einer  Syninietrieebene  normal 
zur  Richtung  a;  y/^  weise  auf  eine  m-zälilige  Symmetrieaxe  in  der 

Kichtung  by  ST  auf  eine  n-zählige  Spiegeldrehuugsaxe  parallel  c  hin. 
Drei  Axen,  welche  cyklisch  vertauscbbar  sind,  seien  durch  die 
Zeichen  verbunden. 

Bezüglich  der  Anordnung  und  Bezeichnung  der  Krystallgruppen 
schließe  ic^  mich  an  die  Vorschläge  von  Sgbömtlibs  an. 

Die  EiystaUgruppen  werden  in  sieben  Systeme  Terteilt;  in 
jedem  System  kehren  mehr  oder  weniger  ToUst&ndig  dieselben  Unter- 
ahteilnngen  wieder. 

Die  holoedrische  Gruppe  enthUt  die  Gesamtheit  der  in 
dem  8|ystem  vorkommenden  Formelemente.  Die  übrigen  Gruppen 
werden  als  hemiidrisohe  und  als  tetartoSdrische  bezei<dmet, 
je  nachdem  sie  im  Maximum  die  Hälfte  oder  ein  Viertel  der  Mazimal- 
zahl  raa  Flächen  d^r  holoedrischen  Gruppe  aufweisen  können.  Bei 
den  meisten  Krystallsyatemen  sind  mehrere  Hemiädrien  uid  Tetar- 
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toedricn  möglich,  welche  dann  durch  besondere  Bezeichuuugeu  charak- 
terisiert werden  müssen. 

Im  monoklinen  und  rhombischen  System  werden  diejenigen 
Halbflächner,  welche  beide  Seiten  der  ausgezeichneten  Axr  gleich- 
wertig belassen,  kurz  als  hemiedriscli,  diejenigen,  welche  (liesell)en 
ungleichwertig  werden  lassen,  spezieller  als  hemimorph-hemiedrisch 
oder  kurz  als  heraimorph  bezeichnet. 

Das  rhomboedrische,  das  tetrugouale  oder  (| uadriitische 
und  das  hexagouale  System  zeigen  in  ihren  Unt^irabteilungen  die 
größte  Aiiulof^ie. 

Bleilten  alle  Syninietrieaxen  erhalten,  aber  vei*schwin(len  (hus 
Centruni  der  Syniinetrie  und  die  Synimetrieebeneii,  so  entstehen,  je 
nachdem  die  eine  oder  dit-  andiTc  llüll'ti'  der  iirsprüii^'Uchen  Fliielicn 
beibehalten  wird,  zwei  Hall)Hiichn('r,  die  sicli  j,'»'^enst'iti<^  nicht  zur 
Deckung  bringen  lassen;  man  nennt  sie  enantiomorph  und  be- 
zeichnet mit  demsell)en  Namen  die  Hemiedrie  der  (irujipe. 

Falhn  mit  dem  Symmetriccentrum  die  zur  ausgi-zeichneten 
^-Axi-  norniah'n  /wciziiiiligcn  Syninietrieaxen  weg,  so  werden  da- 
durcli  die  l»eiden  Seiten  der  Hanptaxe  niigh'ichwertig  und  die  Hemi- 
edrie nach  dem  Vorstehen(hn  heininiorj)li. 

Verschwinden  endlich  die  Nelienaxen  und  die  durch  die  Hauptaxe 
gehenden  SymmetrieelM'nen,  wälirend  die  Hauptaxe  ilire  Natur  behält 
und  das  Symnietrieeeiitruin  bestehen  lih'iht.so  sind  die  l)eiden  Seiten  der 
Hauptaxe  spie^^elhihllich  gleich  und  die  Heiiiii'drie  heißt  paramorph. 

Das  tetrag<iuale  und  das  hexagouale  System  gestatten  je 
noch  eine  vierte  Hemiedn(^,  hei  der  die  Hauptaxe  ihre  Natur  ändert; 
sie  wird  nach  dem  Charakter  der  Hauptaxe  hezeichnet. 

Viertelflaclnier  erhält  man  einmal,  indem  man  als  einziges  Svm- 
metrieelement  die  Haujjtsymmetrieaxe  mit  dem  durch  die  Holoedrie 
gegebenen  Charakter  heibehält;  sie  sind  als  die  normalen  durch  kein 
Beiwort  charakterisiert,. 

Im  tetragonaleu  und  hexagonak-n  System  ist  außerdem  noch 
eine  Tetartoi'drie  mit  geändertem  Charakter  der  Hauptaxe  möglich, 
welche  durch  diesen  dehniert  ist. 

Im  regulären  System  sind  drei  H<'mi('drien  möghch,  welche 
trotz  der  abweichenden  Symmetrieverliiiltnisse  des  Systemes  den 
eben  Ijesprocbenen  so  analog  sind,  daß  sie  durch  diesell)en  Bei- 
worte hezeichnet  werden  kiinnen.  Die  einzige  Tetartoedrie  ist  eine 
mit  veränch'rteni  Charakter  der  Hauptaxen. 

Nach  diesen  \'orbemerkuugen  wird  die  folgende  Zusammeu- 
stellung  verständlich  sein. 
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Triklinee  System. 

1.  HoloSdrie  C 

2.  HemiSdrie  — 

Monokliiies  Systrin. 

3.  Iloloi-dric        CAJ^  oder  CJS^ 

4.  Ht'iniedrif  ßj^ 

5.  Hemimorplue  A* 

Rhombisches  System. 

6.  Holoedrie  0A*AJ  oder  CA,*£, 

7.  Hemiedrie  AJAJ 
8*  Hemimorphie  '^'^« 

BhomboSdrisches  System. 
».  Holoedrie  CAJ^AJ  oder  CA^JB 

10.  ISniuittomoiplLe  Hemiedrie    A.^  A* 

11.  Hemimorplie  Hemiedrie  ^V^« 

12.  Fanunorphe  Hemiedrie  CA^^ 
18.  Tetartoedrie  AJ^ 

Tetragouales  System. 

14.  Holoödrie  o<ier 

15.  Kn.nitioiiiorpliP  Heiiiii'drie  A^A* 

16.  H^iniiiiorplie  Hemiedrie  A^E 

17.  Paraiuorplie  Hemiedrie  ^^^t* 

18.  TetartütMlrie  j'« 

19.  Hemiedrie  mit  Spiegeldreliuiigsaxe 

20.  Tetartoedrie  mit  Spiegeldreliuiigsaxe  8^ 

Hezagomües  System. 

21.  Holoedrie  oder  CA^^E^ 

22.  Blnantiomorphe  Hemiedrie  •^m^m 

23.  Hemimorphe  Hemiedrie  ^m^m 

24.  Paramorphe  Hemiedrie  CA^ 

25.  Tetartoedrie 

26.  Hemiedrie  mit  dreiz&hliger  Symmetrieaxe  A^ß^A* 

27.  Tetartoedrie  mit  dreizfthliger  Symmetrieaze  ^/iP, 

Reguläres  System. 

28.  Holoedrie  CA*A}  ' 

29.  Knaiitiomorphe  Hemii  drie      A*  A* 

*  9 

30.  Hemimorplie  Heinit  drie  ^z*  ^y* 

31.  Paraniorj)lie  Hemiedrie 

32.  Tetartoedrie  A^     A^  ^  A^ . 
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Die  Anwendang  dieser  Tabelle  zum  Zwecke  der  Speräalinemiig 
allgemeiner  physikaliidifflr  Gesetze  für  die  Erystalle  irgend  einer  Ghmppe 
gesduehi  so,  daß  man  den  Kiystall  nacheinander  auf  ^eichwertige 
Koordinatensysteme  bezieht  und  ftlr  jedes  das  allgememe  Gesetz 
bildet  Da  für  gleichwertige  Koordinatensysteme  der  Zusammenhang 
zwisdien  Abhängigen  und  Unabhängigen  sieh  durdi  dieselben  Glei- 
diungen  mit  denselben  Konstanten  ausdrucken  muß,  so  giebt  die 
Kombination  der  Tersdüedenen  Formdn  eine  Beihe  Ton  Beziehungen 
zwischen  den  Konstanten,  welche  das  ursprüngliche  Gesetz  speziali- 
sieren, eventuell  Tereinfiudien.  Es  mag  dabei  daran  erinnert  werden, 
daß  ^e  Existenz  eines  [^ymmetriecentrums  die  Äquivalenz  von  Ko- 
ordinatensystemen mit  entgegengesetzte  Axeniichtungen  ausspridi^ 
die  Existenz  einer  Symmetrieebene  aber  die  Äquivalenz  von  zwei 
Systemen,  von  denen  nur  die  normal  zur  Symmetrieebene  stehende 
^K>rdinatenaxe  die  entgegengesetzte  Bachtung  besitzt,  die  anderen 
beiden  aber  {^che. 

Die  vorstehende  Tabelle  enthält  die  im  allgemeinsten  Fklle  zur 
Gdtnng  kommenden  Symmetrieeigenschaften  der  82  Krystallgruppen. 
Es  giebt  aber  viele  Fälle,  wo  die  Yerii&ltnisse  sich  verein&Qhen  und 
die  Anzahl  physikalisch  verschiedener  Gruppen  sich  reduziert,  weil 
nach  dem  physikalischen  Gesetz,  um  dessen  Spezialisierung  es  sich 
handelt,  der  behandelte  Vorgang  selbst  eine  Slymmetrieeigenschaft 
besitzt 

Der  häufigste  Fall  ist  der,  daß  jener  Vorgang  ein  Symmetrie- 
oentrum  hat   Dies  findet  zum  Beispiel  immer  dann  statt,  wenn 

die  Unabhängigen  und  die  Abhängigen  die  Komponenten  je  einer 
Vektorgröße,  z.  B.  einer  Kraft  oder  einer  Geschwindigkeit  nach  den 

Koordinatenaxen,  und  die  Beziehungen  zwischen  ihnen  homogen  linear 
sind;  denn  in  diesem  Falle  ändert  die  Vertauschung  der  Koordi- 
natenaxen  mit  den  entgegengesetzten  die  Formeln  durchaus  nicht 

In  allen  diesen  Fällen  ist  also  die  Symmetrie  des  physikalischen 
Vorganges  um  das  Element  C  höher,  als  diejenige  der  Krystallfonn; 
es  resultiert  liier  die  folgende  Tabelle. 

Triklines  System. 
Gruppe  1  und  2  C 

Monoklines  System. 
Gruppe  8,  4,  5  CA^K 

Bhombisches  System. 

Gruppe  G,  7,  8  CA^A^. 
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Rhomboedrisches  System. 


Oruppe  9,  10,  U 
Gruppe  12,  13 


Tetragonales  System. 


Gruppe  14,  15,  16,  19 
Gruppe  17,  18,  20 


CA,^A,\ 
CA*, 


Hexagonales  System. 


Gruppe  21,  22,  23,  26 
Gruppe  24,  25,  27 


Begul&res  System. 


Gruppe  28,  29,  30 

Gruppe  31,  32 


CA*A* 

CA^^A^'^A^. 


Die  32  Grup])en  ordnen  sich  also  in  Bezug  auf  physikalische 
Vorgänge,  welche  ein  Coutrum  der  Symmetrie  besitzen,  in  11  Klassen; 
aber  auch  von  diesen  fallen  in  speziellen  Fällen  noch  mehrere 
amsammen. 

Ein  zweiter  spezieller  Fall  ist  der,  daß  der  Vorgang  die  Un* 
gleichwertigkeit  entgegengesetzter  Richtungen  verlangt,  also  mit  einem 
Symmetrieoentrum  nuTereinbar  ist  Dies  tritt  z.B.  ein,  wenn 
ein  System  von  Vektorkomponenten  durch  homogene  Funktionen 
zweiten  Grades  von  einem  anderen  System  Vektorkomponenten  ge- 
geben ist  Denn  hier  kehrt  bei  der  Vertauschung  eines  Koordinaten- 
systems mit  den  entgegengesetzten  die  eine  Seite  dieser  Beziehungen 
ihr  Vorzeichen  um,  aber  die  andere  nicht 

Eine  solche  Eigenschaft  hat  zur  Folge,  daß  bei  allen  Krystail« 
gmppen,  welche  ein  Symmetriecentnim  besitzen,  nämlich  bei 
den  Gmppen  1,  3,  6,  9,  12,  14,  17,  21,  24,  28,  31, 
sowie  bei  isotropen  Medien  Vorgänge  der  genannten  Art  unmöglich 
sind,  also  die  Konstanten,  welche  ihre  Grdße  messen,  Terschwinden 
müssen.  — 

Wir  wollen  nun  einige  der  wichtigsten  in  der  theoretischen 
Physik  vorkommenden  allgemeinen  Beziehungen  zusammenstellen 
und  für  die  82  krystallographischen  Gmppen  .spezialisieren. 

Es  empfiehlt  sich  dabei,  dieselben  auf  die  spezielle  Form  zu 
bringen,  daß  eine  physikalische  Größe  i^,  welche  den  Charakter 
eines  Skalares  besitzt  und  die  demgem&fi  vom  Koordinatensystem 
unabhängig  ist,  einer  Funktion  von  Vektorkomponenten  oder  ihnen 
verwandten  Argumenten  gleich  gesetzt  wird.  Eine  solche  GrOße 
muß  dAnn,  auf  verschiedene  physikalisdh  gleiohwertige  Eoordinaten- 
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Systeme  bezogen,  div  f?leicbe  Form  mit  gleichen  iiuiuerisclieu  Werten 
der  Konstanten  erhalti'ii. 

Mitunter  wcnli  u  die  pliysikalisclien  (Tt'sctze  durch  die  Theorie 
direkt  in  (h'r  ol)en  erörterten  Fonn  geliefert;  das  im  vorigen  Ab- 
schnitt ab^'eh'itete  ehistische  Potential  bietet  bierfür  ein  Beispiel» 
und  die  Funktion  /'  hat  hier  unmittclliar  eine  physikalische  Be- 
deutung. Wo  man  die  gewünschte  Form  erst  künstlich  herstellen 
muß,  fehlt  dagegen  der  Funktion  F  liäufig  eine  solche.  Sie  wird 
dann  z.  B.  nur  durch  die  Werte  ihrer  Ditierentialquotienten  nach 
gewissen  auxiliären  Argumenten  definiert,  wie  das  unten  an  einem 
ßeis])iele  gezeigt  werden  soll. 

Wir  1)etracbten  zunächst  Funktionen  F  von  Vektorkoin j)o- 
nenten  und  bemerken  dazu  im  voraus,  daß  die  Ditferciitiabiuotientcn 
von  F  nach  diesen  Argumenten  wieder  Vektorkomj)()nenten  sind. 

I.  Es  sei  F  eine  lineare  Funktion  der  YektorkomponeuteD 
Xy  y,  Zf  etwa 

151)  Qj  A'+  0,  J  +  (\^Z, 

80  ist  mit  dieser  Form  ein  Centram  der  Symmetrie  unTeroinbar. 
Die  Differenüalquotieiiten  werden 

Wir  erhalten  demgem&ß  die  folgende  Zusammenstellung. 


Schema  I. 

Triklines  System. 

Gruppe 

1 

0,-0,- 

-0. 

Gruppe 

2 

flj,  0,,  0,. 

Monoklines  System. 

Gruppe 

3 

Oj  =  Oj,  = 

Gruppe 

4 

Oj,  Q„  0 

Gruppe 

5 

0,  0,  Og. 

Rhombisches  Svstem. 

Grup])e 

6, 

7                          =  n,  = 

=  ü. 

Gruppe 

8 

0,  0,  Q3. 

Rhomboedrisclies  System. 

Gruppe 

10,  12              «1  =  a,  - 

-0. 

Gruppe 

11 

,  13                  0,  0,  0,. 

Tetragonales  System. 

Gruppe 

14 

,  15,  17,  19»  20  0,  »0,- 

-0. 

Gruppe 

16 

»  18                 0,  0,  0,. 
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Hexagonales  System. 
Gruppe  21,  22,  24,  26,  27   0^=02=0,«  0. 
Gruppe  23,  25  0,  ü,  «3. 

Reguläres  System  und  isotrope  Körper. 
Gruppe  28  bis  82  »    »  a,  »  0. 

n.  Es  sei  ^  eine  bilineare  Fnnktioii  der  sechs  Vektorkomponen- 
ten  Xj  Yj  Z  und  U,      V  und  sswar  gesetzt 

Die  duieh  einen  solchen  Ansatz  gegebenen  Vurgäuge  besitzen 
ein  Centrura  der  Symmetrie,  es  tritt  sonach  hier  die  vereinfachte 
Einteilung  der  Gruppen  Ton  8.  184  in  Kraft  Die  Differential(iao- 
tieuten  von  F  uach       V,  JF  liefern  die  Gleichungen 


162') 


d  W 

worin  «,  w,  »r  Abkürzungen  sind,  welche  Vektorkomponenten  bezeich- 
nen, falls  gleiches  von  F,  fF  gilt  und  F  eine  skalare  Funktion  ist 
Das  Vorstehende  zeigt,  daß,  wenn  der  Ansatz  (162')  die  direkt 
gegebene  Beziehung  zwischen  den  Vektorkomponenten  «,  »,  w  und 
Xf  Yf  Z  iai,  durch  (162)  eine  Funktion  F  geliefert  wird,  an  welche 
man  bequemer,  als  an  (162  ),  die  Symmetriebetrachtungen  anknüpfen 
kann. 

Das  Besultat  der  Spezialisierung  giebt  die  folgende  Tabelle.^ 

Schema  II. 

Triklines  System. 
Crruppe  1,  2         Sj,,  Oj,;  <i,j,  a^,  üj^;  o,|,  a„,  s,,. 

MonoUines  System. 
Gruppe  8,  4,  5     a,„  Oj,,  0;  0,^,  q„,  0;  0,  0,  a^y 

Rhombisches  System. 
Gruppe  6,  7,. 8     a^,  0,  0;  0,  a„,  0;  ü,  0,  o,,. 

BhomboSdrisches  System. 
Gn^^  9,  10,  11     dii,  0,  0;  0,  tt,|,  0;  0,  0,.  o,,. 
Gruppe  12,  18     Oji,  Si,,  0;  -      ü^^,  0;  0,  0,.  o,.. 
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Tetragoiiales  System. 
Griij)iH"  14,  15,  It),  19     a„,  0,  ü;  0,        0;  0,  0,  033. 
Gruppe  17,  18,  20     a^^,  o^,,  0;  —  Qj,,  Ojj,  0;  0,  0,  o„. 

Hexagonales  System. 
Qrappe  21,  22,  23,  26     a„,  0^  0;  0,  o„,  0;  0,  0,  o„. 
Gruppe  24,  26,  27     a„,  ^  0;  —      a^,  0;  0^  0,  a„. 

Begulftres  System  und  isotrope  Körper. 

Ghruppe  28,  29,  30,  81,  82     0,1,  0,  0;  0,  q,j,  0;  0,  0,  a„. 

Dil!  Anzahl  der  versciiiedeueu  Klasaen  reduziert  sich  hier  also 

auf  sechs.  — 

Ein  wichtiger  spezieUer  Fall  ist  der,  daß  X=  U,  Y  =  T,  Z^W 
ist;  dann  treten  die  a^u  immer  nur  in  den  K(nnbinationen  a/,t+0k4 
auf,  woraus  folgt,  daß  man  ihnen  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit die  Bedingung  (1/,^  =  0^/,  auferlegen  kann.  Dann  nimmt  das 
Scliema  11  für  die  sechs  ouabhäugigeu  Koustaaten  die  folgende  Ter* 
eiufachte  Form  aa. 

Schema  II'. 
Triklin^s  System. 
•»» 

MonoUines  System. 
''11»  ^sa»         ^»  ^'  ^u- 

Rhombisches  System. 

«11»  Oj»»  Qaai  ^'  ^»  ^• 
Bhomboednschea,  tetragonales,  hexagonales  Sjstem. 

^*  0>  Oi 

Beguläres  System  und  isotrope  Körper, 
öl,,        Q„;  0,  0,  0. 

Ein  weiterer  Si)ezialfall  ist  der,  daß  die  sechs  Variabel n  nur  in 
den  Verl)indungen  YH  —ZFy  ZU— XIV,  A" }*  vorkomnieii; 
dann  erscheint  0^,  a^g,  Oja  gar  nicht,  und  die  Übrigen  nur  in  den 
Ghedeni  0,3 -Oj^,  (ig^  -  0^3,  a^,  -  a„. 

Hier  kann  man  ohne  Beschränkung 

setzen  und  erh&lt  fttr  letztere  Gr5fien  die  folgende  ZusammensteUiuii^ 

Schema  II  '. 

Triklines  Systenu      MonoUines  l^ystem.    Bhombisches  System, 
"l'f  Oj'f  «s  -  Of      «8'  Ol'  -  0,'  -  0,  -  0. 
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Rhomboedhsches  System* 
Gruppe  9,  10,  11         Oj'  «  a,'  =  a,'  «  0. 
Gruppe  12,  13  0,  0,  a,'. 

TetragonaloB  Sjstem. 
Grnppe  14,  15,  16,  19    0|'  «  a,' »  ft,'  »  0. 

Gruppe  17,  18,  20  0,  0,  a,'. 

Uexagonales  System. 
Ghrappe  21,  22,  23,  26   0|'  «  a^'  =  a^'  ^  0. 
Gruppe  24,  25,  27  0,  0,  o,'. 

Keguläres  8ystern  und  isotrope  Körper. 
Oj'  =  n,'  =  nj'  =  0.  — 

In  verschiedenen  Gebieten  der  Physik  spielen  gewisse  Funktio- 
nen eine  Rolle,  welche  iwar  nicht  selbst  Vektorkomponenten  sind, 
sich  ihnen  aber  insofern  verwandt  erweia^,  als  sie  sich  ebenso,  wie 
Potenzen  und  Produkte  Ton  solchen,  auf  wechselnde  Koordinaten- 
qretome  transformieren.  Wir  wollen  solche  jetzt  auch  in  den  Kreis 
unserer  Betrachtungen  ziehen  und  mit 

i,  M,  iv,  p,  e,  Ä 

im  folgenden  Funktionen  bezeichnen,  die  sich  orthogonal  transfor- 
mieren, wie  JP,  JP,  ^,  rzy2,  Xry2  \  U,  F,  W  mögen 
die  frühere  Bedeutung  behalten. 

m.  Es  sei  F  eine  bilineare  Funktion  der  neun  Argumente  X, 
Mf  Nf  P,  Q,  Ii,  l\      JF,  und  zwar  von  der  speziellen  Form 

-J- F(b„i;  +  ö^if+b„iV^-t-ö^P+6^e  +  b„jq  153) 

Die  Difierentialqnotienten  Ton  F  nach  T,  W  sind  wieder 
Vektorkoinponenten,  die  nach  LfM,.,B  haben  denselben  Charakter 
wie  die  letzteren  Größen.   Es  gilt 

U-6„{/+6„r+b,ir  1531 


Diese  Annahme  giebt  ein  zweites  Beispiel  f)ir  den  oben  schon  er- 
wähnten FaU,  daß  das  phynkaliscfae  Gesetz  mit  der  Existenz  einee 
Sjmmetrieoentmms  am  Kiystall  unTerembar  ist 
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Die  Anwendung  des  8.  134  entwickelten  Verfahrens  führt  hier 
auf  die  folgenden  Systeme  yon  Konstanten."^) 

Schema  HL 
Triklmes  System. 


Gruppe  1 

alle  bftk  =  0. 

Gruppe  2 

^2       \S       K*  ^6 

Ks 

Kl       Ki      K      K*  K 

Ke 

b„    b„    b„  b„ 

Monoklines  System. 

Gruppe  8 

alle  hhk  -=  0. 

Gnippe  4 

^1     ^2     ^13     0  0 

K. 

b„   b„   0  0 

0     0     0     b3,  b,, 

0 

Gruppe  5 

0     0     0     bi^  b,5 

0 

0     0     0     b,^  b,. 

0 

6.1               ^  0 

^ 

Bhombisches  System. 

Gnippe  6 

alle  Bikk^O. 

Gruppe  7 

0      0      0     b,^  0 

0 

0     0      0      0  bgg 

0 

0     0      0     0  0 

Gruppe  8 

0     0     0      0  b,g 

0 

0     0     0     b,4  0 

0 

^1         0  0 

0 

BhomboSdrisches  System. 

Gruppe  9 

alle  bikft  —  0. 

Gruppe  10 

b„-b„    0     b,,  0 

0 

0      0     0  0-b,,- 

Kilß 

0      0     0     0  0 

0 

Gruppe  11 

0      0     0    0  b|s- 

'K.ß 

0 

K    Kl  K3  0  0 

0 

Gruppe  12  alle  b]^»  »  0. 

Gruppeis                         0  d»^  ^«-^nl^ 

-«'s.           0  b,5-bi,-b„y2 

^31    bs8  0     0  0 
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Gruppe  14 


Tetragonales  System, 
alle      —  0. 


0 

0 

V 

0 

n 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0  . 

0 

0 

0 

0 

0 

Ii 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

^1 

0 

0 

0 

(rninnp  1 7 

alle  5*k  = 

0 

urrnppe  lo 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

U 

hl 

88 

0 

0 

0 

Inuppe  19 

0 

0 

0 

0> 

0 

0 

0 

0 

0 

^14 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Gruppe  20 

0 

0 

0 

^4 

0 

0 

0 

0 

-«»IS 

0 

0 

0 

ü 

Ht'xagoiiales  System. 

GniDoe  2 1 

aUo  b*»  « 

0. 

GhmiinA  22 

0 

0 

0 

\. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

OrnDna  23 

0 

0 

0 

0 

^. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Gruppe  24 

alle  bkk=^ 

0. 

Gruppe  25 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

^»33 

0 

0 

0 

Gruppe  26 

^1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0  - 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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Gruppe  27  b„  -h^^    0      0  0-{),,}/2 

0      0      0      0      0  0 
Beguläres  System. 


Gruppe  28,  29,  31 

alle  6|kk 

sO. 

Ghruppe  80,  82 

0  0 

0 

0 

0 

0  0 

0 

0 

0 

0  0 

0 

0 

0 

^4 

154) 


Iflotrope  Körper. 
Alle  bnk  =^  0. 

IV.  £b  sei  neben  Z,  M,  N,  P,  Q,  R  das  System  Variabler 

Ay  B,  C,  J),  G 
gegeben,  das  sich  orthogonal  transfonmert,  wie 

^,  JT*,  rwy2,  wufi,  uFp 

und  es  sei  die  bilineare  Funktion  F  gegeben  durch 

+  B{(,,  L  4-  c„i!f  +  c„  iV^  +  Cj,  P  +  c,,  Q  +  c^eT?) 
+  C  (C3^  y.  +  C3,  il/  +  C33  .V  +  C3,  P  +  C35  0  +  C3«  E) 

+  iP(c„  X  +  c„  jf  +  c,,-y+  cmP+ c,,  e + c«, 

Die  Diflferentiahiuotionten  von  P  nach  A,  . .  .  oder  nach 
LfM,,,,  haben  den  Charakter  dieser  Größen.   £b  gilt 

1Ö4')    TT     «11    +  «11^  +  «18       44^  +  Ci4  e  +  Cie^» 

154")    4r  =  '»^  +  "«»^  +     C'+  c^ji;  +        +  Ce|G. 

Die  durch  diesen  Ansatz  gegebenen  Vor|^&nge  sind  iriedemm 
centrisch  symmetrisch;  die  Spezialisierung  ist  also  unter  Benntsimg 
der  Tabelle  auf  8. 184  auszufiihren.  Die  Besultate  enthält  das  nsfih- 
stehende  Schema.'*) 


Digitized  by  Google 


§  17.    Konstantmuffatams  der  Jgryrilaljplyiiit. 


148 


Gruppe  1  und  2 


Gruppe  3  bis  5 


Gmppe  6  bis  8 


Gruppe  9  Ins  11 


Gruppe  12,  18 


Schema  IV. 
Tnklines  System« 


«11 

«11 

«18 

«14 

«16 

«16 

«32 

'■23 

<^25 

«20 

«82 

«83 

^34 

^36 

«36 

«41 

«42 

«48 

«44 

«46 

«46 

«61 

«62 

«63 

«64 

«66 

«66 

«•1 

«68 

«es 

«M 

««• 

Monoklines  System. 


«11 

«12 

0 

0 

^16 

«21 

«22 

«28 

0 

0 

«81 

«88 

«68 

0 

0 

«86 

0 

0 

0 

«44 

«46 

0 

0 

0 

0 

«64 

«66 

0 

<11 

c»s 

««8 

ü 

0 

^66 

Ebombisches  System. 


«11 

<1S 

0 

0 

0 

Ctl 

CS8 

0 

0 

0 

«81 

«88 

«8t 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

BhomboSdriBches  System. 


«11 

«12 

^13 

«It 

«11 

«13 

«Sl 

«81 

«88 

«41- 

«41 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«11 

«11 

«II 

«1» 

«11 

«It 

«81 

«81 

«88 

«41- 

«41 

0 

«88 

«88 

0 

0 

0 

0 

14 


—  C 


14 

0 

«44 

0 

0 


0  0 

0  0 

0  0 

0  0 

«44  «41^2 

«i4y2(c,,-c„) 


«14 

-«1. 

0 

«14 

«88 

0 

0 

0 

0 

«44 

«46 

«62^2 

«45 

«4* 

0  'uV2c,.]'2(c.,-c„) 
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Tutragonales  System. 


Gruppe  17,  18,  20 


Gruppe  21  bis  27 


Gruppe  28  bia  32 


11 

IS 

IV 

0 

0 

0 

IB 

~i 

0 

0 

0 

^1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

f 

'■44 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

ü 

0 

«11 

«II 

«IS 

0 

0 

«16 

«11 

«IS 

0 

0- 

«16 

«Sl 

«>1 

«SS 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

«44 

0 

0 

• 

0 

0 

0 

0 

«4« 

0 

«61 

-«61 

0 

0 

0 

«66 

Hexagouales  System. 


«11  «IS 

«IS 

ü 

0 

0 

«IS  «11 

«IS 

0 

0 

ü 

^31  ^31 

^33 

0 

0 

0 

0  0 

0 

C44 

0 

0 

0  0 

ü 

0 

0 

0  0 

0 

0 

0(«i 

i-«is) 

Reguläres 

SysU» 

III. 

«11  «IS 

«IS 

0 

0 

0 

«IS  «11 

«IS 

0 

0 

0 

«11 

0 

0 

0 

0  0 

0 

^44 

0 

0 

0  0 

0 

0 

C44 

u 

0  0 

0 

0 

0 

«M 

Isotrope  KOrper. 

«  fi 

«1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

c 

ü 

ü 

0 

ü  ü 

0 

0 

0 

0  0 

0 

ü 

0 

0  0 

0 

0 

0 

h' 

worin  c  —  4  =     gesetzt  ist 

Von  dem  Ansatz  (154)  sind  zwei  spezielle  Fonnen  von  be- 
sonderem Interesse,  die  den  Seite  188  betraditeten  Ton  (152)  durch- 
aus entsprechen.  Ist 
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Ä^Z,   B^M,    C«iV,    JJ  =  F,   £^Qj    G  =  R, 

80  kommen  die  Konstanten  c^k  und  Ck^  nur  in  der  Kombination 
(cjkft  +  Ctk)  vor;  man  kann  also  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
CAk  =  ^kK  setzen,  woraus  für  die  wenigen  speziellen  Fälle,  wo  die  vor- 
Stelu'nden  Systeme  C/,t  =  —  Cu,  ergeben,  =  Cj^,.  =  0  fol<;t.  Der 
Vergleich  mit  dem  Seheran  (140)  zei^,  daß  das  elastische  rutciiti.d 
die  Form  (154),  die  ehistisdien  Drucke  die  Form  (154')  mit  der 
angegebenen  Vereinfachung  besitzen  und  demgemiUi  zu  behandeln 
sind.  Man  kann  übrigens  die  Spezialisicrun?  statt  an  ihnen,  auch 
an  den  S.  125  definierten  Summen  6'^^  ausführen;  doch  geben  hierzu 
die  obigen  Schemas  nicht  die  Mittel.^®) 

Die  zweite  spezielle  Form  des  Ansatzes  tritt  dann  ein,  wenn 
die  Produkte  £M,  C.\\  JjP,  EQ,  GR  gar  nicht,  die  übrigen 
nur  in  Differenzen  von  der  Art  AM  —  B L,  A  N  —  CL^ , . .  enthält 
Dann  treten  die  Konstanten  nur  in  den  Kombinationen  Cttk  —  ^kh  Auf, 
und  man  darf,  außer  c,,a=sO,  auch  c^k  «  —  c»*  setzen.  Wo  die 
Torstehenden  Konstantensysteme  die  Beziehung  tkk  ~  ^kh  zeigen,  folgt 
hieraus  c^k  =  Ck*  =  0. 

Bei  der  Einfachheit  der  Verhilltnisse  und  dem  großen  Umfang 
von  Schema  IV  mag  die  Aufstellung  der  diesen  beiden  speziellen 
Formen  Ton     entsprechenden  Schemata  unterbleiben. 

§  18.   CykUsehe  Systeme,  welche  starre  Körper  enthalten. 
Maxwsll's  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Am  Ende  des  zweiten  Kapitels  ist  der  Betrachtung  ein  Maasen- 
system unterworfen  worden,  dessen  allgemeine  IiAGBANOE'sohe  Koordi- 
naten p  in  zwei  Oruppen  zerfallen:  langsam  Ter&nderliche  oder 
Positionskoordinaten  p„f  deren  Geschwindigkeiten  g^^  als  unend- 
lich klein  erster  Ordnung  betrachtet  wurden,  und  schnell  Tcrilnder- 
liehe  oder  cyklische  Koordinaten  p^f  die  aber  in  der  Laobamos- 
schen  Funktion  A^W-^^  nicht  auftreten  sollten. 

Unter  der  Annahme,  daß  beide  Arten  von  Beschleunigungen 
unendlich  klein  wftren,  erhielt  man  dann  aus  den  allgemeinen  For- 
mehiCloS)  die  speziellen  (109)  und  (109')  für  die  Kräfte  P«  undP», 
welche  die  beiden  Arten  Ton  Koordinaten  zu  Tergrößem  streben: 

Finden  zwischen  den  ^fassen  des  Cykels  keine  WcchsehvirkiuiLien 
statt,  sind  also  etwa  aiittirtcndr  innere  Kräfte  .'lusschließlicli  kineti- 
schen Ursprunges,  so  wird  A  mit  der  lebendigen  Kral't  W  identisch, 
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die  sich  nach  den  gemachten  Annahmen  gemäß  der  Formel  (109") 
als  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  cykliechen  Ge- 
schwindigkeiten 7»  darstellt,  deren  Koeffizienten  allein  von  den  Po- 
sitiouskoordinateii  p„  abliängen. 

Enthält  (las  Gykelnach  seinem  äußeren  Verhalten,  d.h.  nach  seinen 
Positionskoordinaten  pa  beurteilt,  nur  starre  Körper,  so  kommen  ftlr 
die  Kräfte,  die  sie  ausüben  und  erfahren,  die  in  diesem  Kapitel  ent- 
wickelten allgemeinen  Grundsätze  zur  Anwendung,  und  daher  mag 
ein  Beispiel  dieser  Art  Ton  hervorragendem  physikalischen  Interesse 
hier  eiiifjefüf^t  werden.  — 

Die  MAXWELL'sche  Theorie  der  E^lektrodjnamik  beruht  darauf, 
daß  man  die  wahrnehmbaren  Vorgänge  dieser  Art  zurückführt  auf 
das  Bestehen  cyklischer  Bewegungen,  welche  das  Wesen  der  so- 
genannten  galvanischen  Ströme  ausmachen  sollen.  Diese  Be- 
wegungen, über  deren  speziellere  Eigenschaften  nach  dem  8.  90  Ge- 
sagten Annahmen  nicht  gemacht  zu  werden  brauchen,  müssen  sich, 
um  die  scheinbaren  Femwirkungen  zwischen  Stromleitern  hervor- 
zubringen, nicht  nur  in  diesen  selbst  abspielen  —  wo  man  die  StrOme 
in  der  alten  Theorie  ausschließlich  verlaufend  annahm  —  sondern 
auch  in  dem  zwischen  ihnen  ausgebreiteten  nichtleitenden  Medium. 

Betrachtet  man  nur  lineäre  geschlossene  Stromleiter,  so  ist  deren 
.elektrodynamisches  Verhalten,  abgesehen  von  ihrer  geometrischen 
Konfiguration,  die  sich  in  den  Koordinaten  pa  ausdrückt,  je  nur  von 
einer  elektrischen  Variabein  abhängig;  die  man  die  Stärke  ^  des  in 
einem  jeden  drkulierenden  Stromes  nennt  und  durch  seine  Fem- 
wirkungen, z.  K  elektromagnetischer  Art  mißt  Man  wird  daher  für 
jeden  Uneären  Stromlauf  auch  nur  eine  cyklische  Geschwindigkeit 
als  charakteristisch  betrachten  und  kann  dieselbe  hypothetisch  direkt 
mit  der  Stromstärke  proportional  setzen.  Identifiziert  man  gar  direkt 
mit  f«,  so  verfügt  man  dadurch  nur  über  die  Einheiten,  in  denen 
man  die  Kräfte  P»,  welche  die  cyklischen  Geschwindigkeiten  zu 
vergrößern  streben,  und  die  man  im  allgemeinen  Sinne  die  elektro- 
motorischen nennt,  messen  wilL 

Ist  nur  ein  lineärer  Stromlauf«  und  außerdem  kein  elektrodyna- 
misch wirksames  System,  z.  B.  auch  kein  konstanter  Magnet  oder 
kein  Stück  weiches  Eisen  vorhanden,  so  stellt  derselbe  nach  der  Be- 
zeichnung von  S.  87  ein  Monocykel  dar*,,  die  lebendige  Kraft  W 
nimmt  für  ihn  die  einfachste  Form 

155)  W=\rJ 

an,  worin  j4  nur  die  Positionskoordinaten  pa  des  Cykels  enthält 
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Als  wirksame  äuli<'re  Kräfte  P,,  sind  hier  einerseits  die  von  der 
galviinisclieii  Kette  ausgeübte  antreil)ende,  elt'ktroniot()risclie 
Kraft  im  (Mi^'eren  Sinne  E,  andererseits  die  verzögernde  Kraft 
—  Ii  des  Leitungswid crstandes  einzusetzen,  so  daß  die  zweite 
Formel  (155)  geschrieben  werden  kann 

Ihren  Inhalt  können  wir  dahin  aussprechen,  diß  die  elektronioto- 
rische  Kraft  £  zwei  Gegenkräfte  zu  überwinden  hat,  eine  von  der 
Zeit  abhängige,  die  verschwindet,  wenn  alle  Teile  des  Leiters  ihre 
relative  Lage  beibehalten  und  die  Stromstärke  i  konstant  ist,  und 
eine  zweite,  in  diesem  Fall  allein  übrige,  deren  Natur  anB  espOTunental 
festgestellten  Thatsachen  zu  erschließen  ist.  Hierzu  eignet  sich  das 
OHM'sche  Gesetz,  wonach  die  Stromstärke  unter  den  letztgenannten 
Umständen  der  elektromotorischen  Kraft  der  Kette  direkt  propor- 
tional ist,  während  deren  Faktor  nur  von  den  Dimensionen  nnd  der 
Substanz  des  Leiters  abhängt.  Es  ist  sonach  7?  =  ///'  zu  setzen, 
wo  //'  den  Namra  des  Widerstandes  des  lineäj*en  Leiters  führt;  die 
Formel  (155")  Terwandelt  sich  dadurch  bei  Berücksichtigung  Ton 
(Idö  )  in 

E^tfi^itf'.  155'") 

Bringt  man  hierin  ddn  erste  (jüed  rechts  auf  die  linke  Seite, 
SU  stellt  sich 

^i^^E'  165"") 

als  eine  zu  E  liinzukomniende  elektromotorische  Kraft  dar.  wclclie 
vf)n  der  zeitlichen  Andening  der  Kontiguration  und  Intensität  des 
Stromlaufcs  abhängt  und  als  induziert  bezeichnet  wird.  — 

Wir  erweitern  nun  die  Betrachtung  auf  ein  von  zwei  cyklischen 
Kni»r<liii;iteTi  abhängiges  System,  (»der  ein  Dicykol,  welches  nach 
dem  Ge.sagten  als  das  Bild  eines  aus  zwei  linearen  Stromläufen  .v, 
und  .Vj  bestehenden  Systeme»  zu  betrachten  ist**^;  von  weiteren  elektro- 
dynamisch wirkenden  Systemen  sei  auch  jetzt  abgesehen.  Hier  sind 
zwei  Stromstärken  ij,  jj,  zwei  Widerstände  U\  und  zwei  elektro- 
motorische Kräfte  JS*,.  zu  unterscheiden,  und  ist  eine  quadratische 
Form  von  ij  mid  i,.  Bezeichnet  wieder  p  eine  der  l'ositionskoordi- 
naten  des  Systems  und  P  die  äußere  Kraft,  welche  ihre  Vergröße- 
rung bewirkt,  so  folgt  allgemein 
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oder,  wenn  m&n  spezieller  einführt 
aach 

166)     =  J^,(^,,<i  +  ^„«+^r„  +  ^„g+^r„ 

P  reduziert  sich  auf  das  erste  oder  letzte  (-tlied,  wenn  man  ent- 
weder in  dem  zweiten  oder  dem  ersten  Stromlauf  die  Stromstärke 
verschwinden  läßt.  Da  aher  nur  der  Strom  die  Ursache  der  statt- 
hndendt  n  Kräfte  P  ist,  so  kann  die  Position  des  stromlosen  Kreises, 
d.  h.,  können  die  Werte  seiner  Positionskoordiuaten  in  diesem  Falle 
auf  P  keinen  Einfluß  haben;  hieraus  folf?t-  daß  //j,  nur  Koordinaten  p 
enthält,  welche  dem  ersten,  J^^  solche,  welche  dem  zweiten 
Stromlauf  entsprechen;  A^^  kaim  dagegeu  von  beiden  Gattungen 
abhänjjen. 

Hieraus  folgt  in  Übereinstimmung  mit  (155""),  daß 

lOö  )  d?— '^11»  rfF~~^'i2'   T//      ^"«1'  JT-^i* 

die  in  j|  und  .«^  durch  Selbst-  und  Wechselinduktion  hervor- 
gerufenen  elektromotorischen  Kräfte  darstellen. 

Bisher  ist  die  Betrachtung  noch  ganz  allgemein,  also  auf  beliebig 
deformierbare  Stromläufe  anwendbar. 

Wir  denken  uns  nun  aher  spezieller  beide  Stromläufe  starr, 
z.  B.  durch  aufgewickelte  Drahtspulen  gefreben;  dann  ist  die  Lage 
eines  jeden  durch  sechs  Positionskoordinaten  bestimmt,  die  aber 
jetzt  weder  in  A^^^  noch  in  A„  auftreten  können.  Denn  nach  dem 
Ener^eprinzip  kann  ein  starrer  Körper  durch  bloße  innere  Wir- 
kungen keine  Komponenten  oder  Momente  erfahren;  solche  wUrden 
aber  Toransgesetzt  werden,  wenn,  nachdem  =  0,  resp.  0  gesetzt, 
der  erste,  resp.  zweite  Stromlauf  also  faktisch  beseitigt  ist,  bei  den 
gemachten  Annahmen  ein  P  von  Null  verschieden  wäre.  Demgemäß 
ist  dA^^  /  dp  ^  dp  =  0  xa  setzen  und  die  Gleichung  (156')  für 
starre  Stromläufe  einfacher  zu  schreiben 

Diese  Formel  zeigt,  daß  die  Bichtung  der  Kraft  P  sich  umkehrt, 
wenn  man  eine  der  Stromrichtongen  umkehrt,  also  eines  der  i\  mit 
—  ik  vertauscht;  man  darf  dies  dabin  deuten,  daß  auch  die  Wirkung 
jedes  beliebigen  Stückes  des  geschlossenen  Stromlaufes  mit  der 
Bichtung  des  in  ihm  fließenden  Stromes  sein  Zeichen  wechselt 
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Versteht  man  siie/icll  unter  '^i^'  Scliwerpunktskoordinaten 

(h-v  beiden  Stroniläiife,  unter  /U/,,  »v.  ihre  Drehungswinkel  um  die 
Koordmatenaxen.  so  ergieht  sich  für  die  Komponenten  und  Momente 
der  äuBeren  Kräfte,  welche  nötig  sind,  um  die  y„  unendlich  klein, 
d.  h.  die  Stromlüul'e  im  Gleichgewicht  zu  erhalten: 


A=-'i'.di^ 


156"') 


Ihnen  entgegengesetzt  gleicii  sind  daher  die  Komponenten  und 
Momente,  welche  die   Ix'iden  Stroml.iut'e    aufeinander  ausüben; 

—  yt^2  k^""  ^Iso  als  der  Wert  des  Potentiales  JJ^^  ihrer  Wechsel- 
wirkung; lür     =  ij  =  1  aufgefaßt  werden. 

Nachdem  so  die  Bedeutung  von  entwickelt  ist,  gewinnt  man 
die  von  //jj  und  ./.,.,  durcli  die  Hetrachtung  der  beiden  Formeln  (156). 
Sie  erscheinen  dort  niiniiich  als  die  Werte,  welche  A^.,  annimmt,  wenn 
der  zweite  Stronilaul  mit  dem  ersten  oder  der  erste  mit  dem  zweiten 
identisch  ist  und  mit  ihm  zur  Deckung  gebracht  wird.   —  y/,,  und 

—  A^^  sind  also  die  Potentiale  /7j,  und  7/22  der  Stromläufe  ÄjUnd 
auf  sich  selbst.   Hieraus  foli^t.  daß,  wenn  die  Abhängigkeit  des  Po- 
tentiales //j2  von  Gestalt  und  Lage  der  beiden  Stromläufe  gewonnen 
ist,  dann  die  Werte  von  /7jj  und  //^^  <^>bne  weiteres  aus  jenem  folgen. 

Um  nun  77,2  zu  bestiinnu  n.  l)etrachten  wir  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  ebenen  Stromläufen,  die  vom  Strom  1  duiehllossen 
werden  und  unendlich  klein  gegen  ihre  Entfernung  sind.  Diese 
Wirkung  muß  dem  Produkt  der  umlaufenen  Flächen  proportional 
sein,  denn  man  kann  jene  in  gleich  große  und  gleichwertige  Flächen- 
elemente zerlegen  und  statt  allein  die  ganze  Fläche  ein  jedes  Ele- 
ment im  gleichen  Sinne  von  dem  Strom  Eins  unilaulen  denken,  ohne 
nach  der  zu  (15H")  gemachten  Bemerkung  die  Wirkung  zu  beein- 
trächtigen. Das  Potential  der  Wechselwirkung  muß  sich  also  in. 
der  Form 

n,,^^n,n.'lt\df,  157) 

schreiben  lassen,  wo  </  nur  von  der  relativen  Lage  von  df\  gegen 
df^,  d.  h.  von  der  Entfernung  r  und  den  drei  Winkeln  zwischen 
den  Richtungen  von  r  und  den  Normalen  n^,  ri.,  auf  .v,.  abhängt. 

Hieraus  folgt  für  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen 
einem  beliebigea  endlichen  Stromlauf  si  und  dem  unendlich  kleineu 
der  Ausdruck 
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worin  das  Intefiral  über  alle  Elemente  einer  durch  den  Strumlaut' 
begrenzten,  aber  soust  völlifr  beliebigen  Fläche  zu  erstrecken  ist. 
Da  der  Wert  des  Tntef^rah'S  von  der  (jestalt  der  willkürlich  ein- 
geführten Obcrtläche  unabhängig  ist,  so  darf  man  auch  statt  eines 
Fläclienelementes  (/f[  von  geeigneter  dreieckiger  Form  die  drei 
Fläeln  n  normal  zu  den  Koordinatenaxen  setzen,  welche  mit  zu- 
sammen eiu  Elemeutartetraeder  begreuzeu.    Es  muÜ  aiso  auch  sein 

worin  die  Funktionen  T'x,  Vy,  7^--,"i  ^^'^^  bezeichnen,  was  aus  (f,,^n, 
wird,  wenn  man  resj».  in  die  .V-,  }\  /-Axe  legt,  und  außer  von  der 
Entfernung  r  nur  noch  von  der  Lage  von      gegen  r  abhängen  können. 

Durch  Wiederholung  dieser  ()i)eration  in  Bezug  auf  die  zweite 
stroniumHossene  Fläche  gelangt  man  dazu,  das  l*otential  der  Wechsel- 
wirkung zwischen  zwei  unendlich  kleinen,  el)enen,  je  von  der  Strom- 
stärke Eins  durchlaufenen  geschlossenen  hneäi'en  Leitern  bei  Keduktion 
auf  die  Flächeneinheiten  zu  schreiben 

y»h,»t  =  •'■)  +  7'x/"^»("2'i')  +  ^/^,cos(w2,r)]cos(ji,,j-) 

157'")  +  [r,x^'»s(»,,x)  +  (f,j./Mn2^!/)  +  ''fy.cos(//,,c),cos(//i,y) 

+  [y>„C08(n,,x)  +  ^f,,cos(/i„i/)  -i-  y„Cü8(n„z)]cos(«j,z), 

worin  die  rechts  stehenden  Funktionen  <p  Amtlich  nur  noch  Ton  der 

Entfernung  r  abhängen  können. 

Nun  ist  aber  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Normalen  Wj 
und  und  der  Verliindungslinie  r  vollständig  bestimmbar  durch 
die  drei  Winkel  (Wj,  «.,)'  '')  ""^^  ("2''')'  wobei  r  immer  in  dem 
Sinne  Ton  (1)  nach  (2)  hin  gerechnet  werden  mag,  und  es  ist 

C08(JI„  «,)  «  C08(flj,  Jr)C08(n„jr)+  00B(ft,,y)008(ll,,y]  +  C08(llj,  2)C0«(j»j|,  Z)f 

cos  («j ,  r)  =  cos  (r,  x)  cos  ,  1)  +  cos  (r,  1/)  cos  («i,  y)  +  cos  (r,  z)  cos  (»^ ,  , 
cos  (n,,  r)  =  cos  (r,  x)  cos  [u^,  x)     cos  (r,y)  cos         +  cos  (r,  2)  cos      z) . 

Die  Funktion  (pn^n,  in  (157'")  kann  daher,  da  sie  linear  in  den 
cos(»j,j'),  cos(wpy),  co8(npz)  und  den  oo8(ii„x)»  co8("s»y))  co8(ji,,z) 
ist,  nur  die  Form  haben 

1 58)  (p^^^w  cos  (rij, +  /  cos  (nj,  r)  cos      r) , 

worin  yf  und  ;f  Funktionen  von  r  allein  sind;  ein  Resultat,  das  noch 
ganz  ohne  Benutzung  spezieller  empirischer  Gesetze  gefunden  ist 

£b  scheint  aber,  dafi  man  ohne  Zuhilfenahme  einer  experimen- 
tellen Thatsache  die  Funktionen  rp  und  x  i^cht  bestimmen  kann. 
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Die  dnÜMshste  zu  diesem  Ziele  ftkhiende  Er&hrungstihatBache  dürfte 
die  sein,  dafi^  wenn  man  zwei  zunächst  in  einer  Ebene  Hegende  unend- 
lich kleine  Stromlftnfe  sl  und  betrachtet  und  dann  j|  um  seinen 
Ifittelpunkt  so  dreht,  daß  seine  Normale  mit  der  VerbindungsUnie 
r  zusammenfiUlty  in  dieser  Lage  die  Komponente  seiner  Wirkung 
auf  ^  normal  zur  Ebene  genommen,  ebenso  groß  ist,  wie  zuTor  die 
in  der  Verbindungslinie  liegende  war.  Dies  kommt  darauf  hinaus, 
daß,  wenn  «1  im  Koordinatenanfang  und  in  der  J^Aze,  aber 
auf  der  J-Axe  Uegt,  bei  ungeändertem  r  der  Wert  Ton  wenn 
14  parallel  T  llegt^  eboiso  groß  ist,  wie  der  Ton  Y^^  wenn  paral- 
lel X  liegt  Wir  wollen  diese  Kraftkomponenten  aus  (158)  be- 
rechnen. 

Legt  man  r,ii^,  n,  in  die  Xl^Ebene,  setzt  Z.  r,»«/,  z.fi|,jr«ffi 
Z.  n^x  -=  cr„  80  ist 

=  H'  OS  («1  -  cfj)  +  /  cos  {a^  ~  y)  cos  (a,  -  y), 
also  nach  leichter  Kechuung  allgemein 

r„  -  -  -g^  =  sin  y  +  I  sin  («,  +     -  2y)  cos  y. 

Nun  ist  in  beiden  Formebi  y  =  0  zu  setzen,  in  der  ei*8ten 
er,  «i  ^ ,  in  der  zweiten  a^^O,  er,  s  ^ ;  dann  resultiert 

und  dies  ergiebt  nach  dem  eben  Gesagten,  wegen  —  (^ij)ii, 
sogleich 

X  =  rd\p!dr  158) 
und,  indem  man  dies  in  (15ö)  einsetzt, 

*=  V  cos  («j,  w,)  +  r  ^1  cos  (/i^,  r)  cos       r) .  158") 
Berflcksichtigt  man,  daß 

-cos(iij,  r)  =  ^,   +  cos  (ii„r)  =  ^  159  ) 

ist,  so  findet  sich 

.     d*r        /.   .     dxit\  dr   dr        8*R  -™ 
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wenn  —  rv  =  dJij dr  gesetzt  wird,  worin  Ii  eine  Funktion  von  r  allem 
bezeichnet. 

Für  die  Wirkung  eines  endlichen  Stromlaufes  *j  auf  einen  un- 
endlich kleinen  ^  erhält  man  hiernach  das  Potential: 

Dies  Integral  soll  nun  allein  Ton  der  Gestalt  der  Randkurre, 
nicht  Ton  der  Form  der  hindarchgelegten  HilM&che  ahhftngen*  Dies 
wollen  wir  zur  Bestinunung  Ton  M  benutzen,  indem  wir  durch  Be- 
trachtung eines  speziellen  Falles  einen  Wert  Ton  B  ableiten  und  uns 
danach  überzeugen,  daß  derselbe  ganz  allgemein  der  gestellten  For* 
derung  genügt 

Unterwirft  man  der  Berechnung  einen  Ereisstrom,  auf  dessen 
Aze  df^  liegt,  und  w&hlt  als  Oberfläche  eine  Eugelfläche  von  be- 
liebigem Badius,  so  kann  man  leicht  erhidten: 

Co 

hierin  ist  e  die  Entfernung  des  Kreisstromes  Ton  der  durch  «j 
gelegten  Ebene,  r^  die  Ton  einem  Randpunkte  von  s^,  die  Ton 
dem  Axenpunkt  der  Oberfläche.  Soll  das  Integral  von  dem  Badius 
der  Eugeloberfläche  unabhängig  sein,  so  kann  es  auch  von  nicht 
abhängen,  welche  Ghröße  Ton  den  unter  dem  Integral  stehenden 
allein  mit  jenem  Radius  variiert 

Durch  teilweise  Integration  kann  man  ftir  E  oder  besser  ftir 
{rS)r^r^  leicht  eine  Diflerentialgleichung  bilden;  da  dieselbe  sich 
Yon  erstem  Grade  und  erster  Ordnung  findet,  so  ist  eine  jede  LOsung 
mit  einer  Eonstante  die  ToUständige. 

Die  Formel  (16(X)  macht  wahrscheinlich,  daß  B  eine  rationale 
Funktion  von  r  ist;  nimmt  man  probeweise  den  einfachsten  Ansatz 

80  ündet  sich  n  ~  —  1 ,  also 

100")  R^klr, 

In  der  That  giebt  die  Einffthrung  dieses  Wertes 

/l:^^/i*-2«A(l-.cos,^), 

wenn  i9  den  Winkel  zwischen  r,,  und      bezeichnet,  also  eine  TOn 
und  daher  dem  Radius  der  Eugelfläche  unabhängige  Größe. 


I 

I 
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Man  erkennt  nun  aucli  leicht,  daß  die  Funktion  R  —  k  j  r  diese 
Eiiienschaft,  die  Verwandlung  des  Oberflächeninte^jrales  in  ein  Rand- 
integral zu  gestatten,  für  jede  Gestalt  der  Oberdäche  besitzt  Denn 
das  Integral  /•  | 

hat  die  I^edeutung  der  Öffnung  des  Ton  df^  nsujh  der  Begrenzungs- 
kurve von  /j  konstruierten  Kegels,  und  zwar  positiv  oder  negativ 
genommen,  je  nachdem  die  Normale  n  innerhalb  des  Kegels  dem 
iiilement  df^  abgewandt  oder  zu^jewandt  ist. 

Hiernach  ist  di'r  detinitive  Wert  des  Potentiales  zwischen  zwei 
endüchen  ätrouüäulen  mit  der  Stromstärke  Eins 

Derselbe  läßt  sieli  natürlich  auch  in  ein  Dop})t'lintegral  über  beide 
Randkurven  und  s.,  venvandeln;  das  Resultat  dieser  Umlormung, 
welche  im  nächsten  Kapitel  ausfiihrlicher  besprochen  werden  wird,  ist 

falls  #j  und  in  positivem  Sinne  tun  «,  und  gerechnet  werden. 
Dabei  ftleibt  naturgemäß  eine  znni  Argument  des  Integrales  additiv 
hinzutretende  Funktion,  die  bei  Integration  Uber  einen  der  Kreise 
identisch  verschwindet,  willkürlich. 

Die  Konstante  k  bestimmt  sich,  wenn  die  Kinheit  festgesetzt  ist, 
in  welcher  die  Stromstärken  gerechnet  werden,  und  ihre  Festsetzung 
dient  umgekehrt  dazu,  um  bestimmte  Stromeinheiten  zu  definieren. 

Setzt  man  A  =  1,  so  ist  dadurch  die  sogenannte  elektrodyna- 
misclie  Stromeinheit  festgestellt 

Nach  dem  auf  S.  149  Gesagten  unterscheidet  sich  nun  J7jj  und 

TOZi  77,,  nur  dadurcli,  daß  in  dem  Ausdruck  fUr  11^^  mit  ^, 
reap.  «|  mit  $^  zur  Deckung  gebracht  wird.  Infolgedessen  gilt 

und  es  ist  nunmehr  das  Formelsystem  (156)  in  allen  semen  Teilen 
ToUkommen  bestimmt  — 

Die  Toratehenden  Besultate,  welche  mit  den  auf  Seite  52  ab- 
geldteten  aachlich  durchaus  übereinstimmen,  sind  unter  spezieller 
Voraussetzung  starrer  linearer  Stromlftufe  abgeleitet  und  haben  su- 
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nächst  nur  für  solche  Gültif^keit;  sie  lassen  sich  aber  auf  Grund  der 
Bemerkung  von  S.  149,  daß  jeder  lineare  Strom  durch  ein  Systf^ni  von 
Elementaretrömen  ersetzbar  ist,  welche  die  Elemente  einer  beliebigen 
durch  den  Stromlauf  begrenzten  Fläche  umlaufen,  sogleich  auf  beliebig 
deforniierbare  übertragen.  Denn  nach  dieser  Auffassung  kann  mau 
jede  Deformation  durch  einen  Transport  von  p]lementen  dieser  Fläche 
ohne  Deformation  derselben  bewirken.  Die  Formeln  (156)  geben 
hieniach  auch  die  bei  Gestalt-  und  Gr(»ßenänderungen  beider  Leiter 
vorkommenden  pomleromotoriscluMi  und  elektromotorischen  Kräfte  an. 

Ferner  kann  man  im  Ansclihiß  an  die  Formeln  (156)  leicht 
den  Fall  erledigen,  daß  außer  den  Stromläufen  andere  elektrodyna- 
misch wirkende  Systeme  von  unveränderlicher  Stärke  vorhanden  sind, 
d.  h.  konstante  Magnete. 

In  dem  einfachsten  Fall,  daß  außer  ihnen  nur  ein  linearer 
Strom  gegeben  ist,  nimmt  die  lebendige  Kraft  den  Wert 

162)  V-ii«4  +  t^  +  ii'' 

an,  worin  J!  linear,  jt'  quadratisch  homogen  in  den  eyldischen  Ge- 
schwindigkeiten der  unveriüiderlichen  Systeme  ist 

Sind  diese  G^chwindigkeiten  gleidi  Null,  so  bleibt  Ton  nur 
das  erste  Glied;  in  diesem  Falle  kann  man,. ohne  die  Wirkung  zu 
ändern,  das  konstante  System  verrQcken,  woraus  folgt,  daß  A  die 
Positionskoordinaten  desselben  nicht  enthält  A  ist  also  ebenso» 
wie  in  (155''))  das  Potential  des  Stromlaufes  auf  sidi  selbst 

Femer  kann  die  Positionskoordinaten  p  des  Stromlaofes 
nicht  enthalten,  weil  sonst  auch  bei  Yerschwindender  Stromstärke 
eine  ponderomotorische  Kraft  auf  den  Leiter  ausgeübt  werden  wflrde, 
was  den  Grundannahmen  widerspricht 

Wir  erhalten  sonach  bei  Benutzung  der  Bezeichnungen  aus 
(156)  einfech 

löä-)      '--(ist +  47)'    - r,('^  +  ^'). 

und  dies  läßt  erkennen,  daß  die  vcm  den  p  und  /)'  abhängende 
Funktion  —Ä  als  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  dem 
unveränderlichen  System  und  dem  vom  Strome  Eins  durchllossenen 
Leiter  aufgefaßt  werden  kann,  welches  in  den  Formehi  für  P  und 
B  dieselbe  Stelle  einnimmt,  wie  das  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  den  beiden  Stromläufen  in  (15(i)  und  (150  ). 

Die  Ausdehnung  der  vorstehenden  Behandlungsweise  auf  andere 
als  lineare  Leiter  läßt  sich  gleichfalls  durchführen®*');  wir  kommen 
auf  diese  Erweiterung  der  Theorie  an  geeigneter  Stelle  zurück. 
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IV.  Kapitel. 

Die  PotentiaifanktioneiL 

§  19.   Bm  Vswtos'müm  Potontialftuiktloii  tob  stetigen  Xmmii- 

▼erteilimgen. 

Das  Potential  0  der  nach  dem  NEwroiv'aohen  Gesetz  statt- 
findenden Wechselwirkung  zwischen  zwei  Haasenpunkten  m  und 
ist  nach  Formel  (53 ) 

c|i  s  ~ 

r 

WO  r  die  Entferuung  zwischen  m  und  m^  bezeichnet,  und  Dimension 
und  Zahlwert  der  Konstante  k  auf  S.  47  festgestellt  ist 

Das  auf  die  Masse  Eins  des  einen,  als  augezogen  betrachteten 
Massenpunktes  m  angewandte  Potential 

k  nu 

v  

nennt  man  die  rotentialfu n ktioii  dvs  Massenpunktes  Wj ihr 
hierdurch  definierter  Wert  bildet  den  Aus^'un^'spinikt  der  fol^'t  ii(h'n 
Entwickelungen.  Da  indessen  das  XEWTUN'sche  Gesetz  mit  uiult  rer 
Bedeutuni;  sowohl  der  Massen  m,^,  als  der  Konstanten  k,  in  anderen 
Gehirtni  der  Physik,  als  der  Mechanik  Anwendung  tiudeti  80  wollen 
wir  deu  dem  Siau  nach  allgemeiuercu  Ausdruck 


9 


r 


in  welchem  f  eine  beliebif^^e  Konstante,  und  wij  nicht  nur  eine 
ponderable  Masse,  sondern  irgend  eine  die  Größe  der  Wirkung  des 
Punktes  charakterisierende  Quantität  bezeichnet,  weiterhin  benutzen. 

Um  zu  den  Gravitationswirkungen  zurtlckzukelu-en,  haben  wir 
dann  bloß  /*a  —  A  zu  setzen  und  mit  einer  ponderabeln  Masse 
zu  identifizieren,  tun  zu  elektrischen  oder  magnetischen  WuHbingen 
zu  gelangen,  ist  nach  8.  48  +  zu  w&hlen  und  iR|  mit  einer 
elektrischen  oder  magnetischen  Quantität  zu  Tertauschen. 
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Die  Potentialfunktion  einos  Systemes  diskreter  Massen- 
punkte  m,^  folgt  aus  obiger  Deliuitioii  in  der  Form 

wo  Tj^  die  Entfernung  des  Einheitopoles  Ton  »ij^  bezeichnet 

Wir  betrachten  weiterhin  die  Koordinaten  o-^,  y^,  der  wir- 
kenden Punkte  nif^  als  unveränderlich  gegeben,  die  Potentialfonktioii 
also  als  nur  Ton  den  Koordinaten  x,  z  abhängig,  welche  den  Ort 
der  angezogenen  Masseneinheit  bestimme  Ak  Funktion  Ton  x,  y,  z 
besitzt  nun  die  Potentialfunktion  eines  Punktsystemes  offenbar  fol* 
gende  Eigenschaften. 

ff  ist  eindeutig  und  stetig,  d.  h.  regulär,  im  ganzen  Baum, 
giebt  in  dem  Punkt      den  Grenzwert 

und  crtüllt,  falls  alle  Massenpunkte  im  Endlichen  liegen,  im  Unend- 
lichen die  Oleichungen 

163")        liin(r,y)  =  /-^m„    Um  (r.'^'-]  = -/-^m,, 

worin  die  Entfernung  Tom  Koordinatenanfang  bezeichnet;  letzteres 
können  wir  kürzer  dahin  ausdrucken,  daß  die  Punktion  y  in  m, 
unendlich  groß  erster,  im  ünendlicfaen  unendlich  klein  erster  und 
zugleich  ihre  DeriTierten  unendlich  Idein  zweiter  Ordnung  werden. 
Endlich  befolgt  9p  Überall  die  Beziehung 

Diese  Sumnie  der  drei  zweiten  Difterentialtjuotienten  nach  den 
Koordinaten  werden  wir  weiterhin  kurz  durch 

oder,  wo  es  der  Deutlichkeit  wegen  wünschenswert  erscheint^  durch 

A.,,9P    oder  As^P 
bezeichnen;  während  das  Aggregat 

in  dem  \p  eine  Funktion  von  x  und  y  allein  bedeutet,  in 
abgekürzt  werden  solL  — 
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Sind  wirksame  Punkte  in  uneiullich  jjroßer  Zahl  längs  einer 
stetig  gekrümmten  Kurve  verteilt,  die  ganz  im  Endlichen  liegen 
mag,  so  daß  auf  dcni  Linienelement  ds^  die  Masse  dm^  ausgehreitet 
ist,  80  heißt  dm^jds^  =  ^i»  vorausgesetzt,  daß  der  Grenzwert  von 
der  Größe  von  unahhängig  ist,  die  Dichte  der  Kurvenbelegung 
oder  die  lineare  Dichte  an  der  Stelle  X|,  x^^  und  nimmt  die 
Potenüalfunktion  (163)  die  Form  an 

164) 

in  der  wir  Tj  als  eine  stetige  Funktion  von      ansehen  wollen. 

Diese  Funktion  verhält  sich  in  endlicher  EntlVrnuiig  von  der 
Kurve  und  im  Unendlichen,  analog  wie  die  Potentialfunktion  (163), 
regulär,  erfüllt  auch  die  Bedingungen  (163")  und  (163"'),  wird  al)er 
bei  Annäherung  an  die  Kurve  derart  unendlich,  daß  die  Formeln  gelten 

ir,te)  — 164«) 

worin  n  die  senkrechte  Entfernung  von  der  Kunre  und  r  die  lineare 
Dichte  im  Fußpunkt  Ton  n  bezeichnet**). 

Dies  kann  man  beweisen,  indem  man  die  belegte  Kurve  zer- 
legt in  ein  dem  genäherten  Punkte  unendlich  nahes  StDck,  welches 
als  eine  mit  homogener  Dichte  r  belegte  Gerade  betrachtet  werden 
kann,  und  den  Best,  der  zu  dem  ünendlichwerden  der  Potential- 
fimktion  nur  einen  Beitrag  Ton  niedrigerer  Ordnung  liefern  kann. 

Die  Potentialfunktion  9'  einer  homogenen  Geraden  von  der 
Länge  22  nnd  der  linearen  Dichte  r  auf  einen  Punkt  im  normalen  Ab« 
stand  n  von  ihrer  Mitte  bestimmt  sich  durch  eine  dnfistcheBedmungzu 

y'-2/-w(^*»?'^-)i 

daher  wird 

 tfrL  ^ 

Wird  n  unendlich  klein  gegen      so  wird 

und  dasselbe  güt  nach  dem  Obigen  fhr  die  Potentialfunktion  9  einer 
beliebigen  stetig  gekrümmten  Emnre  mit  .stetig  wechselnder  Dichte.  — 
Erfüllen  die  wirkenden  Massenpunkte  in  unendlich  großer  ZaM 
eine  stetig  gekrümmte  Oberflftche  o„  welche  wiederum  ganz  im  End* 
liehen  liegen  mag,  und  befindet  sidh  auf  dem  Flftchenelement  <f«^ 


164^ 
164") 
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die  Masse  dm^,  so  lioißt  dm^jdo^  =  <Tj,  vorans«jpsptzt,  daß  sein  Wert 
von  der  Gestalt  und  Größe  von  do^  unal)hängig  ist.  die  Flächen- 
dichte  der  l^clrtrunjz  an  der  Stelle  Xj,  y^,  Zj  von  Oj,  und  lautet 
die  Potentiaüuuktion  dieser  Massenverteüung 

166)  r  =  fJ-'4^, 

worin  wir       als  auf      stetig  annelinien. 

Dies«'  Funktion  verhält  sich  in  endlielier.  wie  in  unendlieh  großer 
Entfenmng  von  der  Fläche  Oj  regulär  und  erfüllt  duseli)st  die  Glci- 
clningen  (163")  und  (lO.'V");  sie  ist  in  der  Ohertläche  endlicli  und 
geht  stetig  durch  sie  hindurch;  aher  ihre  Ahleitungen  nach  den  Nor- 
malen nj  und     auf  den  beiden  Seiten  von     erfüllen  die  Gleichungen 

worin  <t  <lie  Dichte  und  und  /«*"  die  Hauj)tkrümmungsradien  der 
Oberriäche  an  der  Stelle  n  =  0  bezeichnen;  letzt<'re  sind  positiv  ge- 
rechnet, wenn  sie  in  die  Normale  fallen  Der  horizontale  Strich 
über  einem  Ausdruck  bedeutet  hier  und  später,  daß  sein  Wert  in 
der  Oberfläche  genommen  ist 

liie  Endlichkeit  von  rp  in  der  Oberfläche  erkennt  man  ohne 
Rechnung,  wenn  man  Polarkoordinaten  vom  Kinheitspol  aus  einführt 

Die  ül)rigen  Sätze  beweist  man,  indem  man  um  die  Stelle  w  =  ü 
eine  unendlich  kleine  Kugel  konstruiert  und  durcli  diesel})e  ein  Bereich 
ß  ans  der  Ohertläche  aussclineideti  auf  dem  rr,  als  konstant  gleich  <r 
angesehen  werden  kann,  und  dieses  der  Hetrachtung  unterwirft;  der 
Teil  von  o  außerhall)  ß  kann  keine  Unstetigkeit  verursachen,  darf  also 
außer  Betracht  bleiben.  Zerlegt  man  ß  durch  ein  System  von  durch 
die  Normale  n  gelegten  JSbenen  in  unendlich  schmale  Sektoren  und 
faßt  dieselben  paarweise  zosammen,  so  ist  ersichtlich,  daß  ein  zwischen 
denselben  Ebenen  gelegenes  Sektorenpaar  zu  den  Werten  von 

m-m  (©.-(m 

den  gleichen  Anteil  geben  maß,  wie  der  zwischen  denselben  Ebenen 
liegende  Doppelsektor  einer  mit  der  konstanten  Dichte  ir  belegten 
Eugeltläche  vom  Radius  Jt,  falls  E  den  outüeren  Erttmmungsradins 
der  beiden  Kurven  darstellt,  in  welchen  die  Oberfläche  o  innerhalb  ß 
von  den  beiden  unendlich  nahen  Ebenen  geschnitten  wird. 

Nun  ist  aber,  wie  eine  einfache  Rechnung  ergiebt,  die  Potential- 
fiinktion  9*  einer  homogenen  Kogelflftche  vom  Radius  i7,  der  Dichte  a 
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und  dvr  Gesamtmasse  M  für  einen  äußeren  Piiukt,  falls  e  den  Ab- 
stand desselben  Tom  Kugelcentnim  bezeiclmet, 

4n/iy<r  ^^^^  jggj 

für  einen  inneren  Punkt 

q>\^4nfEff^f^;  166) 

also  wird  für  einen  Doppclsektor,  welcher  von  zwei,  im  Winkel 
durch  die  Kichtung  von  e  gelegte  Ebenen  begrenzt  ist, 

Für  Punkte  unendlich  nahe  der  Kugelfläche  erhält  man 

d (f  'a  =  4  fR  a  d/j     dtp}  =  4/  7»  rr  (//, 

wobei  das  Dift'erentialzeiehen  ö  nur  zum  Unterschied  von  dem  dx 
entsproclicnden  f!  ^n'sctzt  ist 

Nun  sind  nach  dem  Vorstehenden  für  unendlich  nalie  Punkte 
die  Unterschiede  der  Werte  von  (f  und  seiner  Diticrentiaiipiotienten 
auf  beiden  Seiten  der  Oberflache  identisch  mit  deujenigeu  der 
Funktionen 

/(fff'a     und  Jdffij 

die  Tnte^ale  über  alle  Dojtpelsektoren  ausgedehnt. 
Benutzt  man  bei  der  Berechnung^  daß 

ist,  und  ffthrt  wieder  die  Normalen  14  und  14  auf  beiden  Seiten  der 
Oberfläche  nach  Außen  gerichtet  ein,  so  eihilt  man 

wo  und  in  dem  oben  festgeBetsten  Sinne  positiT  su  redmen 
tind.    Dies  sind  aber  die  zu  beweisenden  Formeln.  — 

Erfüllen  endlich  die  wirksamen  Punkte  einen  ganz  im  Endliehen 
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liegenden  Raum  und  bezeichnet,  wie  früher  dm^jdh^  =  q^,  die 
stetig  gedachte  Dichte  der  riiumhchen  Verteilung  an  der  Stelle  x^^y^  Cj, 
so  nimmt  die  Potentialfunktiou  den  Wert 


167)  V-fp'",-' 


an.  Diese  Funktion  verhält  sich  mit  ihren  ersten  Den  vierten  im 
ganzen  Banme  regulär  und  erfüllt  im  ünoudlichen  die  Glei- 
chungen (163"),  im  ganzen  äußeren  Baum  die  Gleichung  (163'"); 
ihre  zweiten  Diflferentialquütienten  springen  beim  Durcligang  durch 
die  Grenze,  falls  q  die  dort  vorliundene  Dichte,  und  n  die  in  be- 
liebigem Sinn  gerechnete  Nonnale  bezeichnet,  gemäß  den  Formeln 


167) 


-  ^  «  -  4  cos*(«,x), 


6^  ff-       ^*  <f  — 

V    '  —  ^  i    "  —  4       COS («,») cos (ILZ), 


Hiermit  steht  im  Zusammenhang,  daß  in  dem  TOn  Masse  er- 
füllten Baum  die  Beziehung  gilt 

167")  Aq>i^^^%fQ, 

wo  Q  die  Dichte  an  der  Stelle      y,  z  bezeichnet®*). 

Daß  (f  im  ganzen  Inneni  des  Körpers  endlich  ist,  ergie))t  sich 
wiederum  ohne  Bechnung  durch  ElinfUhrung  von  Polarkoordinaten. 

Zum  Beweise  der  übrigen  Sätze  schneiden  wir  durch  eine  un- 
endlich kleine  Kugelfläche  um  irgend  einen  Punkt  der  Oberfläche 
von  Äj  ein  nahezu  halbkugeliges  Bereich  ß  von  konstanter  Dichte  q 
aus  dem  Körper  aus,  welches  den  Einheitspol  enthält,  und  schließen 
wie  oben,  daß  der  äußere  Teil  von  Aj  zu  etwaigen  Sprüngen,  die  ff 
und  seine  Derivierten  beim  Durchgang  durch  die  Grenze  erleiden, 
keinen  Anteil  geben  kann. 

ß  zerfallen  wir  durch  Meridianeljenen,  durch  die  Xorniale  auf 
der  Oberfläche  als  E*oIaxe  gelegt,  in  Do])pelscktoren  von  der  Winkcl- 
(»Önung  d'/f  deren  jeden  wir  als  <las  Stück  oiiies  analogen  Do{)pcl- 
sektors  aus  einer  Voll-  oder  Holilkutjel  von  bestininiteni  Kadius  an- 
sehen kiunu  n.  .Feder  Doppelsektor  von  ß  giel)t  also  zu  den  Unstetig- 
keiten  von  (p  den  gleichen  Anteil,  wie  ein  Doppelsektor  gleicher 
Wiukeliiffnung  ans  einer  gewissen  homogenen  Voll-  oder  Holilkugel. 

Nun  kann  luan  aber  leicht  berechnen,  daß  die  Potentialfunktii ai 
9*  einer  Hohlkugel  von  den  Kadieu  7*'a  und  Miy  der  Dichte  und 
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der  Gesamt  müsse  M  auf  einen  Punkt  im  Abstand  e  Tom  Centrum, 
je  nachdem  derselbe  sich  im  Außeiiraum,  innerhalb  der  Masse  oder 
im  Hohlraum  befindet,  gegeben  ist  durch 


168) 


3e 


'   e  ' 


168^) 


Für  eine  Voilkugel  ist  Jii  —  ü,  Ifa  =  Ii  zu  setzen,  woraus  folgt 

vi 

Diese  Werte  zeigen,  daß  ff  '  und  seine  erste  Derivierte  naeh  der 
Normalen  stetig  durch  die  sämtlichen  (iren/.en  gt  licn,  gleiches  gilt 
somit  auch  von  dem  allgemeinen  (f.  Ferner  springt  der  zweite 
Difl'erential<iuotient  nach  der  Normalen  heim  Anstritt  aus  der  Masse 
um  — AnfiJy  also  einen  von  dem  Ivadius  unahhängigen  Betnag; 
gleiches  gilt  sonach  auch  von  so  daß  wir  zunächst  die  Kesultute 
haben 


—  9Pa 


Ö<f  .        Ö  tf  „ 


0, 


Bmf  dn* 


168") 


Hieratis  lassen  sich  aber  leicht  die  Formeln  (167')  gewinnen. 
Aus  den  drei  ersten  von  ihnen  folgt  weiter 

A      —  A  9>a  —  —  43l/*(», 

also  wegen  A9>««0, 

Nun  zerlege  man  den  Köqier  durch  eine  stetig  gekrümmte 
Fläche  in  zwei  Teile;  im  ersteren  hege  der  Punkt  j-,  y.  z,  und  zwar 
unendlich  nahe  an  der  Trennungsfläche.  Eltenso  zerlege  man  (f> 
in  und  fp^,  die  von  den  beiden  Teilen  herrühren.  Dann  ist 
nach  der  letzten  Formel 

A     «  -  43i/'(», 

wo  g  die  Dichte  an  der  inneren  Stelle  x,  y,  z  bezeichnet;  zugleich 
gilt  daselbst 

A  «  0, 

TotOT,  TheonttidM  PliTilk.  ]  1 
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also  folgt,  als  für  alle  inneren  Punkte  gUltig, 

Im  vorstehenden  sind  überall  stetige  Dichtigkeiten  r.  rr.  o  voraus- 
gesetzt, aber  es  ist  leicht  zu  erkennen,  welche  der  erhaltenen  Re- 
sultate auch  hei  unstetigen  gültig  bleiben.  Von  jjraktischem  Interesse 
ist  nur  der  Fall,  daß  die  räumliche  Dichte  o  längs  einer  Fläche 
unstetig  ist,  wo  wir  dann  nach  S.  93  diese  Fläche  passend  als  zu 
der  Begrenzung  des  Körpers  gehörig  betrachten.  Auch  in  ihr 
bleibt  (f  mit  seinen  ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig, 
während  die  zweiten  springen,  und  zwar  in  der  durch  die  Fonneln 
(1(17')  gt'gebeneu  Weise,  falls  man  in  ihnen  an  die  Stelle  von  o  die 
Differenz  der  Dichten  zu  beiden  Seiten  der  UnstetigkeitsÜäche  setzt  — 

§  20.  Die  NEWTOK'sche  Fotentialfanktion  von  neutralen  Polsystemen. 
Molekulare  Theorie  der  dielektrischen  und  magnetischen  Influenz, 

der  Fyro-  und  Piesoelektricität. 

Bei  den  Anwendungen  der  Potentialfunktion  auf  die  Lehre  Ton 
der  JSlektricitftt  und  dem  Magnetismus  wird  man,  ^vie  schon  auf 
S.  48  gesagt  ist,  veranlaßt,  Wechselwirkungen  in  Betracht  zu  ziehen, 
bei  denen  die  wirkenden  Massen  m/.  bald  positiv,  bald  negativ,  also 
die  Kräfte  bald  abstoßend,  bald  anziehend  sind. 

Die  Sätze  des  vorigen  Abschnittes  sind  für  positive  und  nega- 
tive blassen  durchaus  gleichmäßig  gültig,  nur  ist  der  angezogene 
Einheitspunkt  immer  positiv  vorausgesetzt;  soU  er  negativ  sein,  so 
ist  f  mit  —  /*  zu  vertauschen. 

Zu  neuen  Verhältnissen  gelangt  man,  wenn  man  negative  und 
positive  Massen,  je  in  gleichen  Quantitäten  einander  unendlich  nahe 
angeordnet,  zu  einem  System  vereinigt,  welches  als  neutral  be- 
zeichnet werden  mag,  und  dessen  Potentialfunktion  bestimmt 

Hier  kommen  zunächst  die  Systeme  von  diskreten  Massen- 
punkten oder  Polen  in  Betracht,  die  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit 
als  Analoga  zu  den  Atomgruppen  gelten  können,  welche  die  pon* 
derabeln  Körper  bilden. 

Ist  yf  die  Potentialfiinktion  irgend  eines  Massensjstemes,  so  ist 

wo  /  eine  beliebige  Kichtung  und  X  eine  auf  derselben  abgegrenzte 
unendlich  kleine  Strecke  bezeichnet,  die  Potentialfunktion  eines 
gewissen  neutralen  Systemes,  das  aus  zwei  dem  obigen  kongrueateu 
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einfachen  Systemen  besteht,  Ton  denen  das  eine,  mit  den  gleichen 
Hassen  behaftete,  um  A/ 2  in  der  Richtung  das  andere,  mit 
den  entgegengesetzten  Massen  behaftete,  um  Xj2  in  der  Rich- 
tung —  /  ans  der  ersten  Position  Terschoben  ist;  die  Formel  gilt 
indessen  nur  solange,  als  A  unendlich  klein  ist  gegenüber  der  Ent- 
fernung des  angezogenen  Einheitspoles  von  allen  Punkten  des  Systemes. 
So  giebt 

die  PotentiaUanktion  eines  Punktepaares,  welohes  durch  das  Mo- 
ment mX  und  die  Ridhtimg  der  Aze  /,  Ton  —  m  nach  +  m 
positiv  gerechnet,  charakterisiert  ist; 

dasjenige  eines  neutraleii  Doppelpaares,  dessen  Punkte  ±  nt  in 
den  Kcken  des  Paralh  ldgrammes  mit  den  Seiten  A  und  A'  parallel  / 
und  /'  liegen  und  für  welches  /.  t  und  .Uj  =  m'A'/.'  charakteristisch  ist. 

Durch  Wiederholung  dieser  Operation,  die  wir  kurz  Multi- 
plikation nach  bestimmten  Richtungen  nennen  wollen,  gelangen 
wir  zu  immer  höheren  Potentialen^^),  deren  allgemeinster  Ausdruck 
die  Funktion 

r-L 

<f,^fli,  -f-   169'") 

ist,  wenn  v  =  a  -\-  ß  -\-  y  .  .  . 

ce,  ß,  y  .  .  .  mag  der  Grad  der  einzelnen  Multijvlikation, 
V  der  Gresamtgrad  des  Potentiales  und  auch  des  zugehörigen  Punkt- 
systemes  heißen.  Ein  Potential  vom  Grad  v  entspricht  im  allge- 
meinen einem  neutralen  Punkt-system  von  A  =  2"  Polen;  indessen 
können  sich  von  diesen  in  licstimmten  Fällen  sehr  viele  zu  mehr- 
fachen Punkten  summieren  fider  wegen  ihres  entgegengesetzten 
Zeichens  in  ihrer  Wirkung  zerstören. 

Es  ist  hemerkenswert,  dal3  die  al)S()luten  Beträge  der  j)arallel 
a,  b,  c  .  .  .  stattget'undeiien  Verschiebungen  in  dem  Ausdruck  (109"') 
für  (fy  gar  nicht  auftreten;  daher  kann  man  über  sie  ganz  beliebig 
verfügen.  Dies  zeigt,  daß  dieselbe  Potentialfunktion  (f  einer  unend- 
lichen Vielheit  von  Punktsystemen  entsprielit  und  unter  Umständen 
ganz  andere  Symmetrieeigeusclmllen  besitzen  kann,  als  das  zugehörige 
Punktsystem. 

11* 
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Die  Polsysteme,  welche  dem  Potential  (169'")  entsprechen  und 
tomit  durch  saecessiTe  Multiplikation  aus  einem  Pol  abgeleitet  werden 
können,  woUen  wir  einfache  nennen;  ihnen  treten  gegenaber  die 
susammengeeetzten,  welche  durch  Ineinanderstellen  mehrerer 
einfacher  erhalten  werden.  Ihre  Potentialfunktionen  werden  durch 
Summen  tou  Gliedern  der  Form  (160"')  dargestellt 

Ein  Hauptvorzug  der  Potentiallrinktionen  einfacher  neutraler 
Polsysteme  gegenüber  denjenigen  zusammengesetzter  ist,  daß  man 
ihre  Symmetrieeigenschaften  aufierordentlich  bt  «iuom  beurteilen  und 
demgemäfi  leicht  spezielle  Ausdrücke  bilden  kann,  welche  gewünschte 
%mmetrieelemente  besitzen.  Die  letztere  Angabe  bietet  sich,  wenn 
es  sich,  wie  zum  Zweck  der  ErkUbrung  gewisser  elektrischer  und  mag- 
netischer ESrscheinungen,  darum  bandet,  Punktsysteme  aufzufinden, 
die  geeignet  scheinen  könnten,  MoleklUe  Ton  krystalliflierten  Sub- 
sianzen  zu  bilden,  also  ein  Potential  auszuQben,  welches  die  Sym- 
metrie der  betreffenden  Erystallform  hat 

Das  Gleiche,  me  von  der  Symmetrie  der  PotentialfunktionY  gilt 
auch  Ton  der  Symmetrie  der  nach  irgend  einer  Richtung  ausgeübten 
Komponenten,  sowie  tou  dem  Potential  und  den  Komponenten  der 
Wechselwirkung  zwischen  zwei  dmrtigen  Systemen. 

Es  kommen  hierfür  folgende  ftuBerst  leicht  nachweisbare  Sätze 
in  Betracht**) 

Die  Symmetrie  der  Potentiallbnktion  tp^  ändert  sich  nicht, 
wenn  man  irgend  welche  Ton  ihren  Multiplikationsrichtungen  mit 
den  entgegengesetzten  vertauscht 

Der  Wert  der  Potenti&lfhnktion  <p^  bleibt  ungeändert,  wenn  man 
eine  Multiplikationsrichtung  Ton  geradem  Grade  oder  aber  zwei  von 
ungeradem  Grade  gleichzeitig  umkehrt 

Die  Potentialfimktion  ^,  besitzt  ein  Centrum  C  der  Symmetrie, 
wenn  ihr  Gesamtgrad  y  eme  gerade  Zahl  ist 

Sie  besitzt  eine  Symmetrieebene  üf,  wenn  die  Multiplikations- 
richtungen (auch  ihrem  Grade  nach)  zu  dieser  Ebene  symmetrisch 
liegen  oder  mit  Hilfe  des  ersten  Satzes  so  gelegt  werden  können. 

Sie  hat  eine  ii-zählige  Sy  mmetrieaxe  wenn  die  Multiplikations- 
richtungen zu  je  n  Ton  gleichem  Grade  auf  einem  Kreiskegel  um  ./ 
in  gleichem  Winkelabstand  angeordnet  werden  können. 

Außerdem  ist  A  spezieller  eine  zweizählige  Symmetrieaxe  auch 
dann,  wenn  die  Summe  der  Grade  aller  normal  zu  A  liegenden  Multi- 
plikationsrichtungen eine  gerade  Zahl  ist 

Beliebige  Mulüpiikationen  nach  der  Richtung  von  A  stören  diese 
Symmetrie  nicht,  wie  überhaupt  verschiedene  Multiplikationsgruppen, 


Digitized  by  Google 


§  2a,  JH$  F^halfimkHm  muMer  PunkUygieme.  165 

welche  A  je  deuselben  Charakter  erteileu,  sich  in  ihrer  Wirkung 
nicht  beeinträchtigen. 

Endlich  besitzt  die  Potentialfunktion  eine  w-zälilige  Spiegel- 
drehungsaze  S,  wenn  normal  zu  S  m  Multiplikationsrichtungen  von 
gleichem,  aber  ungeradem  Grade  liegen,  von  denen  die  benachbarten 
den  Winkel  n  j  m  einschließen,  während  parallel  <S  eine  Multipli- 
kation von  beliebi^m  ungeraden  Grade  stattfindet 

Multiplikationen,  welche  die  Kichtung  S  zu  einer  2  m -zähligen 
Sjmmetrieaxe  machen,  stören  jene  Symmetrie  nicht. 

AUt  Hilfe  dieser  Sätze  kann  man  leicht  Potcntialfunktionen  ip^ 
bilden,  welche  die  Symmetrie  irgend  einer  der  32  Krystallgruppen 
besitzen,  also  auch  die  neutralen  Polgruppen  ableiten,  welche  jene 
Potentiale  ausiiben;  hierbei  wird  man,  um  letztere  von  möghchst 
übersichtlichem  Bau  und  möglichst  hoher  Symmetrie  zu  erhalten,  die 
Verschiebungen  X  für  gleichwertige  Multiplikationsriohtungen  auch 
gleich  groß  wälüen«  — 

Für  das  Verständnis  der  insbesondere  Ton  krystaUinischen  Nicht- 
leitern gezeigten  elektrischen  Erscheinungen  kann  man  sich  einen 
Krystall  als  ein  regelmäßig  angeordnetes  System  derartiger  Polgruppen 
mit  elektrischen  Ladungen  denken,  deren  einzelne  Punkte  sich  unter 
der  Gesamtheit  der  auf  sie  ausgeübten  Kräfte  im  Oleichgewicht  be- 
finden oder  wenigstens,  was  für  viele  Wirkungen  keinen  Unterschied 
macht,  um  eine  Ruhelage  esdllieren.  Die  Anordnung  der  Pole  im 
Molekül,  und  damit  die  direkt  beobachtbare  elektrische  Wirkung 
des  ganzen  Körpers  auf  äufiere  Punkte,  wurd  sich  Sndem  können  in- 
folge der  Einwirkung  äußerer  elektrischer  Kräfte,  infolge  einer  Tem- 
peraturänderung,  die  den  Bewegungszustond  beeinflußt,  und  infolge 
einer  Deformation  des  Kry stalle»,  welche  die  Anordnung  und  Orien- 
tierung der  einzelnen  Moleküle  Teiftndert 

Die  Veriblgung  dieser  YorsteUung  liefert  eine  molekulare  Theo- 
rie der  vorgenannten,  an  elektrischen  Nichtleitem  beobachtbaren 
Elrscheinungen,  welche  man  resp.  diSlektrische  Polarisation,  Pyro- 
und  Piezoelektridtat  nennt;  der  ersteren  entspricht  bei  magnetisier- 
baren  Körpern  der  Vorgang  der  Influenzierung  durch  magnetische 
Kräfte. 

Für  diese  Theorie  ist  zu  erwSgen,  daß  die  Potentialfnnktionen  der 
durch  successiTe  Multiplikation  aus  einem  Punkt  erhaltenen  Pol- 
systeme außerordentlich  schnell  mit  der  Entfernung  abnehmen,  so 
daß  ihre  Wirkungen  bei  einigermaßen  großer  Polzahl  nahezu  als 
moleknlare  im  gewöhnlichen  Sinn  des  Wortes,  nämlich  als  in  jeder 
merklichen  Entfernung  unmerklich,  betrachtet  werden  können.  Durch 
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170) 


die  erwühiiten  Umgestaltungen  können  sie  aber  zu  Femwirkimgen 
yon  viel  größerer  Intensität  gel»raclit  worden. 

Um  dies  zu  erkennen ,  wollen  wir  die  Poten-ti alfunkt iou  des 
Volumenelementes  d  eines  aus  Molekülen  der  betrachteten  Art  zu- 
sammengesetzten neutralen  Körpers  berechnen;  dieselbe  ist  zunächst 
gegeben  durch 

170)  f'-f^T' 

WO  ira  die  Masse  des  einzelnen  Atomes  oder  Poles  bezeichnet.  Ver« 
stehen  wir  unter  x^,  y^,  einen  beliebig  innerhalb  des  Volumen- 
elementes  gelegenen  Punkt,  unter  r  seine  endliche  Entfernung  tod 
dem  Einheitspunkt  an  der  Stelle  x,  y,  unter  a^,  b^f  die  rela- 
tiven  Koordinaten  Ton  »1^  gegen  ihn,  so  kann  man  schreiben 

Ii         «7  4 

+  i        -2^     öfc»  +  j- 

Hierin  ist  J^m^  nach  der  Annahme  gleich  Null;  die  drei  Siun- 
men  ^m^ah,  ^rn^bk,  SSrUhCh  kann  man  bei  stetig  mit  dem  Ort 
wechselnder  Verteilung  und  bei  einer  Dichte,  die  innerhalb  dk^  eine 
sehr  große  Anzahl  von  Polen  Platz  finden  läßt,  als  mit  dk^  propor- 
tional betrachten  und  daher  setzen 

170")    Sm^Ok^  a^dk^,    Sm^bn^  ß^dk^,    Sm^cn d  , 

Man  versteht  nun  allgemein  unter  den  Momenten  ,/,  ß,  C 
eines  neutralen  Körpers  nach  den  Koordinatenaxen  die 
Aggregate 

171)  2  Wi,  X,,  =  A.  l/n  =  B  ,  Z,,  =  Cj 

summiert  über  alle  in  dem  Körper  enthalteneu  Pole. 

Die  A,  JJ,  C  transformieren  sich  wie  Kraftkoniponenten,  sind  auch, 
wie  sie,  von  der  Lage  des  K(K)rdinatenaul"angspunktes  unabhängig, 
lassen  sich  also  als  Komponenten  eines  Vektors  M  betrachten,  dessen 
Größe  durch 

171)  =      +  6-, 

dessen  Kichtung  durcli 

171")  cos  {L,x) :  cos  (L,y)  i(L,z)^ÄiBiC 

gegeben  ist*') 

Der  Vektor  M  heißt  das  Gesamtmoment  des  neutralen  Kdr> 
persy  seine  Richtung  L  dessen  Axe. 
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Dit'so  L)«'tinitiouen  Hnden  in  gleicher  Weise  bei  magnetisch,  wie 
bei  dii'lektrisch  erregten  Kr>ri:)ern  Anwenthmg. 

Das  Moment  IJ  nach  einer  behebigen  Richtung  ist  nach  den 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Vektoren  durch 

D^Mcos{D,l)  171") 

gegeben;  M  stellt  sich  also  als  der  absolut  grdßt^  Wert  dar,  den  D 
für  irgend  eine  Richtung  annehmen  kann. 

Berttckeiclitigt  man  dies,  sowie,  daß  eine  Verlegung  des  Koordi- 
natenanfangs die  Momente  nicht  verändert,  80  erkennt  man,  daß  in 
Gleichung  (170")  a^,  ß^,  die  Momente  der  Volumeneinheit 
darstellen.  Die  Potentialfunktion  rf  '  ist  bei  Beschränkung  auf  die 
niedrigsten  Glieder  eine  lineare  Funktion  von  ihnen  und  lautet  nun* 
mehr  für  Punkte  in  endlicher  Entfernung  Yon  dk^ 

I  al      al  a«) 

wofttr  man  bei  Einfübrung  des  Gesamtmomentes  ^  der  Volumen* 
einbeit  und  der  Ricbtung     der  Aze  aucb  schreiben  kann 

ai 

r'-ftH-g^dt,.  172-) 

Vergleichen  wir  dies  mit  der  Formel  (l(>0'),  so  erkennen  wir, 
daß,  w«'nn  die  a^,  ß^,  }\  nicht  ven^iehwinden,  das  Volumenelement 
t/Aj  sich  wie  ein  einfaches  Polpaar  verhält.  Verseliwinden  sie  aber, 
so  muü  man  die  Kiitwickelung  von  1  /r,,  nach  Potenzen  von  a,,,  b,,,  c\ 
weiter  führen  niid  erhält  daini  die  l'otentialfunktion  ff'  dargestellt 
«lurch  «'in  Aggregat  h()herer  Potentiale  der  oben  besprochenen  Art 
mit  speziellen  Multiplikatidjisrichtungen.  — 

Haben  die  Molekül»'  in  irgend  einem  Zustande  des  Körpers,  den 
wir  den  normalen  nennen  wollen,  die  Eigenschaften  jener  durch  suc- 
sessive  Multiiilikation  aus  einem  Punkt  abgeleiteten  Polsysteme,  so 
ist,  was  die  unmittelbare  Anschauung  lehrt,  ihr  Moment  stets  gleich 
Null,  sowie  ihr  Grad  höher  ist  als  zwei;  das  Gleiche  gilt,  da  die 
Momente  «j,  ß^,  des  Volunieneh'mentes  in  Bezug  auf  die  Koordi- 
natt'naxen  nach  ihrer  Definition  mit  den  Summen  der  bezüglichen 
Momente  aller  in  demselben  enthaltenen  Moleküle  identisch  sind, 
auch  für  jene. 

Nun  erfordert  aber  auch  die  niedrigste  Symmetrie  einen  Grad 
der  molekularen  Pütentialt"unkti(ju,  der  mindestens  gleich  drei  ist, 
höhere  Symmetrie  Grade,  die  selbst  zwölf  übersteigen;  daraus  folgt, 
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daü;  wenn  das  Voluiuciielcinent  eines  Kt>r{)ers  merkliclie  feniwirkeiiile 
Kräfte  ausübt,  seine  Moleküle  sich  uicht  in  jeuem  uormalen  Zu- 
stande lieJinden  können. 

Man  kann  nnn  jeden  elektrisiertenNichtleiter  und  jeden  magnetisch 
erregten  K(>ri)er,  welcher  klein  ist  gegen  seine  Kntlcrnung  von  dem 
angezogenen  Einheitspunkt,  als  ein  Volunienelenieut  betrachten,  iilfcr- 
dies  kann  man  die  Formel  (172)  sofort  auf  endliche  Körper  anwenden, 
indem  man  sie  über  deren  Volumen  integriert;  es  sind  also  Mittel 
vorhanden,  um  zu  j)rüfen,  ob  ein  Körper  sic  h  wie  ein  neutrah-s  Pol- 
system mit  von  Null  verschiedenen  Momenten  «j,  /?p  verliält. 

Letzteres  ist  in  der  That  der  Fall,  und  es  bietet  sich  daher 
die  Aufgabe,  das  (leset/,  welches  die  erregten  Monieute  «j,  /Jj,  /j 
mit  den  erregenden  Ursachen  verbindet,  aufzusnrlien. 

Eine  strenge  Analyse  würde  von  bestimmten  Annahmen  über  die 
Konstitution  diT  einzehien  Moleküle  und  ülierihre  Anordnung  im  Körper 
ausgehen  müssen  und  dadurch  sowohl  j)rekiir  in  den  Grundlagen,  als 
kompliziert  im  Aufbau  werden.  Aus  diesem  Grunde  ist  eine  solche 
bislier  noch  nicht'  versucht  worden;  man  hat  sich  vielmehr  mit 
einem  Ansatz  geholfen,  der  jene  Schwierigkeiten  unigeht,  und  hat 
die  Momente  cc^,  ß^,  an  irgend  einer  SteUe  des  betrachteten 
Körjjers  in  erster  Annäherung  linearen  Funktionen  gleich  gesetzt 
von  denjenigen  Argumenten,  welche  erfahrungsgemäti  das  Entstehen 
von  Momenten  bewirken:  bei  der  dielektrischen  oder  magnetischen 
Influenz  von  den  Komponenten  der  wirkenden  elektrischen  oder 
magnetischen  Kräfte,  bei  der  Pyroelektricität  von  der  Temperatur- 
änderung gegen  den  normalen  Zustand,  bei  der  Piezoelektricität  von 
den  l^arametem,  welche  die  Deformation  des  Volumeuelementes 
bestimmen. 

Die  Verfolgung  dieses  Weges  ist  indessen  Ton  der  moh  kularen 
Vorstellung  unabhängig  und  geh()rt  demgemäß  nicht  an  diese  Stelle.  — 

Von  der  allgemeinen  Poteutialfuuktion  q,'  eines  neutralen 
Volumenelementes  können  wir,  wie  schon  oben  erwähnt,  zu  der 
Potentialfunktion  eines  endlichen  neutralen  Körpers  von  analoger 
Konstitution  übergehen,  indem  wir  die  Formel  (172)  über  sein  ganzes 
Volumen  integrieren.   Der  resultierende  Ausdruck"^ 


in  welchem  a^,  als  im  uligemeinen  stetige  Funktionen  der 

Koordinaten  anzusehen  sind,  gilt  fUr  endliche,  unendlich  dichte  Pol- 


173) 
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Systeme,  gleichviel,  ob  dieselben  elektrische  oder  ma^^uetische  Laduiif^ 
haben,  uud  ist  für  die  Theorie  der  sogenannten  DiiUektrika,  wie  der 
Magnete  von  fundamentaler  Bedeutung;  er  giebt,  da  er  auf 
\Vt  chschvirkungen  beruht,  ebensowohl  das  Potential  des  Körpers 
auf  den  Pol,  als  dasjenige  des  Poles  auf  den  Körper  au. 

(f  ist  im  ganzen  äußeren  Kaunie  endlich  und  stetig,  erfüllt 
dort  die  (ileichung  A  ^  =  0  uud  wird,  wenn  das  System  ganz  im 
Endlichen  liegt,  im  Unendlichen  derart  unendlich  klein,  daB  auch 
lim  [r^  (f)  verschwindet,  also,  nach  unserem  kurzen  Ausdrucke,  unend- 
lich klein  zweiter  Ordnung.  Seine  Dift'erentiahiuotienten  nach  den 
Koordinaten  t,  y,  z  des  Einlieitspoles  sind  im  äußeren  Räume  iden- 
tisch mit  den  negativen,  auf  jenen  Pol  ausgeübten  Kraftkoinponenten. 

Ist  der  Körper  homogen  erregt,  d.h.,  sind  in  seinem 

Innern  konstant,  so  kann  man  (f  unter  Einführung  einer  sehr  kleineu 
Größe  itj  auf  die  Form  bringen 

das  Integral  ist  die  NBWTON^sche  Potentialfunktion  des  mit  der  Dichte 
erfüllten  Volumens  ä,  ;  ff  entspricht  also  nach  (169)  dem  dar- 
aus durch  einfache  Multiplikation  nach  der  fiichtung  der  Aze  /| 
gebildeten  neutralen  System. 

Für  innere  Punkte  verliert  (f  zunächst  vollständig  seine  Be» 
deutung,  denn  die  AuBgangsformel  (172')  setzt  ausdrücklich  eine 
endliche  Entfernung  voraus,  da  sonst  die  Entwickelung  nicht  mit 
dem  niedrigsten  Glied  abgebrochen  werden  kann.  Es  ist  demgemäß 
über  den  Sinn,  den  <p  und  seine  DiÜ'erential'iuotienten  im  Innern  des 
Systemes  annehmen,  eine  besondere  Untersuchung  anzustellen  nötig; 
bei  derselben  sehen  wir  aber,  um  nicht  in  jedem  Volumenelemeute 
unendlich  viele  verschiedene  Werte  von  zu  erhalten,  von  der  Art, 
wie  die  Formel  (178)  abgeleitet  ist,  d.  h.  von  der  früheren  Annahme 
diskreter  Pole,  gänzlich  ab  und  halten  uns  nur  an  die  anal^-tische 
Definition,  operieren  dadurch  gewissermaßen  mit  lauter  Mittel- 
werten. 

Daß  tp  auch  im  Innern  des  erregten  neutralen  Körpers  endlich 
ist,  erkennt  man,  wenn  man  Polarkoordinaten  vom  Einheitspol  aus 
einführt  üm  zu  untersuchen,  ob  die  unendlich  nahen  Teile  über- 
haupt einen  endlichen  Beitrag  zu  seinem  Wert  geben,  schließt  man 
den  Punkt  jr,  y,  t  passend  durch  eine  unendlich  kleine  Kugel  mit 
dem  ihm  benachbarten  Mittelpunkt  a,6,c  ein,  innerhalb  deren  «|, 
als  konstant  angesehen  werden  können.   Indem  man  dann  mit  der 
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GU'ichung(173')  den  Wert (168')  derNEWTON'sclien  Pot^utialfunktion 
einer  homogeuen  Kugel  auf  innere  Punkte  verljindet  und  bildet 

erhält  man  leicht  als  Poteutialfunktion  der  kleinen  Kugel 

17S")         9  =  ^f{a,  (X  -  «)  4-  A  (y  -    +  n  {z  -  c)). 

Dieser  Wert  wird  mit  unendiicli  kleinem  Radius  selbst  unendlich 
kleiii|  da  («— a),  [y  —  b),  [z  —  c)  notwendig  kleiner,  als  dieser  sind. 

Hieraus  folgt,  daß  die  unendlich  nahen  Teile  des  Systemes 
keinen  merklichen  Anteil  zu  der  Potentialfunktion  ergehen,  der 
Punkt  also  im  Innern  eines  neutralen  Kiirpers  dasselbe  Potential 
erföhrty  wie  in  einem  unendlich  kleinen  Hohlraum  von  beliebiger  Ge- 
stalt In  diesem  Sinne  ist  also  der  obige  Ausdruck  für  tp^  wie  auf 
äußere,  auch  auf  innere,  und  selbstverständlich  ebenso  auch  auf 
der  Grenzfläche  beliebig  nahe  Punkte  anwendbar. 

Die  Potentialfunktion  (178)  gestattet  eine  wichtige  Umformung 
durch  teilweise  Integration,  welche  jedenfails  zulässig  ist,  so  lange  der 
Einheitspol  außerhalb  desQystemes  liegt  Man  erhält  nämlich,  fidls 
man  unter  die  innere  Normale  auf  dem  Oberflächenelement  do^ 
▼ersteht  und 

-  (aiC0s(/ii,T)  +  A  cos(»i,y)  +     cos(nj,z))  =  «r^, 

setzt, 

113")  9=ff^  +  ff'''i^, 

wodurch  sich  (f  als  die  Summe  eines  gewölmlichen  NKWT<>N"sclien 
Flächen-  und  eines  Körperpotentiales  darstellt;        ist  die  Flächen-, 
die  Kaumdichte  der  iuiuivaleiiten  Verteilung. 
Bei  homogener  Erregung  vtrschwimlet  das  Kaumintegral,  und 
man  erhält  sj)eziellcr  bei  EinlUhi'ung  des  resultierenden  Momentes 
und  der  Axe  desselben 

eine  Formel,  deren  Beziehung  zu  der  früheren  (173')  leicht  erkennbar  ist 
Ist  speziell  die  Gestalt  des  Systemes  die  eines  Fadens  von 
wechselnden,  aber  gegen  die  Länge  unendlich  kleinen  Qu erdimeusionen, 
und  liegt  die  magnetische,  resp.  elektrische  Axe  überall  der  Faden* 
axe  parallel,  so  kann  man  die  Formel  (173)  schreiben 
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unter  q  den  Qaenclmitt  des  Fadens  Tenttiuden;  hieraus  folgt  auch 

worin  das  mit  '  bezeichnete  Glied  sich  auf  das  positive,  das  mit  " 
sich  auf  das  negative  Fadenende  bezieht 

Ist  jttiy,,  d.  h.  das  Moment  der  Längeneinheit,  lärif?«  des  Fadens 
konstant,  so  ist  das  Integral  gleidi  NulL  und  die  Potentiall'unktion  rp 
reduziert  sich  auf  die  Anteile  der  beiden  Endquerschnitte;  schreibt 
man  f»i^i^  m^f  so  wird  für  das  Solenoid,  wie  man  derartige 
Fäden  nennt, 

worin  r'  die  Entfernung  des  Einheitspoles  vom  positiven,  r"  die  vom 
negatiTen  Pole  des  Solenoides  bezeichnet. 

Liegt  der  Einheitspol  im  Innern  des  neutralen  Körpers,  so  läßt 
sich  die  Umformung  (173"')  gleichfalls  als  zulässig  er^'eisen. 

Denn  schließen  wir  ein  unendhch  kleines  Bereich  um  ihn  herum 
aus,  so  wird  nach  dem  Obigen  dadurch  9  nicht  geändert,  das  Ober- 
tlächenintegral  in  (173"')  ist  aber  nunmehr  auch  über  die  Grenz- 
fläche dieses  Bereiches  zu  erstrecken.  Führt  man  aber  Polarkoordi- 
naten Ton  dem  ßinheitspol  aus  ein,  so  erkennt  man  leicht,  daß 
mit  abnehmendem  Bereich  und  demgemäß  abnehmender  Grenz- 
fläche der  darauf  bezügliche  Anteil  des  Oberflächenintegrales  yer- 
schwindet  — 

Während  hiemach  der  Übertragung  des  Wertes  (173)  und  (173'") 
der  Potentialfunktion  auf  innere  Punkte  kein  Hindernis  entgegen- 
steht, wird  diejenige  der  durch  sie  gegebenen  Ausdrücke  für  die 
Kraftkomponenten  dadurch  unmöglich,  daß  in  ihnen  die  unendlich 
nahen  Elemente  einen  endlichen  Anteil  zu  dem  Werte  geben. 
Hiermit  hängt  zusammen,  daß  die  Kraft,  welche  ein  in  einem  un- 
endlich kleinen  Hohlraum  befindlicher  Punkt  erfährt,  von  der  Gestalt 
dieses  Hohlraumes  abhängt**)  Eine  einfache  Überlegung  zeigt,  daß 
dnrcb  den  Wert 

X«*— öy/öx,  l  =  —ö(plöt/f  Z=—dffidz 

^ziell  diejenige  Kraft  gegeben  ist,  welche  der  Punkt  in  einem 
röhrenförmigen  Hohlraum  erfährt,  dessen  Axe  parallel  der  elektrischen, 
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resp.  maguetischen  Axe  an  der  betreffenden  Stelle  liegt,  und  dessen 
Querdimension  unendlich  klein  gegen  seine  Länge  ist  Denn  ein 
fadenförmiges  Element,  welches  den  Hohlraum  ausfüllen  würde,  ist 
nach  (173"")  äquivalent  mit  zwei  auf  seinen  Endfläclien  liegenden 
Polen,  deren  Massen  unendlich  klein  vierter  Ordnung  sind,  also  in 
Entfernungen,  die  unendlich  klein  erster  Ordnung  sind,  keine 
endliche  Wirkung;  üben. 

Die  zweimalige  Anwendung  der  Überlegung,  welche  zu  der 
Formel  (172)  für  die  Potentialfunktion  eines  Volumenelementes 
führte,  liefert  als  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei 
in  endlicher  Entfernung  voneinander  liegenden  Volumenelemeuten 
die  Formel 

1 


174) 


y  =  / 


V 

dx 


öl  4 


öl 
r 


oder  unter  Einführung  der  Azen  i,  und  der  Oesamtmomente  fiy  fi^ 
für  beide  Volumenelemente 


1740 


Durch  Integration  Uber  die  beiden  Volumina  h  und  folgt 
hieraus  das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  endlichen 
neutralen  Polsystemen.  Die  Kraftkomponenten  und  Drehungsmomente 
der  Wechselwirkung  folgen  hieraus  gemäß  den  auf  8.  102  ange- 
gebenen Regeln. 

I  Sl.  Die  VBWTON'iehe  Potentfftlfanlrtion  yon  DoppeUiehML 

Ein  ganz  älmlich  weittragendes  Interesse^  wie  die  im  Torstehenden 
behandelten  neutralen  Systeme  von  diskreten  Massenpunkten,  besitzen 
die  Gebilde,  welche  man  erhält,  wenn  man  entgegengesetzt  gleiche 
Massen  auf  zwei  unendlich  nahen  parallelen  Flächen  derart  stetig 
ausgebreitet  denkt,  daß  durch  Normaloi  aufeinander  zu  beziehende 
Flächeustücke  entgegengesetzt  gleiche  Massen  tragen. 

Jedes  Flächeuelement  einer  solchen  Doppelfläche  ^'^^  kann  als 
ein  Punktpaar  der  in  (169')  vorausgesetzten  Art  behandelt  werden. 
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dessen  Axe  in  die  Normale  auf  der  Flüche  iVillt,  und  niiui  erliiilt  so, 
wenn  r  sein  auf  die  Flächeneinlu'it  ii('Z()<,'eiies  Moment  nacli  der  l)e- 
lifhi^j  positiv  gereciineten  Normale  he/.eiclinrt,  fiir  die  Potentialfunktiou 
der  Doppelfläche  auf  Punkte  iu  endlicher  Eutfernung  den  Wert 

r  dl. 

tp  ^  f  I   f_äa^,  175) 

J  dfh 

Ist  »1  auf  der  Flftcbe  konstant,  so  läßt  sich  dies  Integral 
allgemein  bestimmen  und  gieb^  wenn  die  Öfinung  des  von  dem  Ein- 
heitspol  nach  der  Bandknrre  ^on     konstruierten  Kegels  bezeichnet, 

wo  (las  positive  oder  negative  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
das  von  der  Randkurve  begrenzte  Stück  der  Fläche  dem  Einheitspol 
die  Seite  der  positiven  oder  der  negativen  Normalen  zuwendet. ^'^')  IMe 
Potentialfunktion  einer  homogenen  Doppelfliiche  ist  also  nicht  von 
deren  Gestalt,  sondern  allein  vom  Verlauf  der  Kandkurve  abhängig. 

Dies  Resultat  giebt  das  Mittel  an  die  Hand,  die  Detinition  (1 75) 
der  Potentialfunktion  einer  Doppeltiäche  mit  stetig  wechselndem  Mo- 
ment widerspruchslos  auch  auf  unendlich  nahe  Punkte  zu  über- 
tragen. Denn  begrenzt  man  ihr  dem  Punkt  unendlich  nahes  Bereich  ß, 
innerhalb  dessen  als  konstant  angesehen  werden  darf,  durch  eine 
Baudkurre  «r,  so  kann  man,  indem  man  festliält,  ß  jederzeit  so 
aushauchen,  daß  die  Entfernung  aller  seiner  Teile  von  dem  be- 
trachteten Punkt  unendlich  groß  gegen  die  Dicke  der  Doppeltiäche 
ist,  ohne  die  Potentialfunktion  zu  ändern.  Nur  am  Rande  der 
Doppeltiäche  versagt  das  Verfahren,  dort  verliert  der  obige  Ausdruck 
(175)  also  seine  Bedeutung. 

Für  eine  geschlossene  homogene  Doppelfläche  vom  Mo- 
ment 9  giebt  die  Formel  (175')  auf  innere  (i)  oder  äußere  (a)  Punkte 
angewandt 

9'i-±4ji/-|r,   y.-O,  175") 

worin  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt,  jenachdem  die  innere 
Seite  der  Doppelfläohe  die  der  positiTen  oder  der  negativen  Normalen  ist 

Die  Potentialfunktion  9  einer  Doppelflftche  mit  stetig  wechseln- 
dem Moment  ist  im  ganzen  Räume  stetig,  wird  im  Unendlichen  unend- 
lich klein  vom  zweiten  Grade  und  springt  beim  Durchgang  durch  die 
Doppelflftche  nmAxfVf  falls  v  das  Moment  an  der  Stelle  des  Durch- 
ganges ist,  triUurend  ihre  Differentialquotienten  stetig  hindurchgehen. 

Den  Beweis  kann  man  Shnlich,  wie  denjenigen  der  entsprechenden 
Sfttse  Ober  Flftdienpotentiale,  führen. 


174 


Man  schneidet  aus  einer  iUt  l)eiflen  parallelen  Fläelien.  etwa 
tlurcli  eine  Kuj;el  um  denjenigen  OlierHächenpunkt^  in  wekliem  man 
das  Verhalten  der  Potentialfunktiou  untersuchen  •will,  ein  unendlich 
kleines  Bereich  ß  von  konstantem  Moment  v  aus,  errichtet  in  seinen 
Randi)nnkten  Normalen  und  grenzt  dadurch  auf  der  Paralleltläche 
ein  Stück  ab,  wüiches  gleiche  imd  eutgegengesetzte  Gesamtmasse  ent- 
hält, AVie  ß. 

Die  l'nstetigkeit  <1(  r  Potentialfunktion  der  ganzen  Fläche  und 
die  ihrer  Diflferential(iuotienten  in  dem  betrachteten  Punkte  können 
nur  von  dieser  unendlich  kleinen  homogenen  Doj))K'lHäche  herriUiren. 
Sie  muß  also  dieselbe  sein,  wie  die  einer  beliebigen  homogenen,  ge- 
schlossenen Doppeltläche ,  welche  jenes  ausgesclinittene  Bereich  ent- 
hält. Nun  zeigt  Formel  (175").  daß  für  eine  solche  die  Potential- 
fuuktion  auch  in  unendlicher  Niiln'  endlich  ist.  beim  Durchgang  von 
der  negativen  zur  positiven  Seite  um  iTi/'v  springt,  ihre  Diffcrential- 
(piotieuten  sich  aber  stetig  anschließen;  flasselbe  gilt  sonach  auch 
für  die  gegebene  Doppeltläche  mit  stetig  wechselnder  Dichte,  falls 
man  unter  v  das  Moment  der  Flächeneinheit  an  der  untersuchten 
Stelle  versteht. 

Wir  schreiben  daher 

176)  ^+ —      «  4 

Da  die  Potentialfunktion  einer  DoppelHäche  mit  konstantem 
Moment  nach  dem  zu  der  Formel  (175')  Gesagten  von  der  Gestalt 
der  Fläche  unabhängig  und  mir  durch  den  Verlauf  der  Randkurve 
bestimmt  ist,  so  muß  sich  ihr  Wert  in  ein  Kaiidintegral  venvandehi 
lassen,  aus  dem  jede  Beziehung  auf  die  Gestalt  der  Fläche  ver- 
schwunden ist.  Eine  additive  Funktion,  welche  hei  der  Integration 
über  die  geschlossene  Kurve  identisch  verschwindet,  bleibt  bei  dieser 
Umformung  unter  dem  Randiutegral  willkürlich. 

Miiu  erhält  eine  solche  Umwandelung  leicht  auf  geometrischem 
Wege. 

2  T  —  («  4-  /?  -f-  7')  ist  ilie  P'läche  eines  sphärischen  Dreieckes 
auf  der  Kugel  vom  Badius  Eins  mit  den  Außenwinkeln  cc,  ßfy\  daraus 
leitet  sich  ab 

als  der  Wert  der  Fl&ohe  eines  spbilrisGhen  Polygons  mit  den  Aufien- 
winkeln  Uf^,  Geht  man  zu  einer  stetig  gekrümmten  Euire  über,  be* 
zeichnet  den  nnendlich  kleinen  Winkel  zwischen  zwei  aufeinander 
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ful.i!;eii<l('ii  Liiiieiielementeii  mit  (f  r/  und  führt  die  Läiifre  des  Linion- 
elementes  da^.  sowie  den  Wert  jP des  Krüiimiunp;snidius  der  Kurve  auf 
der  Kugel  durch  die  Beziehung  da  —  da^jJ*  ein,  so  gelaugt  mau  zu 

-  2  ;,-/'';■  ,  177) 
wolftr  man  auch  sdireiben  kann 

«^»2«-/^±üi),  m-) 

falls  d»^  das  Element  der  Bandkurve  von  o^,  r  seine  Entfernung  von 
dem  betrachteten  Punkte  und  B  den  Krümmungsradius  der  Kurve 
bezeidmet,  in  welcher  eine  ia  di  za  r  normale  Ebene  durch  den 
Kegel  Qi|  geschnitten  wird. 

Auch  die  Komponenten  der  Wiikung,  welche  der  angezogene 
Punkt  seitens  der  Doppelflftche  erleidet»  lassen  sich  durch  Band- 
integrale darstellen. 

Hierbei  kommt  ein  wichtiger,  von  Stokbb  gegebener  Satz  über 
die  Verwandelung  eines  gewissen  Oberflttchenintegrales  in  ein  Band- 
integral zur  Anwendung.  ^°^) 

Sei  A  eine  auf  der  Oberfläche  o  stetig  veründerliche  Funktion 
des  Ortes,  und  bezeidme  n  diejenige  Bichtung  der  Nonnalen  auf 
der  Oberflaohe  0,  welche  von  der  beliebig  positiv  gerechneten  Band- 
kurve M  in  positivem  Sinne  umlaufen  wird,  so  ist 

Für  den  Beweis  wollen  wir  der  Bequemlichkeit  halber  an- 
nehmen, daß  auf  der  ganzen  OberHäche  o  die  ]io?>itive  Xonnale  einen 
spitzen  Winkel  mit  der  Y-  und  if-Axe  einschließe.  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  hat  man  o  in  Stücke  zu  teilen,  auf  denen  oos(n,  y) 
und  cos(n,  z)  ihr  Zeichen  nicht  wechseln,  diese  gesondert  zu  be- 
haudehi  und  schließhch  die  für  sie  erhaltenen  Resultate  zu  addieren. 
Gleiches  gilt,  wenn  die  Oberfläche  mehr  als  eine  Randkurve  besitzt 

Bezeichnet  man  mit  dxdz  und  dxdy  die  Projektionen  voudo 
auf  die  XZ-  und  JCJT-Ebene,  so  erhält  man  zunächst 

führt  mau  nun  ein 

als  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche, 
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(■ 


^\  (-^j    *)  =  « j  ^'3    y>  ^) 

als  die  Gleichungen  zweier  OberHäclien,  welche  mit  der  ersterea 
zusammen  einen  Punkt  .r,  z  der  Oberfläche  bestimmen^  so  kann 
man  umgekehrt  auch  schreiben 

Setzt  ni:ui  noch  fest,  daß  d a,  d ß  und  d n  drei  Linienelomente 
bestimmen,  die  zu  eiuander  liegen,  wie  A  zu  1  zu      so  erliält  mau 

^~Jj[[dadß     dadßjdx      [dadß     dßda)  dy\^   ^  ' 

und  fügt  man  unter  dem  Integral  den  verschwindenden  Ausdruck 

d  X  6  X  d  X  d  .r)  8  A 
da  dß  ~  öu  b^j  öx 

hinzu,  so  giebt  dies 

Nimmt  man  nun  an,  die  I\  und  seien  so  gewählt,  daß  die 
OberHäche  o  durch  ringförmige  und  durchmesserartige  Kur?en  in 
Ekincnte  zerlegt  wird,  so  ist  in  Bezug  auf  u  von  dem  centralen 
Weit  bis  zum  Randwert  zu  integrieren,  in  Bezug  auf  ß  von 
einem  Ijeliebigen  Anf;ingswert  ß^^  bis  zu  einem  Endwert  ß^,  welcher 
der  gleichen  Kurve  r<r  und  somit  aucli  gleichen  A  und  x  entspricht. 

Man  erhält  dann  aus  (ITM')  <lurch  teilweise  Integration,  bei  der 
sich  das  Flächenintegral  forthebt, 

178")  A^i^lrf^- 

Das  zweite  Glied  Terselnviudet  nach  dem  Gesagten  wegen  der  £in- 
wertigkeit  von  und  dx/da,  das  erste  giebt  an  der  unteren  Grenze 
den  Wert  Null,  da  dort,  für  den  innersten,  unendlich  kleinen  Bing, 
Adxjdß  konstant  ist  Sonach  bleibt  allein  der  Wert  an  der  oberen 
Grenze,  der  sich  auf  die  Bandkurve  bezieht,  und  in  dem  man 
{dx/dß)  dß  mit  dx  oder  {dxld*)ds  vertauschen  kann.  Dies  giebt 
aber  ^e  zu  beweisende  Formel  (178). 

Stellt  man  ihr  entsprechende  für  mit  A  gleichartige  ENinktionen  B 
und  C  auf,  in  denen  die  Y-  und  Z-Axe  dieselbe  Bolle  spielen,  wie 
vorstehend  die  X-Axe,  und  summiert  die  bezüglichen  Integrale  /|,  t^,  «/„ 
so  erhält  man  den  allgemeinen  Ausdruck  des  SroKEs'schen  Satzes, 
nämlich  die  Gleichung 
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n( d  C       dB\       ,      .  ,  ( B  A       dC\       ,  . 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  wollen  wir  nun  die  .V-Koiiipon<M)te  der 
Wirkung  der  homogenen  DoppelHäche  auf  den  Einheitspol  berectmen. 

Man  erhält  zunädiBt,  weil  r  die  Koordinaten  x  und  nur  in 
der  Verbindung  x^x^  enthält^ 


5« 


und  wenn  man  benutzt»  daß  A(l  /r) »  0  ist, 


179) 


«>*K»^)  -  cos  («j,  X)j  J  rfo. 


Die  Anwendung  der  Bezichunf?  [Xl^*")  liefert  liiciaiis  sofort, 
wenn  man  die  cntsprechetideu  Aiisilrucke  für  Y  und  Z  biuzuiuyt, 
das  System  von  Werten: 


179) 


hierin  bezeichnen  dx^ .  r/;/, .  dz^  die  Projektionen  des  Linienelementes 
d9^  auf  die  Koortlinatenaxen. 

Man  kann  also  die  Wirkung  der  Doppeltläche  ersetzen  durch 
die  ilirer  Kandkurven  .v^,  faUs  man  von  den  einzelnen  Linienelemeuten 

VoiOT,  Theoratiscb«  Fltjraik.  X2 
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f/.Sj  t'iuG  Kruft  aus<;oübt  denkt,  deren  Koin])Oiieiiteii  —  je  bis  auf 
eine  willkürlidie  additive  Fuulctiou  von  der  Form  d^jdsj^y,,  — 
gegeben  sind  durch 


179") 


^  -  ^75  ((y -     -  ^,)dy,)  . 


Diese  Ausdrücke  geben  eine  Kesultiereude  K'  von  der  Stärke 

179")  ^K'^^-^  sin  {r,s,)ds^y 

wo  r  nach  dem  Einheitspol  hin  pontiv  gerechnet  ist,  deren  Bichtting 
normal  steht  auf  der  Ebene  durch  r  und  ds^  und  zwar  in  dem  Sinne, 
der  einer  positiven  Drehung  lun  die  podtive  Richtung  d$^  entspricht^ 
falls  positiT  ist,  was  man  bei  homogenen  Dopijelflächen  durch 
VerfÜguug  tiber  die  positiv  genannte  Biohtung  der  Normalen  n^  stets 
erreichen  kann. 

Dies  Gesetz  stimmt  mit  dem  nach  Biot  und  Savart*®*)  benannten 
für  die  Wirkung  eines  in  rf«,  fließenden,  mit  r,  proportionalen  gal- 
vanischen Stromes  auf  einen  nordmagnetisclien  Einheitspol  durchaus 
übcroin;  eine  lionidgeno  magnetische  Doppolfläche  ist  somit  bezüg- 
licli  ihrer  magnetisclion  Wirkung  einem  in  ihrer  ßiindkurve  krei- 
senden Strom  vollkommen  ;i(juivalent.  — 

Das  Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  zwei  I  )()pi)eltl;ielien 
o  und  mit  den  konstanten  Momenten  v  und  selireibt  sich  unter 
Benutzung  der  auf  S.  173  angestellten  Überlegungen 

180)  0,fvpJfdo<lo,J'j^^. 

Dieser  Ausdruck  gilt  jederzeit,  wenn  die  beiden  Doppelfl&chen 
entweder  direkt  keine  einander  unendlich  nahen  Flächenelemente 
besitzen  oder  doch  ohne  YerSnderong  der  Randkurven  in  eine  solche 
Form  gebracht  werden  können.  Er  gilt  also  jedenfolls  nicht,  wenn 
die  beiden  Bandkurven  durcheinander  geschlungen  sind. 

Die  Gleichung  (ISO)  läßt  sich  unter  Benutzung  des  Satzes  (178'") 
leicht  in  ein  Doppcdintegral  Ober  die  Randkurven  s  und  f|  beider 
Doppelfl&chen  umformen. 

Denn  man  kann  zunftchst  nach  (175)  und  (180)  schreiben 
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0  =  +  y Jrfö^^-^  COS  (n,  X)  +         COb  (7i,  i/)  -i-  cos  (71,  z)  j 

löü) 


r 

cos  (m,  y) 

r 

cos  {rij  z) 

ai 

r 

hierauf  den  Satz  (178")  dreimal  anwenden  und  dadurch  erhalten 

0^^fv  vjf  ^'  '^•^    '^^f^'    ^*     «  im") 

worin  <  den  Winkel  zwischen  den  Linienelementen  ds  und  <f«|  be- 
zeichnet 

Dieser  Ausdruck  stimmt  mit  dem  von  Nsumahk  gegebenen  und 
schon  Seite  52  und  153  benutzten  Potential  der  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  in  s  und     iüefienden»  ihrer  Stärke  nach  mit  9  und 
proportionalen,  galvanischen  Strömen  überein. 

§  22^  Der  OBBBN'sohe  Bati  und  die  OBBBN'sohen  Funktionen. 

Ist  (ik  das  Element  eines  beliebig  l)egrenztcn  Kuuines  do  das 
Element  seiner  BegrenznngsHäcIie,  und  sind  U  und  1'  zwei  Funktionen 
von  ^,  1/,  z,  welche  die  Bedingung  ertullen,  daß  f  .,  dr  d.r,  dVidy, 
dVjdz  innerhalb  des  lictrachteten  Haumes  eindeutig  und  stetig 
sind,  so  gilt,  wie  durch  Rechnung  leicht  zu  erweisen  ist, 

/.A.-<M  =  -/g2||  +  +  1^  -) 

Hierin  bezeiclmet  n  die  Richtung  der  inneren  Normale  auf  der 
Oberlläclie  von  k.  Diese  Gleichung  führt  den  Namen  des  Giu-:en'- 
schen  Satzes. ^'^*) 

Ist  auch  r  und  dUjdx,  fj('!di/,  df'/dz  innerhalb  k  einwertig 
und  stetig,  so  läßt  sich  die  vorstehende  Otleichnng  auch  unter  Ver- 
tauschung von  L  und  /  auistellen,  und  aus  beiden  folgt  durch 
Subtraktion 

f{UA  r-  VA  U)dk  «  -/(C^l?  da,  181-) 

18» 
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Wählt  man  speziell  U^Ff  BO  ergiebt  die  Gleichimg  (181) 

181")        Jf'A  f'dk  =  -J y  11^'  do  -Jerdk, 

wohn 

gesetzt  ist;  oinuut  mau  U     1,  so  folgt  aus  (Ibl) 

181")  /a/'"  = 

Die  Torstelienclen,  gleichfalls  Ton  Gbeen  gegebenen  Gleichiingeii 
erweisen  sich  nach  Welen  Bichtangen  hin  überaus  firuchtbar. 

Zunftchst  wollen  wir  sie  anwenden,  nm  zu  beweisen,  daß  die 
in  den  Torigen  Paragraphen  untersuchten  Potentialfunktionen  tp 
vollständig  charakterisiert  sind  durch  ihr  reguläres  Verhalten,  durch 
die  Erfüllung  der  Gleichung  ^ipssO  außerhalb  der  wirksamen 
Massenverteilungen  und  durch  die  Art  ihres  Verschwindens  im 
Unendlichen;  femer  bei  Punkt-  und  Linienpotentialen  durch 
die  Stellen  und  die  Art  des  Unendlichwerdens,  bei  Flächen-  und 
Doppelflächenpotentialen  durch  das  Verhalten  der  Funktion 
und  ihres  ersten  Differeutialquotienten  nach  der  Normalen  an  den 
mit  Masse  belegten  Flächen,  bei  Baumpotentialen  durch  die 
ttberall  stattfindende  Stetigkeit  der  Funktion  und  ihrer  •  ersten 
Differentialquotienten  und  die  Gültigkeit  der  Gleichuug 

A  9P  =  —  4  ;i  /  (». 

Die  PotentialAinktion(173)  eines  endlichen  neutralen  Körpers 
ist  nach  (178"')  auf  solche  der  vorstehenden  Art  zurUckfÜhrbar, 
bietet  sonach  nichts  Neues. 

Den  angekündigten  Beweis  führen  wir  in  der  Weise,  daß  wir 
annehmen,  es  seien  zwei  Funktionen  und  mit  den  gleichen 
Eigenschaften,  also  auch  gleichen  Unstetigkeiten  und  gleichen  Para- 
metern m,  r,  <r,  ^,  v  möglich,  und  zeigen,  daß  ihre  Differenz 
fPi—^i  =  tp*  notwendig  im  ganzen  Baume  verschwinden  muß. 

Die  Funktion  ip*  verhält  sich  nach  ihrer  Definition  mit  ihren 
ersten  Differentialquotienten  überall  regulär  und  erfüllt  die  Gleichung 
A9>*»0;  sie  wird  im  Unendlichen  selbst  von  mindestens  erster,  ihre 
ersten  Differentialquotienten  werden  von  mindestens  zweiter  Ordnung 
unendlich  klein.  Bildet  man  also  für  tp'  die  Gleichuug  (181")  und 
bezieht  dieselbe  auf  den  ganzen  von  einer  unendlich  fernen  Fläche 
begrenzten  Baum,  so  verschwindet  in  ihr  sowohl  das  Baumintegral 
links,  als  das  Oberfiächenintegral  rechts,  und  man  erhält 
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hieiaas  folgt  die  Konstanz,  nnd  da  tp^  im  ünendlichen  gleich  Null 
ist,  auoh  das  Verschwinden  von  fp\  womit  der  angegebene  Beweis 
geliefert  ist  — 

Die  Gleichung  (181")  gestattet  auch  zu  beurteilen,  welcherlei 
Randbedingungen  neben  den  für  jede  Stelle  eines  endlichen  Rau- 
mes k  Torgeschriebenen  Werten  A^erforderUch  sind,  um  eine  stetige 
und  eindeutige  Funktion  F  innerhalb  k  vollständig  zu  bestimmen« 

Diese  Bedingungen  massen  nämlich  jedenfalls  zur  Folge  haben, 
daß  für  die  Differenz  f\  —  von  zwei  Funktionen,  welche 

das  gleiche  A  Vergeben  und  den  gleichen  Randbedingungen  genügen, 
das  Oberflächenintegral  in  (181 ')  entweder  verschwindet  oder  zu 
einer  Summe  von  stets  positiven  GFliedem  wird.  Ersteres  findet  statt 
f&r  Teile  der  Oberfläche,  wo  entweder  Toder  dVjdn  vorgeschriebene 
Werte  annimmt,  letzteres  für  Teile,  wo  das  Gleiche  für 

(if»^i^2A-i_ö/7ö«)  oder        i  -  {p  y idnf^-') 

stattfindet»  falls  und  längs  der  Oberfläche  beliebig  wechselnde 
Größen  bezeichnen.  Somit  wird  in  allen  Fällen,  wo  längs  der 
Oberfläche  zum  Teil  das  eine,  zum  Teil  das  andere,  zum  Teil  das 
dritte  stattfindet,  /STVA  =s  0,  also  konstant  sein  müssen,  und 
diese  Konstante  bestimmt  sich  durch  die  Oberflächenbedingnngen  selbst 
in  allen  Fällen  zu  Null,  ausgenommen  den  einen,  daß  längs  der 
ganzen  Oberfläche  öF/dn  gegeben  ist  In  diesem  Falle  ist  also  F 
nur  bis  auf  eine  additive  Konstante,  in  allen  übrigen  aber  voll- 
ständig bestimmt  _  _ 

Es  ist_zu  bemerken,  daß  V,  dVjdn  und  {F.^F^^-^^dfjdn) 
resp.  (/'i^^— (df'/dn)^*—!),  ^^{^  gje  nicht  der  Forderung  der 
Stetif?keit  widerspreclien,  willkürlich  vorgeschrieben  werden  können; 
Tinr  in  dem  ii  sjx'zicllt'ii  t'allc  daü  d  f !  dn  auf  der  ganzen 

i^i'.uren/Amg  gegel)en  ist,  wird  eine  Bescluiliikimg  der  freien  Verfügung 
durch  die  Formel  (181"')  geliefert. 

Es  mag  schon  hier  hervorgehoben  werden,  daü  vorgeschriebene 
Oberllächenwerte  von 

(ii»/2ft-i_cl7/öii)  oder  (ö/'/önf*-!) 

hervorragendes  Interesse  nur  bieten,  wenn  A  a  A  b  l  ist,  wo  sich  beide 
Ausdrücke  auf  {F*F—  d  FIdn)  reduzieren;  auf  diesen  FaU  wollen 
wir  uns  weiteihin  auch  beschiünken.  — 

Eine  überaus  widitige  Formel,  die  unter  anderem  auch  dazu 
benutzt  werden  kann,  um  F  aus  längs  der  ganzen  Oberfläche  von  k 
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irc^ebeneni  /'  rcsp.  dFjdn  oder  {F'^  /  —  d  T  j  du)  wirklich  zu  be- 
rechueui  erhält  mau  aus  (löl'),  indem  mau 

r 

setzt,  wo  r  die  Entfemniii;  der  Stcllo  .r,  z  von  einem  beliebig 
innerlialb  A  festgelegten  Punkt  a,  b,  r  bezeichnet 

Durch  eine  kleine  Kugelliäche  ist  dann  der  Punkt  a,  e  aus- 
zuschließen, um  einen  K^ium  zu  erhalten,  innerhalb  dessen  U  die 
▼orausgesetzte  Stetigkeit  besitzt   Das  UberÜächenintegral 

~"  «/*(  r  dn  ~~  ^  dn\*^*^ 
liefert  aber  die  kleine  Kugel  ausgedehnt  im  ersten  Glied  Null,  im 
zweiten  —4)1^»«;  man  erhftlt  also  in  Bflcksieht  auf  A(l/r)  — 0 

wo  das  Flächenintegral  nur  Ober  die  ursprüngliche  Begrenzung, 
und  das  Raumintegral  zwar  zunächst  über  <len  Kaum  h  mit  Aus- 
scbluü  der  kleinen  Ku^tl  /.u  nclinien  ist,  aber  beliebig  aucb  über 
diese  erstreckt  werden  kann,  da  der  ihr  entsprechende  Anteil  un- 
endlich klein  ist.i"^) 

/  (iriu  kt  sich  also  im  allj^cniciiisten  Falle  aus  als  NEWToN'sche 
Potentialiunktion  einer  Oberliiicheubelegung  von  der  Diclite 

a  —  —  d  r I  ^nfduy 

einer  Doppelbelegung  von  dem  Momente 

r  =  +  YjAnf 
und  einer  räumlichen  Verteilung  von  der  Dichte 

=  Ar/4«/. 

Letztere  yerschwindet,  wenn  der  gegebene  Wert  yon  A  V  gleich 
Null  ist 

Wird  rim  Unendlichen  von  beliebigem,  dVjdn  Ton  höherem 
als  erstem  Qrade  unendlich  klein,  so  kann  man  für  k  den  unend- 
lichen Raum  nehmen  und  das  über  die  unendliche  Eugelfl&che  er- 
streckte Integral  yemachlAssigen. 

Ist  dann  weder  T  noch  dVjdn  Iftngs  irgend  einer  im  End- 
lichen gelegenen  Fläche  unstetig,  so  giebt  das  erste  Integral  in  (182) 
den  Wert  Null,  und  V  bestimmt  sich  als  die  Potentialfhnktion  ebner 
rilumlichen  Massenverteilung,  denn  es  wird  unter  Benutzung  von  (167") 
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Speziell  wird  liier  /'=  0,  wenn  noch  ^  J  —  0  ist 

Ist  (lagefjon  zwar  A  f  Uherall  f^leicli  Null,  ahcr  /'  oder  df  du 
län^s  einer  FliVche  uiistetifr,  so  ist  diese  Fläche  als  Hej^nMi/nng 
des  Raumes  auzuseheo  uud  unter  KUckäiclit  auf  (lö5')  uud  (170) 
zu  bilden 

WO  «,  nacli  der  Seite  des  \\'ertes  1\  positiv  gereclinet  ist, 

V  bestimmt  sich  hier  in  der  Thai  als  Potentialfuuktion  einer 
einfaclien  oth'r  DoppeltÜiche.  — 

Bei  den  vorstehenden  Beti'achtuugen  war  das  Verhalten  von  F 
im  Unendlichen  vorgeschrieben;  es  giebt  Fälle,  wo  dasselbe  nicht 
gegeben  ist,  aber  aus  den  für  das  lilndliche  geltenden  Bedingungen 
erschlossen  werden  kann.*"") 

Sei  ^VnvLT  im  Endlichen  von  Null  verschieden  und  —  / /\Vdk 
ttber  den  ganzen  Raum  A  ink^ert  endlich,  und  zwar  gleich  ^nM.\ 
sei  ferner  d  Vjdn  nur  an  im  Endlichen  liegenden  geschlossenen 
Obertiächen  vorgeschrieben,  und  —  2^  J\d  K I  dn)do^  über  sie  alle 
summiert  endlich,  und  zwar  =  +4jfi^  Wir  erstrecken  ?'ormel 
(182)  auf  den  Raum  zwischen  den  ^^^^  ^^^^  unendlich  groDen 
KugcHläche  0  und  erhalteUi  wenn  wir  den  fiadius  der  letzteren 
mit  M  bezeichnen, 

Eb  gUt  aber  nach  (181'") 

also  ist  das  Integral  links  endlich  nnd  wird  durch  R  dividiert  unendlich 
klein.   Bezeichnen  wir  noch  die  Konstante  / Td OjAnlfi  durch 
so  erhalten  wir 
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Diese  Formel  zeigt,  daß,  wenn  man  den  Punkt  «,  />,  c  ins  Un- 
endliche rückt,  V—C  gleich  [  M^^ -i- Af.)  /  Ji,  also  unendlich  klein 
wird,  wie  1  /  A',  duher  d  f '  j  d tu  wie  1  / />'^.  Sclireihen  wir  daher  die 
Formel  (181")  für  C,  statt  für  /'.  so  erfjieht  die  früliere  Sehluü- 
weise,  daß  /'  bis  auf  eine  additi?e  Koiistante  durch  die  aufgesteiitoa 
Bedingungen  bestimmt  ist. 

Erfüllt  f  die  Bediii^nuig  A  /  =  <K  so  ist  3/.  =  0;  ist  außerdem 
noch  —  2i  f{d  i fdn)       und  demgemäß  .!/<,  gleich  Null,  so  wird  /' 
im  Unendlichen  erst  um  eine  Größe  zweiter  Ordnung  von  C  ver- 
schieden sein. 

Diese  Resultate  bleiben  auch  dann  gültig,  wenn  von  den  Ober- 
tiächen  Teile  ins  Uuendliclie  reichen,  die  eine  z.  B.  eine  unend- 
liche Ebene  ist,  falls  nur  längs  jener  Teile  V  von  mindestens  erster, 
dVjdn  von  zweiter  Ordnung  unendlich  klein  wird.  — 

Man  kaim  die  vorstehenden  Betrachtungen  leicht  auf  den  Fall 
erweitem,  daß  die  Funktion  F  in  dem  Kaum  k  mehrdeutig  ist, 
aber  ihre  DifferentialquotienteD  eindeutig  sind.^*'~)  Die  Melirwertigkeit 
▼on  V  kann  nur  eintreteni  wenn  der  Baum  k  mehr&ch  zusammen- 
hftngend  ist 

Man  kann  ihn  dann  einfach  zusammenhängend  machen  durch 
gewisse  Querschnitte,  die  zu  den  direkt  gegebenen  als  weitere  Be- 
grenzungstlächen  hinzutreten;  aus  der  gemachten  Voraussetzung  der 
Eindeutigkeit  der  Differentialquotienten  folgt,  daß  F  beim  Übergang 
über  jeden  Querschnitt  um  einen  konstanten  Wert  springt. 

Die  Größe  dieses  Sprunges  ist  bekannt,  wenn  die  Oberdäcben- 
werte  F  gegeben  sind,  die  ja  natfirlich  die  Eigenschaft  der  Funktion 
F  im  Innern  von  k  bezQglich  der  Mebrwertigkeit  teilen  mttssen;  sie 
ist  unbekannt,  wenn  dFjdn  gegeben  ist  Bezeiobnet  man  das  Ele- 
ment der  Hilfsquerschnitte  mit  do\  so  liefert  hier  die  Formel  (182) 


182") 


die  Normale  nach  der  Seite  des  Wertes  F^  positiv  gerechnet; 
sind  mehrere  Querschmtte  o'  vorhanden,  so  hat  längs  eines  jeden 
im  allgemeinen  F^  —  F^  einen  yerschiedenen  Wert  Jedes  der  Inte- 
grale über  einen  Querrähnitt  o*  stellt  sich  als  die  Potentialfnnktion 
einer  darauf  befindlichen  homogenen  Doppelbelegnng  vom  Moment 
dar. 
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Bezeichnet  mau  das  letzte  Integral  durch  —  W\  so  ist 

•    r+  r=  u 

im  ganzen  Baume  auch  beim  Dnichgaug  durch  die  Hil6quer- 
schnitte,  eindeutig  und  stetig,  und  man  kann  statt  der  Torigen  For- 
mel auch  schreiben 


AnJ  \r  dn  an/  inj  r 


182"0 


Versteht  man  unter  G  eine  Funktion,  die  innerlialb  k  überall 
eindeutig  und  stetig  ist  und  speziell  der  Gleichung  A  ^  »  0  genügt, 
80  folgt  filr  sie  aus  (1810 

Multipliziert  man  diese  Formel  mit  1  /  4  si  und  addiert  sie  zu  (182], 
so  erhält  man 


do 


103) 


Wir  woUen  nun  G  noch  yerschiedenen  Randbedingungen  unter- 
werfen, welche  diese  Funktion  vollständig  oder  bis  auf  eine  additive 
Eonstante  bestimmen. 

Ist  erstens  — 1/r  Torgeschrieben  (erste  GnBBN'sche 
Fnnktion^^  (?!  oder  G]iEEN*Bche  Funktion  im  engeren  Sinne),  so 
wird  ans  (183) 


183) 


ist  zweitens  dU  jdn  »  c  —  ö(l  /r)  /  c)  n  (/  weite  Greeu'sche  Funk- 
tion ^^''^  6^,),  wo  c  eine  Koustaute  bezeichnet,  deren  Wert  aus  (181'") 
folgt,  wenn  man  dort        G  setzt,  so  wird 

worin  C  eine  andere  Konstante  bedeutet;  ist  drittens 
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(dritte  GBEEN'scbe  Fuüktion^^^  63),  su  wird 

183  ■■)  A.,.  =  jL/(^^ y  _  |I)(6'.  +  i)  </„  -  ijAl  {ü,  +  1)  rf* . 

Diese  drei  Fin-iiieln  zeifjen,  dali.  wtMin  für  einen  Iv'auiii  k  die 
drei  GiiMEN'scheii  Fmiktiont'ii  (,\,  0'.,,  6'.,  gefunden  sind,  die  He- 
stimniung  von  /  ausgegel)enen  inneren  W  erten  von  A  ^  und  gegebenen 
Randwerten  d  V I  d  n,  {F-  f  —  d  /  ö  n]  uuf  (Quadraturen  zurück- 
gefülirt  ist.  Bei  gegel)enen  d  f  /  c)  n  l)leil)t  t'ine  additive  Konstante 
erst  in  und  sodann  in  /'  naeli  dem  Früheren  unbestimmt.  Daß 
es  für  jeden  Kaum  drei  Funktionen  von  den  Eigenschaften  von 
(t\,,  (1.^  giebt  kann  man  dabei  am  einfachsten  aus  der  physikalischen 
Bedeutung  folgern,  welche  diese  FuuktioneQ  besitzen  und  welche 
uns  später  besclülftigen  wird. 

Die  Ausdehnung  dieses  Verfahrens  auf  mehrwertige  Funktionen 
/'  bietet  nach  dem  auf  S.  184  Gesagten  keine  Schwierigkeit.  — 

Unter  allen  Funktionen  U  oder  /',  auf  welche  die  vorstehenden 
Entwickelungen  anwendbar  sind,  beanspruchen  diejenigen  das  größte 
Interesse,  für  welche  innerhalb  k  speziell  Überall  gilt 

fftr  sie  vereinfacht  sich  eine  Reihe  der  vorstehenden  Gleichungen  in 
bemerkenswerter,  allentliatben  leicht  ersichtlicher  Weise. 

Nur  auf  einige  spezielle  Resultate  soll  besonders  aufmerksam 
gemacht  werden. 

Zunächst  folgt  aus  (181')  und  (IST  j,  wenn  U  nwd  /'  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  innerhalb  k  regulär  sind, 

m    /(t.4f-rl,:>.  =  oJf^.-=/i..-o. 

Sind  U  und  /'  in  (181')  zwar  innerhalb  k  im  übrigen  regulär, 
werden  sie  aber  je  in  einem  Punkte  resp.  a^^  b^^  wie 

1/r,  resp.  l/r,  unendlich,  so  giebt  die  Betrachtungsweise,  welche 
zu  der  Formel  (182)  itlhrte, 

also  in  allen  Fällen,  wo  das  OberHächenintegral  verschwindet, 

Hieraus  folgt  der  Beciprocitätssatz  daß  von  zwei  Funktionen 
U  und  V  der  vorausgesetzten  Art,  welche  an  der  Oberflftche  von  k 
entweder  den  Bedingungen  ZTas       Gonst  oder 
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F*  Ü- dUjdn  =      V- d  F/dn^  0 

genügen,  diejenigo,  welche  in  einem  Punkt  (1)  unendlich  wird,  in 
dem  Punkte  (2)  denselben  Wert  anninunt,  wie  diejenige,  welche  im 
Punkte  (2)  unendlich  wird,  im  rimktc  (1). 

Die  Bedingungen  d  Ffön—  d  l  /dn=  0  kann  man  den  Funk- 
tionen und  Ff  wenn  sie  nur  in  einem  Punkte  unendlich  werden, 
nach  irülier  Gesagtem  nicht  auferlegen,  wohl  aber  dann,  wenn  jede 
an  einer  Stelle  Oj,  Cj  resp.  a^y  b^y  sich  wie  1  /r,  an  einer  zweiten 
h\f  c[  resp.  o^,  h'^  e[  sich  wie  ^  \jr'  verhält  Dann  giebt  die  obige 
Betrachtungsweise 

Diese  Eesultiite  gestatten  dit'  Anwendung  auf  die  in  (183)  ein- 
geführten (^ijKKN'sclien  Funktionen  G,,. 

Leitet  man  aus  (,\  und  zwei  neue  Funktionen  1\  und  I\ 
durch  die  Beziehungen 

ab,  so  verhalten  <li(»se  sieh  wie  f  und  F  in  GIcichnng  (184').  sind 
also  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  mit  den  Ko- 
ordinaten a,  h,  f  und  üc,  y,  z. 

Leitet  man  hingegen  aus       eine  Funktion 

ab,  wo  r  die  Entfernung  der  Stelle  x^y^z  von  ä,  c,  r  die  von 
</',  b\  c  bezeichnet,  80  hat  die  li^gcnsdiaft  von  U  und  V  in 
Gleichung  (1S4">  — 

Da  nach  dem  S.  186  Gesagten  sich  zeigen  läßt^  daß  für  jeden 
Raum  Gi{t:p:x'sche  Funktionen  Gj^  resp.  existieren,  welehe  den 
S.  185  gesUdlten  Bedingungen  genttgen,  so  kann  man  die  Formeln  (188') 
und  (183")  zur  Ableitung  gewisser  allgemeiner  Sätze  beuutisen. 

Versteht  man  nämlich  unter       die  £nttemung  yon  einem 

außerhalb  des  Baumes  k  gelegenen  Punkte  a^j  b^f  e^,  so  ist  inner* 

halb  k  . 

Af  =  0, 

und  man  erh&lt  aus  (188)  resp.  (188"),  wenn  man       1  /r,  setzt» 


To      4.1,  '  r„  '    r„  inj  dn 

Hierin  kann  man  1  /    auflassen  als  die  Potentialfunktion  einer 
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in  a,  Ä,  c  Ix'HndliclR'n  Masse  Eins  auf  dvn  l'unkt  a^„  />,„  r,,,  und  die 
Formeln  zeigen  dann,  daß  diese  Potentialfunktion  stets  dureli  die- 
jeni*T;e  einer  einfaclien  oder  doppelten  Jielegun;?  der  Oberllüche  o  von  k 
zu  ersetzen  ist,  deren  Dichte  resp.  dereu  Moment  sich  durch 
resp.       ausdrücken  läßt. 

Daraus  folgt  uun  auch,  daß  die  Wirkung  einer  beliebigen, 
innerhalb  k  gelegenen  Masseuverteilung  auf  Punkte  außerhalb  A 
durch  eine  einfache  oder  doppelte  Belegung  von  o  hervorgebracht 
werden  kann. 

Erstreckt  sich  k  ins  Unendliche,  und  liegt  Og,  b^,  r,,  iTinerhalb 
einer  k  im  Endlichen  begr^zendeu  Obertläche,  so  erfor<lert  die  im 
Unendlichen  liegende  Begrenzung  eine  spezielle  Betrachtung.  Wir 
werden  diesen  Gegenstand  im  vierten  Teile  auf  eine  andere  Weise 
der  Untersuchung  nuterziehen.  — 

Wendet  man  die  Gleichung  (182)  auf  eine  Kugel  vom  Radius  Ii 
um  die  Stelle  a,bfe  an,  so  erhält  man  unter  Benutzung  von  (184) 

186)  ^•^•"T^P'^''' 

also  den  Wert  von  /'  im  Centnnn  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
der  anf  der  Oberllüche  der  Kugel  liegentlen  Weilxi,  gleichviel, 
welche  Größe  ihr  lliidius  /\  hcsitzcn  möge. ''■^) 

Dieser  (TAUss'srhc  Satz  ergiel)t  unter  anderem,  daß  innerhalb 
des  Raumes  k  die  Funktion  V  weder  Maxima.  noch  Minima  an- 
nehmen kann,  sondern  mit  ihrem  Werte  immer  z\viseln'n  dem 
kleinsten  und  größten  in  der  Grenze  liegenden  bleiben  muß.  Ist 
auf  der  ganzen  Oberfläche  F  konstant,  z.  1^.  gleich  Null,  so  gilt  (his 
Gleiche  auch  im  ganzen  Innern,  gleichviel  ob  der  lUum  endlich 
oder  unendlich  ist 

Femer  folgt  aus  (186),  «laß  /  überall  innerhalb  k  verschwindet, 
wenn  es  innerhalb  eines  endlichen  räumlichen  Bereiches  gleich  Null 
ist  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müßte  man  eine  Kugel  kon- 
struieren köuneUy  in  deren  rentruni  F—  0  wäre,  während  auf  der 
Oberriiiche  /  zum  Teil  verschwindet,  zum  Tvil  gleiches  Vorzeichen 
besitzt,  und  dies  würde  der  vorstehenden  Gleichung  widersprechen. 

§  23.  Die  Zerlegung  von  Vektorkomponenten  in  potentielle  und  rota- 
torische Glieder;  ihre  Anwendung  auf  die  Momente  neutraler  Körper. 

Von  den  im  vorigen  Abschnitt  abgeleiteten  allgemeinen  Resul- 
taten, welche  in  vielen  Gebieten  der  theoretischen  Physik  zur  Lösung 
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sjx'/ielh  r  Probleme  nützliclie  Hilfe  bieten,  wollen  wir  hier  nur  eine 
Anwendunj?  auf  die  wiclitif^e  Aufgabe  macli(Mi.  für  einen  gegebenen 
l^um  A  beliebig  als  reguläre  B^'unktionen  der  Koordinaten  -r,  ?/,  z 
gegeiiene  Komponenten  A.  ) ,  Z  eint  s  Vektors  A  ,  z.  Ii.  ilie  Kom- 
ponenten körperlicher  Kriitte,  in  einer  gewissen  Weise  in  Aggregate 
von  Diii'erentialciuotienteu  zu  zerlegen. 
Wir  setzen"*) 

x.-(- 


d  fp 

BN 

d  JA 

öy 

dx 

d  0 

dA 

BN 

dy 

d  X 

~dx 

8  0 
dx 

d.U 
d  X 

BJ 

BA 

dx 

d  ^r 

+ 

B  X 

187) 


ond  suchen  fp,  A,      N  diesen  Bedingungen  gemäß  zu  bestimmen. 
Man  erhält  zunächst 


167) 


Bx     öy'  d»  dx 

worin  U  eine  neue  Bezeichnung  ist 

Legt  man  der  Funktion  0  noch  eine  geeignete  Oberflächen- 
bedingung  auf,  so  wird  sie  durch  die  erste  der  Torstehenden  Glei- 
chungen ToUständig  oder  bis  auf  eine  additive  belanglose  Konstante 
bestimmt. 

Indem  wir  die  Komponente  von  K  nach  der  inneren  Normale 

jrco8(n,  x)  +  )'co«(«,  7/)  +  ^cüs(«,  z)  =  P  188) 

setzen,  wollen  wir  die  OberÜächenbedingnng  für  0  schreiben 


dn  ^-  ^* 

wobei  wir  uns  die  Verfügung  über  Q  zunächst  vorbehalten. 
Es  läßt  sich  dann  setzen 


188") 


wo       durch  die  Uieichung 

und  die  Oberflächenbedingung  (188')  bis  auf  eine  Konstante  be- 
stimmt ist 
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Ks  siud  hierdurch  auch  die  Werte  der  Ausdrücke 


189) 


BN 
BA 


ax      Off         \        ax  / 


bekannt 

Differentiiert  man  diese  Formeln  nach  y,  z,  addiert  sie  und 
integriert  das  Besultat  über  den  Baum     so  erhält  man 


189') 


wodurch  eine  die  Willkürlichkeit  der  Wahl  von  bebchräukeude 
Bedingung  gegelieii  ist 

Wir  lulircii  nun  drei  neue  Funktionen  ßj  I'  ein,  die  wir  zu- 
nächst nur  den  Bedingungen 


189") 


Bx  ^  By  ^  d» 


unterwerfen.  Die  letztere  gestattet^  die  drei  ersten  auf  die  Formen  m 

bringen 

Ü  idA      dB\       B  Idr     öA\_  Iyv^^\ 
By[dy~  Bxl''Wi\hx'"dli)  (^'^Ti)' 

Bx\Bx      Byj      Bx\dy      dxj'~      [  '^dy)' 

Bx\Bx     Bl)     'By\di      By)^  [^'^Bx)* 
deren  Vergleichung  mit  (189)  ergiebt,  d&&  man 


A     BH  ,  BS 


dir  er 

By  Bx 


BT 
By* 

dA 

Bx' 


AT  ^Bn  BÄ_dB 
^  Bx^  By  Bx* 

setzen  kann;  hierin  bezeichnet  JI  eine  willkttrliche  Funktion,  die 
man  aber  ohne  Beschrftnkung  mit  Null  Tertauschen  kann,  da  sie  bei 
Einsetzung  der  vorstehenden  Werte  von  A,  M,  JV  in  (187)  herausfiUlt» 
also  an  einer  eigentlichen  Zerlegung  von  X,  1)  Z  keinen  Anteil  bat 


Oigitized  by  Google 


§  2,'f.    Zerleynng  von  Vektorkompottenten.  101 


190) 


Souacb  wird 

^  -      -  V',  M  -  1^-  1^,  -  V,  »89-") 

und  man  kann  den  Bedingungen  (189")  für  B,  V  genügen, 
indem  man 

setzt)  worin  die  BVmktionen  A^^  den  Bedingungen 

A^o-«»    Ai^o=0,  A/;=0 

und 

genügen  müssen. 

Es  ist  zu  l)enierkt'ii,  daß  .-/q,  /»'„,  m  Aj  M,  IV  AnUiile  ^i^  M^f  JV^ 
geben,  welche  nach  (189"')  die  Gleichungen 

d«  "  dx'      dx       dx      ' fj"^ 

befiriedigen,  also,  wie  oben  die  von  II  abhängigen,  zur  Zerlegung 
keinen  Anteil  geben,  falls  nur  Q  für  alle  Punkte  von  A  der  Bedingung 

J 9ip\.  «  ü  190") 

genügt;  ist  diese  Gleichung  erfüllt,  so  kann  man  sie  ebenlalls  gleich 
Null  setzen. 

Die  Bedingung  (19U")  ist  aber  l)ei  ondlicheiii  k  mit  (18^)  nur 
dann  vereinbar,  wenn  auf  der  ganzen  OberHäche  Q  =  0  ist;  verfugt 
man  demgemäß  über  Qf,  so  ist  die  Zerlegung  eindeutig  bestimmt. 

Ist  der  Raum  k  unendlicb,  wird  er  etwa  dureb  im  Endlicben 
liegende  gescblossene  Fläcben  o^^  und  eine  Kugeltliicbe  0  von  dem 
unendlicb  großen  Kadius  J\  begrenzt,  so  ist  an  ersteren  Q  =  0  zu 
setzen,  wiibrend  es  an  letzterer  willkürlich  l)leii>t;  denn  lür  die 
unendliche  Kugel  nimmt  die  Gleicbung  (lUU  ")  die  Form  an 


und  ist  nacli  (18<)')  stets  erfüllt. 

Man  kann  in  diesem  Falle  also  auch  A^  =  7^^  =  /  =  0  setzen, 
aber  da  die  Gleichung  (188')  als  Grenzbedingung  in  Wegfall  kommt, 
ist  die  Zerlegung  (187)  im  allgemeinen  nicht  eindeutig. 


Digitized  by  Google 


192  L  IM.   Mechanik  »tarrer  Körper.    IV.  Kap. 


Hoch  ist  0,  uihI  damit  aucli  yf,  ^i,  TV,  nach  S.  183  bis  auf 
eine  irrelt'vante  Konstante  lu'stinimt.  wonii  //  nur  im  Kndlichen 
von  Null  verscliifdrii  und  J'JLdk,  ül)er  den  ganzen  Raum,  sowie 
JS f  ]\do^,  über  alle  Oberll aeben  erstreckt,  endlicb  ist.  Fehlen 
die  OberÜächen  Oj^,  so  ist  speziell      —  0;  ist  überall 

80  ist  0sO,  und  die  allgemeiiiBte  Zerlegung  lautet: 

dx      dy'         dx      ö»'         öy  dx 


191")  und 


dA     BM     BN  ^ 


Gleiches  gilt  bei  endlichem  wenn  noch  an  der  OberÜäche 
P=0  ist  — 

Die  im  vorstehenden  bewirkte  Zerlegung  der  Vektorkomponenten 
Z  zerfallt  dieselben  in  zwei  Teile,  die  resp.  nur  Ton  0  oder 
nur  von  M,  N  abhängen,  von  >vesent1icb  verschiedenen  Eigen- 
schaften, Letztere  ergeben  sich  am  deutlichsten,  wenn  man  J,  Y^Z 
als.Komponenten  einer  körperlichen  Kraft  auffaßt  und  die  Drehung»» 
momente  Af,  j\  berechnet,  welche  ein  sehr  kleines,  am  einfachsten 
kugelförmiges  Bercicli  des  homogen  gedachten  Körpers,  auf  welchen 
sie  wirken,  um  Parallele  zu  den  Koordinatenaxen  durch  das  Kugel- 
centrum erleidet  Entwickelt  man  innerhalb  desselben  Y,  Z  nach 
Potenzen  der  relativen  Koordinaten  y,  z  gegen  den  Kugelmittel- 
punkty  so  erhält  man  nach  (lg70  leicht 


191'") 


L  -  J {yZ^zY)dm  -  AA, 
f  (zX^xZ)dm  =  ^-l^  A  M, 


Es  geben  also  die  von  0  abh&ngigen  potentiellen  Glieder  in 
(187)  keinen  Anteil  zu  den  Drehungsmomenten  und  die  von  A,M,N 
abhängigen  solche,  die  mit  Ait^  A iV' proportional  sind;  wir 
können  demgemäß  die  letzteren  Glieder  rotatorische  nennen.  Die 
Anteile  A^,  liefern  keine  Beiträge  vi     H  charakteri- 

sieren sich  also  audi  hierdurch  als  fremdartig.  — 

Der  Vollständigkeit  halber  fügen  wir  hier  noch  eine  aweile 
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192) 


Zerlegung  toh  Yektorkomponenten  ao,  obgleich  dieselbe  nicht  allein 
auf  Potentialbetrachtnngen  beruht^'^ 
Sei  entsprechend  (187) 

Z=5-^.  ^=z-?* 

gesetzt,  aber  0  beliebig  gelassen;  dann  kann  man  //,  Z  noch 
einer  willkOrlichen  Beiiiugimg  unterwerfen.  Wählt  man  dafür  die 
Gleichuug 

SO  drückt  dies  aus,  daß 

einen  integrierenden  Faktor  besitzt;  nennt  man  denselben  l/P, 
so  kann  man  setzen 

und  daher  auch 

Die  Drehuugsmomente  X,  M,  iV  besUmmen  sich  daraus  nach  (191'")  zu 

■  15    ■  dx    dx  1  ' 

15     lay  dx       dx  dy  ) ' 

es  erweisen  sich  hier  also  die  Ton  f  und  II  abhängenden  Glieder 
in  (192)  als  die  rotatorischen.  — 

Von  den  beiden  Zerlegungen  (187)  und  (192)  machen  wir  eine 
Anwendung  auf  die  Momente  &|  ß,  y  der  Volumeneinheit  in  der 
Potentialfunktion  (173)  oder  (173  ) 

eines  neutralen,  d.  h.  maguetisch  oder  dielektrisch  polarisierten 
KiVrpers,  worin  ist 

Voigt,  TbeoraUacbe  Pb]r»ik.  |8 


1920 
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<Fj  =  -  («j  C08(jii,ar)  +     C08(iii,y)  +  cofl(a„«)), 

Nach  der  ersten  Zerlegungwt  (185)  können  wir  setzen  flrs</+«^, 
=  y  =  /+y"  und 

193)  '^"^^  ^ 

Die  potentiellen  Glieder  a\  ß\  /  geben  ein  Gesamtmoment  Ton 
der  Größe  /i'^dfi/dn%  wo  n'  die  Normale  anf  der  Fl&che  SfesConsi 
bezeichnet;  seine  Axe  fiUlt  mit  n'  zusammen. 

Zerlegt  man  also  durch  FUU^en  S  =  Consi,  die  nm  gleidie 
Inkremente  fortschreitenden  Konstanten  entsprechen,  den  Körper 
in  Schichten,  so  ist  fi'Sn'^SiS^,  daher  das  Ptodokt  aus  Dicke 
und  Gesamtmoment  ftlr  alle  Schichten  konstant  Jede  Schicht  Iftfit 
sich  also  als  eine  Doppelfl&che  mit  konstantem  Moment  p  =  ii8n' 
auffiissen.  Mine  PolarisieruDg  von  dieser  Eigenschaft  nennt  man 
lamellar.  Für  sie  nimmt  die  PotentialAmktion  den  Wert  an 

Die  rotatorischen  Glieder  a",  ß",  /'  haben  die  Bigenschaft) 
die  äquivalente  Baumdichte 

^  ~      [dz  d*  ) 

zu  Null  zu  machen.  Zerlegt  man  also  den  Körper  in  Fftden,  dereo 
Seitenwände  ausschließlich  durch  Kurven  von  der  Gleichung 

gebildet  werden,  so  ist  für  jeden  einzelnen  der  Anteil  dip"  der 
Potentialfunktion  gegeben  durch 

193")     dq,'^  -4(''"«»("i.M")=^').+  (m"co»(«„m")t').), 

WO  die  beiden  Glieder  mit  a  und  b  sich  auf  die  Fliicheiii  lenuiiU* 
</«j  bezielien,  die  von  dem  Faden  aus  der  Obertiäche  des  Kriq)ers 
ausgeselmittcn  werden.  Der  Faden  ist  demnach  vollkommen  durch 
die  Wirkuii/^  seiner  KndMäclien  ersetzbar,  nach  S.  171  also  ein  So- 
le noid;  der  ganze  Körper  läUt  sich  in  ein  System  von  Öoieuoiden 
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zerlegen,  und  man  nennt  daher  die  durch  y"  gegebene  Er- 

regung solenoidal.  Bildet  man  die  ihr  entsprechende  Fotential- 
fonktion  des  ganzen  Körpers,  so  erhält  man 

+  (lf'-a|')-M''«.- 

(■Jt'iiiiili  dem  Vorstehenden  kann  man  also  die  allgemoin.sto 
Erregung  eines  neutralen  Kiirpers  jederzeit  in  eine  lamellare  und 
eine  solenoidale  zeiU-i^en.  — 

Nach  (192)  künneu  wir  aber  auch  schreiben 

«"  =  9tP,   /f'  =  3if^,       =  193"") 

Diese  Werte  ergeben  die  Azen  aberall  parallel  der  Normalen 
n"  anf  den  Flftchen  $  - Gonst  and  die  Momente  ju" gleich 9t  d$ /du". 
Zerlegt  man  also,  wie  oben,  durch  Flächen  ^  a  Gonst,  die  um 
gleiche  Inkremente  ^S"  fortschreitenden  Konstantenwerten  ent- 
sprechen, den  KOrper  in  Schichten,  so  wird  yi' man 
kann  diese  Schichten  also  als  Doppelflftchen  mit  Tariablem  Moment 
auflassen.  Eme  solche  Erregung  heißt  komplez-lamellar. 

Die  allgemeinste  Polarisierung  läßt  sich  also  auch  als  die  Snper- 
position  einer  einfach  nnd  einer  komplex  lamellaren  anÜMsen.'^^ 


I  M.  Bia  HawTOH*se]M  PotentialfimktioB  mit  iwei  Ifnabhiagigen. 

Sind  die  Massen,  deren  Potentialfuuktion  mit  (jr  bezeichnet  ist, 
l)arallel  der  /-Axe  mit  konstanter  Dichtigkeit  o  unendlich  aus- 
f!;e<h'hnt.  so  ist  ffj  eine  Funktion  nur  von  und  //,  und  die  Unter- 
suchung seiner  Eigenschalten  kann  sich  auf  die  .Y  i'-Ebeue  beschränken. 

T^m  die  Form  zu  bestimmen,  welche  (jr  unter  dieser  Voraus- 
setzung annimmt,  gehen  Nvir  von  dem  Fall  aus,  der  alle  übrigen 
als  spezielle  abzuleiten  gestattet,  daß  die  ganze  Masse  einen  C'vlinder 
von  endlichem  (Querschnitt  mit  in  der  A'J'-Ebene  beliebig  wechselnder, 
aber  von  z  unabhängiger  Dichte  erfüllt.  Dann  bestimmt  sich  für 
alle  Punkte  der  A'i -Ebene,  deren  normale  Entfernungen  vom  Cyünder 
klein  gegen  dessen  Länge  sind,  durch  einfache  Bechnung 

y-_2^//ftZW«f*,rfy,,  1«4) 

worin  c  =  y(.r  —  -f  (y  — //j)*  den  Abstand  des  Flächenelementes 
dx^  dy^  von  der  betrachteten  Stelle     y  bezeichnet  Eine  bei  der  Inte> 

18* 
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gration  auftrotoDde  (im  aUgememeu  unendlich  große)  Konstante  ist 
in  q)  hiueiiigezogen. 

Ist  (ij  nur  längs  eines  unendlich  dünnen  Fadens  vom  Quer- 
schnitt 9|  von  Null  verschieden,  und  setzt  man     9i  «  »i| »  so  wird 

bedeckt  die  wirkende  Masse  eine  CylinderHäche  mit  <ler  Dichte  /Tj, 
und  bezeichnet  d*^  einMement  ihrer  Schnittkarve  mit  der    i -Ebene, 

so  gilt 

194')  9»=  -2/-/<T,/(e)rf^; 

hat  die  Cylinderfläche  eine  Duppelbelegung  von  dem  auf  die  Flächen- 
einheit reduzierten  Moment  nach  der  Richtung  der  Normalen  ii^y 
80  ist 

Die  Stetigkeitseigenschaften  dieser  Funktionen  folgen  unmittelbar 
aus  den  in  den  §§19  und  21  gegebenen  Sätzen  und  stimmen  mit 
denjenigen  der  gewöhnlichen  NEWTON'schen  Potentialfunktionen  toU- 
stftodig  üherein;  nur  im  Unendlichen  macht  sich  die  fortgelassene 
unendliche  Konstante,  sowie  die  jetzt  vorausgesetste  Erstreckung  der 
Masse  in's  Unendliche  geltend,  und  demgem&ß  wird  dort  9,  fiüls 
nicht  fQidx^dy^  Terschwuidet,  logarithmisch  unendlieh;  zugleich 
werden  die  ersten  Differentialquotienten  nach  den  Koordinaten  un- 
endlich klein  vom  ersten  Grade.  — 

Statt  den  vorstehend  angegebenen  Übergang  von  dem  Nbwton*- 
sehen  Potential  zu  machen,  kann  man  auch  durakt  von  dem  £3ementar- 
gesetz 

und  daher  dem  Potential  0  —  —  2fmm^ie  für  die  Wechselwirkung 
zwischen  zwei  Massenpunkten  ausgehen  und  die  Entwickelung  der 
im  Anfang  von  §  19  parallel  gestalten,  muß  dabei  aber  alle  Massen 
ausschließlich  in  der  AT-Ebene  verteilt  annehmen;  die  dieser 
Elementarwirkung  zugehörige  Potentialfunktion 

195)  ^«-2/mi/(ff) 

führt  den  Namen  der  lo^arithmischen.*^") 

Ks  sj)ielen  bei  diesen  Betraditungen  die  PoU'ntialfuiiktionen 
einer  lunnoj^'eiien  Kreislinie  und  einer  ebensolchen  Kreisfläche 
(lirscllie  Holle,  wie  oben  diejenigen  der  iiumugenen  KugeUiäche  und 
\  üiikugeL 
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Man  erhält  durch  einfache  Rechnung  die  Potentialfuiiktiou  9)' 
der  Kreislinie  von  dem  Radius  7?,  der  Lineardichte  a,  der  Masse  M 
auf  iiußen'  und  innere  Punkte,  falls  K  die  Entfernung  des  Eiiilieits- 
poles  vom  Kreisceutrum  hezeiciuiet,  folgendernuißen: 

Analog  findet  man  für  die  Potentialfiinktion  der  Kreisfläche 
Yon  dem  Radius      der  Flächendichte  (»,  der  Masse  M 

cp\=-  2  :r/'JP  i>l{£)  =  -  2/-3//(A'),  1 

Daraus  ergehen  sich  die  folgenden  DiÜerentialeigenschaften  der 
logaritbmiscbeu  Potentialfunktionen. 

Wie  auch  innner  die  Masse  verteilt  sei,  in  den  Bereichen,  wo 
keine  Masse  liegt,  gilt  die  Gleichung 

an  Kurveo,  welche  eine  stetig  yerüuderiiche  Liueardichte  tragen,  ist 

wo  die  Indices  (1)  und  (2)  sich  anf  die  beiden  Seiten  der  Fläche 
beziehen,  a  die  Dichte,  den  Krümmungsradius  der  Kurve  an  der 
Dnrchgangsstelle  bezeichnet»  und  R  nach  der  Seite  der  Normalen 
poeitiT  gerechnet  ist;  an  Doppelkurven  mit  stetig  Teränderlichem 
Moment  V|  springt  die  Potentialfunktion  beim  Durchgang  Ton  der 
Seite  der  negativen  zu  derjenigen  der  positiven  Normale,  so  daß 

lp+ -  (f  .  =^4itfp  196") 

wird,  worin  v  das  Moment  der  Längeneinheit  an  der  Durchgangs- 
stellc  bezeichnet,  während  die  Differentialquotienten  stetig  bleiben; 
an  der  Grenze  von  Fläehenstückcn  mit  stetig  veränderlicher  Dichte  (<, 
verhält  sich  (f  mit  seinen  erstrn  1  )itVi'rentiaU|Uotieüteu  stetig,  während 
die  zweiten  springen  gemäß  den  Formeln 


196') 


-J^-T^^  -.4jf/'^co8»(«,y), 

£  -  dl  dl     -  4«/*?cos(fi,  y)cos(«,  X), 


196") 
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in  denen  q  die  Flächendichte  an  der  Durchgangsstelle  bezeichnet; 
hiermit  hängt  zusammen,  daß  im  Innern  derartiger  Bereiche  die 
Beziehung 

196"")  A.y  =  |^  +y;  =  -i''f9 

gftltig  ist 

Die  Venülgemeinerang  dieser  Sätze  auf  unstetige  Dichtigkeiten 
bietet  keine  Schwierigkeiten,  aber  aach  kein  berrorragendes  physi- 
kaUsches  Interesse.  — 

Isidy  das  Element  eines  beliebig  begrenzten  Fl&chenstftckes  q 
der  X  J-£bene,  ds  das  Element  seiner  Bandkurre,  n  die  Bicbtong 
der  inneren  Normale  auf  ds,  und  bezeichnen  U  und  F  zwei  Funk- 
tionen Ton  X  und  y,  die  der  Bedingung  genttgen,  daß 

wr   9r  dV 

auf  q  einwertig  und  stetig  sind,  so  gilt  der  (181)  analoge 
GuBEN^Bche  Satz 

197,  fu^^r.,. -/'■.^4''"-/(v:  ir+ v;  i:w 

Findet  gleiches  in  Bezug  auf  /.  df  dr,  dUjdif  statt,  so 
gilt  die  vorstellende  Formel  auch  bei  Yertauschuug  ?ou  U  und 
und  die  Difl'erenz  heider  führt  auf 

Wenn  speziell        T  ist,  folgt  aus  (197) 

197")      jr/^jd, -  -  fv^l ./s-f  Q,rä,, 

worin  kurz 

gesetzt  ist;  ist        1,  so  ergiebt  sich 
197")  /A.rrf,--/||rf.. 

An  diese  Formeln  können  uenau  dieselben  Betrachtungen  ge- 
knüpft werden,  \vie  an  die  entsprechenden  (181)  bis  (INI  ")  für  die 
NEWTUN'sche  Potentialfunktion.  Speziell  t  rgie))t  sich  aus  ihnen,  daB 
eine  einwertige  und  stetige  Funktion  von  x  und  ^  innerhalb  y  voll- 
kommen bestimmt  ist,  wenn  an  jeder  Stelle  Ao^  '  imd  an  der  Ober- 
tlüche  F  oder(i'2/  _ö  /  jdn)  einen  gegebenen  W  ert  hat  Gleiches 
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fpltf  wenn  für  einen  beliebigen  Teil  der  ObcrÜäcbe  Fj  für  einen  an- 
deren d  ^Idrij  für  den  Rest  {F^  V  —  d  y/dn)  vorgeschrieben  ist  Ist 
aber  überall  dVjdn  selbst  gegeben,  wobei  die  Bedingung  (197"') 
zu  berücksichtigen  ist,  so  bleibt  in  V  eine  additive  Konstante 
willkürlich. 

Die  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  auf  den  Fall,  daß  das 
Bereich  q  sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  bietet  keine  Schwierig» 
keiten,  wenn,  über  die  im  Unendlichen  liegende  Grenzkurve  aus- 
gedehnt, das  Linienintegral  in  (197'')  verschwindet;  indessen  findet 
dies  bei  der  logarithmischen  Potentialfunktion  von  im  Endlichen  lie- 
genden Massen  nur  statt»  wenn  die  Summe  derselben  £^eich  Null  ist 

Hieraus  folgt»  daß  die  auf  S.  198  angegebenen  Eigenschaften  die 
logarithmischen  Potentiale  auch  nur  in  diesem  Falle  eindeutig  be- 
bestimmen; in  anderen  Fällen  ist  noch  die  Angabe  des  Grenzwertes 
nötig,  dem  sich  (p  im  Unendlichen  nähert»  d.  L»  da  derselbe  bei 
ganz  im  Endlichen  liegenden  Hassen  mit  —  2fi{0^JSmf^  identisch 
vrird»  wo  die  ESntfemung  vom  Eoordinatenanfang  bezeichnet»  die 
Angabe  der  GrOfie  von  ^ntj^.  — 

Setzt  man  in  die  Gleichung  (lOTO  —  2/(tf)»  wo  e  die  Ent- 
fernung des  Elementes  dg^  von  einem  Punkte  b  des  Bereiches  q 
bezeichnet»  so  erh&lt  man  durch  eine  der  auf  S.  182  ausgeführten 
analoge  Operation 

2^j>)f|->^l^')'''+  2l-/'WA.^rf?  198) 

und  damit  die  Bestimmung  von  /'  an  der  Stelle  a,  Ii  durch  eine 
(182)  genau  entsprechende  Formel»  die  auch  dieselben  Folgerungen 
gestattet,  wie  jene. 

Endlich  kann  man  auch  der  GuEKN'schen  Funktion  G  im  Räume 
eine  analoge  Funktion  Cr''  in  der  Kbene  zuordnen,  welche  inner- 
halb q  eindeutig  und  stetig  ist,  die  Gleichung  A2^'— 0  erfüllt 
und  demgemäß  liefert 

'•'=sJ'N  +  <^')^-  ^■^i^)'''+^W«)+'^')A,^rf?.  198') 

Unterwirft  man  noch  der  Bedingung,  am  Bande  entweder 
zu  Null  oder  +  6")/da  zu  einer  Eonstanten  oder  end- 
lich F^{l{e)-\-(r)-d{l{e)'\-G')ldn  zu  NuU  zu  machen,  so  ist,  faUs  G' 
den  ßedingungeu  gemäß  bestimmt  ist,  die  Berechnung  von  F  auf 
Quadraturen  zurückgeführt 

Auch  der  GAims'sche  Satz  des  arithmetischen  Mittels  läßt  sich 
auf  die  logarithmischeu  Potentialfunktioneu  Uberti*ageu  uud  alä  Auä- 
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gangspunkt  ftlr  dieseLben  Sohlufireihen  benutzen,  die  auf  S.  188 
daran  geknüpft  sind.  — 

Eline  Anwenduug  der  eriialtenen  Besultate  machen  wir  auf  die 
Zerlegung  der  innerhalb  eines  Flächenstackes  q  der  Xr-Ebene 
regulären  Komponenten  X  und  Y  eines  Vektors  K  in  Teile  nach 
dem  Schema 

Man  erhält  zunächst 
XW)     -  A.</>  =       +       =  JJ,  -         =       -  |I , 

worin  II  eine  neue  Beziiclimmg  ist    Setzt  man 
200)  Xco6(nfX)  H-  7co8(»,y)  » 

80  kann  mau  </>  durch  die  erste  Gleich iiug  (199')  und  die  liaud- 
bedinguug 

200^ 

bis  auf  eine  helanglosc  Konstante  l>estimmen;  Q  bleibt  zunächst 
Yerfügbar,  muU  aber  jedenfalls  der  Bedingung 

200")  /Qds^O 
genügen. 

Es  läßt  sich  dann  setzen 

200")  ^^^-i.pWdq,. 

worin  0^  durch  die  Gleichung  A  0  und  die  Bedingung  (200') 
bestimmt  ist 

Führt  man  zwei  Funktionen  A  und  B  ein,  welche  den  Be- 
dingungen 


201) 


genügen,  so  kann  man  auf  demselben  Wege,  der  zu  Formel  (189'") 
führt,  schließen,  daß 

sein  muß. 

Für  ^  und  ^  erhält  man  die  Werte 
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201") 


woriü       und       den  Bedingiiiigeii 

=  0.  A    =  ü,  'l^  +  '^i.  -  -  l{c) .is^  20V") 

genügen  mflasen.  und  sind  ohne  Einfluß  auf  die  Zerlegung, 
können  also  gleich  Null  gesetzt  werden,  wenn  /  l{e)dt^  für  alle  Punkte 
innerhalb  Terschwindet;  dies  erfordert  aber  im  allgemeinen,  daß  Q 
am  ganzen  Bande  gleich  Null  ist 

Erstreckt  sich  q  ins  Unendliche,  so  ergiebt  sich  dieselbe 
Schwierigkeit,  die  S.  191  besprochen  ist  Die  Zerlegung  (199)  ist 
nur  dann  eindeutig,  wenn  //  im  Unendlichen  Terschwindet  und  so- 
wohl fHdq,  Uber  die  ganze  BIbene,  als  ^fP^ds^.,  über  etwaige  im 
Endlichen  liegende  Begrenzungen  erstreckt,  endlich  ist 

Fehlen  jene  Begrenzungen,  so  ist  0^  »  0;  gilt  überall 

80  ist  0  »  0,  und  die  allgemeinste  Zerlegung  lautet  hier: 

jc «  -  4^^^  r  =  +  4" .  201 "  ") 

Gleiches  gilt  bei  endlichem  wenn  noch  am  Rande  I'  ver- 
schwindet 

Die  in  (102)  gogel)ene  zweite  Zerlef^unjrsart  von  Vektorkonipo- 
nenten  l)ietet  bei  lU)ertnigiing  auf  Funktionen  von  nur  zwei  Koordi- 
naten keine  speziellen  Vorteile. 


I  85.  Weitere  am  der  VBWTON'sehen  abgeleitete  Potentialfluiktieneii. 

Neben  dem  NKWTON*8chen  und  dem  daraus  gewissermaßen  ge- 
wonnenen logarithmischen  Potential  s])ielt  in  der  Physik  noch  das- 
jenige eine  besonders  hervorragende  Bolle,  dessen  Potentialtunktion 
(zweite  Potentialfunktion      nach  Mathibu)  die  Form  hat 

tff^l^,  202) 

Auch  dieses  besitzt  eine  Verwandtschaft  mit  dem  NEWTOif*schen 
Potential,  da,  wie  leicht  dnrch  Bechnung  zu  zeigen,  die  Relation 
besteht: 
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202-)  AV'  =  ^='9>, 

woraus  auch  folgt: 

202")  AAV  =  0. 

Dieser  Zusammenhang  gestattet»  eine  Beihe  von  Eigenschaften  der 
neuen  Potentialfunktion,  wenn  sie  Ton  irgend  welchen  Massen- 
verteilungen  genommen  ist»  &Bt  ohne  Bechnung  abzuleiten. 

Es  genügt,  nur  die  wichtigsten  anzuführen. 

Die  Fotentialfunktion 

von  eiiiiT  niu'hujihiilton  M;lss(^  von  der  Diclitc  «r,  tiohildct.  ist  samt 
ilireii  rrstoii  und  zweiten  JDitioreiitiaiquutiüuteu  stetig  uud  cudlicb;  au 
der  Fläche  gilt 

wo  <r  die  Dichte  an  der  betrachteten  Stelle  der  ObcrHäcbe  und  E\ 
R"  das  Paar  der  Haupticrümmungsradien,  nach  der  Seite  von  14 
positiv  gerechnet  bezeichnet. 

Eine  homogene  Kugelfläche  vom  Radius  liefert  fftr  innere 
resp.  äußere  Punkte 

falls  e  die  Mittelpunktsdistanz  des  Einheitspoles  bezeichnet 
Ist 

204)  ^^\fJ^^Tdk^ 

die  zweite  Potentialfunktion  einer  räumlichen  Verteilung  von  der 
Dichte  ^j,  so  ist  im  Endlichen  1^  mit  seinen  drei  ersten  Difierential- 
quotienten  einwertig,  endlich  und  stetig  und  erfüllt  die  Oleichung 

204*)  AAt^=— 4ff/*p. 

Eine  homogene  VoUkugel  vom  Jiadius  liy  giebt  für  innere  und 
äußere  Punkte 

y«=  l'-^A^iV^^H-  57]- 
Liegen  die  wirkenden  Massen  sämtlich  im  Endlichen,  so  werden 
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beide  Funktionen  im  Unendlichen  selbst  unendlich  pmß,  wie  die 
Entfernung;  von  jenen,  während  ihre  ersten  Diflereutialquotieiitcu 
nach  den  Koordinaten  endlich  bleiben. 
Die  zweite  Potentialfunktion 

V  =  i7/»iä^«'».  206) 

einer  Doppelfl&che  von  dem  Moment  der  Flächeneinheit  verhält 
uch  mit  ihren  beiden  ersten  Differentialquotienten  im  Elndlichen 
Überall  regulär,  dagegen  springt  AV^  beim  Durchgang  durch  die 
Fläche,  so  daß  gilt 

( A  1/')+  -  (A  «/')-  =  4 .T/  r.  —  205') 
Wie  fridier  die  Ni:\VTnN'sche  Potentiultunktion  die  Mittel  bot, 
Funktionen  /'  zu  konstruieren,  welche  innerhalb  eines  ^'e^ebenen 
Raumes  den  Ausdruck  A  ^  einer  ^jepebenen  Funktion  der  Koordinaten 
gleich  machen  und  an  der  Oberlläche  entweder  selbst  oder  in  ilirem 
DitVirentiahiuotienten  nach  der  Noniialeu  oder  in  einer  linearen 
Funktion  beider  gegebene  Werte  anuehineii,  80  leistet  die  zweite 
Potential funktion  ähnliches  bezüglich  des  Ausdruckes  AA^* 

Um  dies  zu  zeigen,  gehen  wir  von  der  Gleichung  (181')  aus  und 
vertauschen  in  derselben  U  mit  A^;      lautet  dann 

/(A/A  Ar-  rAAtf  )äh  -  - /(Ä7r|^-  F-f~)do  20U) 

und  ist  gidtig  für  alle  fund  A  die  sich  mit  ihren  ersten  Differen- 
tialquotienten innerhalb  h  regiüär  verhalten. 

Setzt  man  speziell  F  =      so  erhält  man  aus  (206) 

/ M'AArrfi-  J( A V^— F ^^J^] r/«  +  J(ArYdk,  206-) 
setzt  man  r=  1»  so  folgt 

Ja  A  ii  dk  =  -ß^^^'dü.  206") 

Aus  der  Gleichung  (206^)  kann  man  Folgerungen  ziehen  über 
die  Oherflächenbedingungen,  welche  neben  innerhalb  k  vorgeschrie- 
benem A  A  ^  eine  mit  ihren  ersten  drei  Differentialquotienten  da- 
selbst reguläre  Funktion  eindeutig  bestimmen.  Nimmt  man  nämlich 
an,  daß  zwei  Lösungen  W\  und  mit  den  gleichen  Bedingungen 
vereinbar  wären,  so  würde,  für  die  Differenz  IF^  —  W^^W^  gebildet, 
die  Gleichung  lauten 

°  =  /(^  "  '       -     ^iT)     +/(^  *Trf*.  (206-") 
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Jede«  System  von  Olx'rHäclKMibediiiguiij^fn  für  // ,  welches  dieses 
Oi)ertiäc)u'iiiutegrai  zu  Null  oder  zu  einer  Summe  vou  Quadratün 
macht,  giebt 

A/^'*  =  0; 

haben  dann  weiter  die  Oberflädienbedingungen  die  spezielle  Eigen- 

schait.  (laß  für  einen  Teil  der  Obertliiche  //,  für  einen  zweiten 
d  ff  I  d  71 ,  für  einen  <lritten  [F'^  ff  —  ö  If  j  (hi)  vorficseliriehen,  also 
//  '  rcsp.  d  If  '  d  u  (»der  (/'"  If  '  —  d  ffjdiii)  ebenda  ^leicb  Null  siiul. 
so  ist  nach  den  Kntwickelun^en  auf  S.  181  ff^  iilx-rall  j^bMcb  Null,  also 
//'  eindeutig  bestimmt.  Ausgenommen  ist  mir  der  Fall,  daß  längs 
der  ganzen  OberHäelit'  c)  If  !  d  n  vorgesebriebcu  ist,  iu  welchem  Falle 
eine  additive  Konstiinte  willkürlieli  bleibt. 

Zieht  man  diese  Besultate  in  Betracht,  so  gieht  die  Überlegung 
der  Bedingungen,  unter  denen  das  Oberflächenintegral  in  (2ÜÖ'")  ver- 
schwindet, daß  für  jedes  OberHäehcnstück  mit  vorgeschriebenem  H'^ 
vorgeschriebenes  d  jdn  oder  A ^  kombiniert  werden  kann,  mit 
vorgeschriebenem  dWIdn  vorgeschriebenes  W  oder  dÄff^jän, 
mit  vorgeschriebenem  F*W^  d  tfjdn  vorgeschriebenes  F^'EJ^ 
—  dAf^'l^n.  Die  letstere  Bedingung  scheint  ohne  Interesse;  bei 
Überall  gegebenem  d^KWjdn  ist  die  Bedingung  (20()")  in  Betracht 
zu  ziehen.  — 

Vertauscht  man  in  (206)  W  und  V  und  zieht  das  Eesultat  von 
(206)  ab,  so  erhält  man 

f  /(rAAr-rAAr)rf* 

Diese  Formel  gilt  unier  der  Voraussetzung,  daß  sich  V  und  W 
mit  ihren  ersten  drei  Differentialquotienten  innerhalb  k  regulär  ver- 
halten. 

Setzt  man  für  V  den  Wert  r  ein,  wobei  r  die  Entfernung  von 
einer  Stelle  c  des  Baumes  k  bezeichnet,  so  muß  man  diese 
Stelle  durch  eine  kleine  geschlossene  Fläche  aussondern,  da  dort 
A  F  unendlich  wird.  Das  hierüber  genommene  Oberflichenintegnd 
liefert  wegen  A  ^«  2  /  r  nur  in  seinem  letzten  Tefle  einen  endlichen 
Wert,  und  zwar  +Sn  M^»«;  das  Raumintegral  kann  auch  über 
den  auggesonderten  Teil  erstreckt  werden,  ohne  seinen  Wert  zu 
ändern. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  daher 
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207) 


F*«»«  drückt  sich  also  als  ein  Aggregat  von  Potential  funktionell  erster 
und  zweiter  Art  aus;  diejenigen  zweiter  Art  rühren  her  von  rftnm- 
liehen  Verteilungen  und  einCachen  oder  doppelten  Flächenbelegungen, 
diejenigen  erster  nur  Ton  den  letzteren  beiden. 

Man  wird  hieraus  schließen  dfkrfen,  daß  das  Tollständige  Inte- 
gral der  Gleichung  AAiK^'»  3('>y»')»  worin  $  eine  gegebene  Funk- 
tion ist,  durch  eine  Summe  von  Potentialfunktionen  erster  und 
zweiter  Art  erhalten  wird.  — 

Bezeichnet  F  eine  mit  ihren  ersten  drei  Di£ferentialquotienten 
ftbenül  in  k  reguläre  Funktion,  welche  ebenda  die  Gleichung 

erfüllt,  so  giebt  diese  statt  F  eingesetzt: 


—  A  +  A      -  a  „   —  *^ 


208) 


dn  dn  dn  dn  ) 

und  die  Addition  beider  Formeln  liefert: 

Die  Funktion  F  kann  man  ähnlich  wie  die  GsBEN^sche  Funk- 
tion O  in  (188)  benutzen,  doch  hat  man  Sorge  zu  tragen,  daß  sie 
durch  die  ihr  auferlegten  fiandbedingungen  eindeutig  bestimmt  ist 

Hat  F  z.  B.  die  Eigenschaft,  an  der  Oberfläche  den  Bedingungen 
zu  genUgen,  _ 

s  dF  Fr 

'  0«  an 

so  wird  ^  durch  AA^,  //^  und  dH'jdn  gegeben  sein  nach 


r...-J[(7^^)V^rl(^?) 


do 


208) 
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ist  hiugegeu  vorgescliriebeu 

J^'-r  und  Äi^-:-l, 

r 

80  wird      durch  AA^»  ^'  und  ausgedrückt 


2Ü8") 


^^•»«     +  L 


Durch  Torgeschriehene  WFjdn  und  d^Fjdn  ist  nur  his 
auf  eine  additiye  Konstante  bestimmt)  und  gleiches  gilt  somit  auch 
in  Bezug  auf  W,  — 

Setzt  man  auch  hei  dieser  zweiten  Potentialiunktion,  wie  in 
§  24  bezüglich  der  ersten,  Massen  voraus,  deren  Dichte  von  z  nicht 
abh&ngt,  so  hat  man  das  Elementarpotential  (202),  in  welchem 
SB  +  ist,  in  Bezug  auf  x  von  —  C30  bis  +  go  zu  integrieren. 
Das  Besultat,  die  zweite  elementare  logarithmische  Poten* 
tialfunktion,  lautet  bis  auf  eine  belanglose  unendlidie  Konstante 

2Ü9)  -i/*mj«*^(««). 

Diese  Funktion  giebt  in  der  Tbat 

209)  A,V=  -/•«j 9>» 

also  die  erste  logarithmische  Potentialfimktion,  und  hieraus  folgt 
leicht  eine  ganze  Reihe  von  Stetigkeits-  und  Differentialeigenschaften 
dieser  neuen  Funktion. 

Der  GEEiaj'sclie  Satz  läßt  sicli  ^enau  (207)  entsprechend  auf- 
stellen und  an  ilic  daraus  folgende  Formel 


210) 


J  V    *     dn  an  *    ön  dn  / 

die  analoge  Schlußreihe  anknüpfen  wie  an  (207). 
Setzt  man  hierin 

worin  0  die  Entfernung  des  Punktes  y  von  einem  willkttrUch  in- 
nerhalb q  festgelegten  a,  h  bezeichnet,  so  muß  man  diesen  durch 
eine  unendlich  kleine  Kurve  ausschließen  und  erhftlt,  da  Air  deren 
Verlauf  -ö(A  r)/ö««4/tf  isi^ 
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210') 


findet  sich  also  durch  PotentiBle  enter  und  zweiter  Art  aus- 
gedrUckty  woraus  zu  folgern,  daß  das  allgemeine  Integral  der  Glei- 
chung A|Afl^»  i'l^yy)  die  Form  einer  Summe  tou  logarithmi- 
schen Potentialfunktionen  erster  und  zweiter  Art  besitzen  wird,  unter 
sinngemäßer  Übertragung  der  Flachenintegrale  in  Eurrenintegrale. 

Auch  die  Aufteilung  einer  Art  Yon  GiiBBM'Bcher  Funktion, 
welche  dazu  dient,  um  IT  aus  Torgeschriebenen  und  df^jdn, 
oder  und  Aff^,  oder  dÄWjdn  und  WWjdn  zu  berechnen,  ist 
ebenso  mdgUch,  wie  das  auf  S.  205  für  die  r&umliche  Betrachtung 
erwiesen  ist*  — 

Noch  mögen  zwei  andere  ans  der  NEWTcm'sdien  Potential- 
ftinktion  abgeleitete  Funktionen  erwühnt  werden,  die«  wie  jene, 
außerhalb  wirkender  Massen  die  Gleichung        ==^0  erfUUen.^^^ 

Da 

k       -  ^)  + =  -  4 '  (t^i  -    +  r)  =  I 
iit,  wo  wie  firOher 

ist,  so  giebt 

+  211) 

eine  T'otcutialfunktiün,  welche  als  die  erste  uhgeleitete  hezcicimct 
werden  mag,  da 

ist.    Thro  Eigenschaften  sind  leicht  aus  dcneu  der  NEWXON'scheu 
Pottuitialfunktion  zu  finden. 
Weiter  legt  die  Bezieliuug 

-mh-')  +  r)-r]=  -  l  [(r,  -  .)  /  ((r,  -z)  +  r)-r] 

-i((z,-z)  +  r) 

nahe, 

=  fj  [(m  -    '  ^(-^1  -    +  r)  -  r]  r/  m,  2 1 2) 

als  eine  zweite  abgeleitete  Potentialfunktion  einzuführen;  für 
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U.  Teil. 


Mechanik  niditstairer  Körper. 

L  KapiteL 

Die  Grondgleichungen  für  das  Gleichgewicht  und  die 
Bewegung  nichtstarrer  Kdrper. 

§  1.  VnendUeh  kleine,  stetige  Verruokiuigeii  in  einem  niehtotanen 

Körper. 

Als  nichtstarre  Körper  bezeichnen  wir  solche,  deren  Teflchen 
gegenseitige  Yerschiebnngen  gestatten,  also  unabhängig  Toneinander 
yerftnderiiche  Koordinaten  besitzen.  Bedeuten  Xy  z  die  Anfangs- 
werte der  letzteren,  x  +  u,  y  +  f;  z  -^w  ihre  zu  beliebiger  Zeit 
geltenden  Betriige,  so  sind  u,  u?,  die  Komponenten  der  0e- 
samtTerrUcknng  eines  Teilcbens,  im  allgemeinsten  Falle  Funk- 
tionen der  An&ngswerte  der  Koordinaten  x,  y,  z  und  der  Zeit  t 

Erfilllt  der  betrachtete  Körper  anfibiglioh  einen  Baum  h  stetig, 
80  entsprechen  auch  allen  Punkten  von  k  bewegte  Massen  und  dem- 
gemftß  Verrttckungen  w.  Letztere  müssen  dabei  stetige 
Funktionen  der  Koordinaten  sein,  wenn  bei  der  Bewegung  weder 
mehrere  Hassen  an  dieselbe  Stelle  gelangen  sollen,  was  mit  der 
TTndurchdringlichkeit  der  Materie  in  Widerspruch  konmien  würde, 
nodi  neue  Begrenzungsflächen  am  Körper  entstehen  oder  gar  Zer- 
f&Uungen  desselben  in  mehrere  Teile  eintreten  sollen,  was  die  Be- 
dingungen der  Bevreguiig  voUstSndig  yerändem  würde.  Wir  schließen 
weiterhin  derartige  Singularitäten  prinzipiell  aus. 

Sind  aber  w  stetige  Funktionen  der  Koordinaten,  so  können 
wir  sie  in  der  Umgebung  oder,  wie  wir  sagen  wollen,  dem  Bereich  B 
einer  beliebigen  Stelle  x,  y,  z  nach  dem  TATüOB'schen  Lehrsatz  ent- 
wickeln und  für  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  X|  x  -f- 1, 
3^1  =  y  +     «I  =•  «  +  C  Bchreiben 

14* 
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1) 


dx  '  ''  dy  '  ^dx  ^  2  öx' 


Bxdy 


BxBx 
dxdx 


WO  nun  rechts  m,  u,  «*  und  ihre  Differentiah]ui)tieuten  sich  auf  die 
Stelle  I  =  f;  =    =  0,  (1.  h.  den  F^unkt  ./•,  //,  z  hezielien. 

Wir  konstruieren  um  .r,  //,  z  eine  Kugtd  /<'  mit  beliebigem  Radius 
doch  so,  daß  sie  vollständig  in  dem  betrachteten  Bereiche  liegt,  und 
bestimmen  für  sie,  indem  wir  dir  Verriickungskoinjiöiienten  u^,  v^,  tr^ 
analog  wie  Geschwindigkeitskomponenten  behandeln,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Schwerpuuktsvers^chiebungen  und  Flächenmoiaente  in 
Bezug  auf  die  Koordinatenaxen  gemäü  8,  38  und 

Bozeichuet  man  die  ersteren  als  mittlere  Verschiebungskom- 
ponenten  mit  n,,y  r^,,  »r,.,  so  geschieht  ihre  Berechnung  nach  dem 
Schema  u^A'  ss  f  u^dk'  u.  s.  f.  uud  ergiebt 

«j.  ««  +«i*A»  +  VA  Att  +..., 

V,,  =  r  +x^^Av  +X2*AA»  +  ..., 
ir^  =  w;  4-      A  «0  +      A  A  M>  4-  •  •  •  • 
Hierin  ist  gesetzt 

es  ist  dann  zugleich 


2) 


21 


2") 


Versteht  man  ferner  unter  m^,  72^,  mittlere  Drehungen  um 
die  Koordinatenaxen  hei  gegebenen  Flftchenmomenten,  so  ist  die 
Berechnung  der  letzteren  ansznftlhren  nach  dem  Schema: 

Ä  J\n^i  —  ^v^)dk'  u.  s.  £., 

woraus  folgt 

1  /öp      öm\  ,  *,*   .  /Bv  Bh\ 
"""^Idi  -  lyj  -^^^{Bi"  öi,} 


"4*  •  •  •  • 
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3) 


Zieht  man  von  den  in  (1)  gegebenen  Werten  tler  ?/',  die- 

jenigen Beträge  ab,  welche  den  Verrückungen  l)ei  einer  gleich- 
lormigen  Verseliiebung  und  Dreliung  des  ganzen  Bereiches  B  um 
die  oben  b^tuumten  mittleren  Werte  entsprechen,  bildet  aUo 

Ii'«     -     +  n^i? 

»,  —  r^,  4-   /„;  -  7i„J, 
ir'  =  Mj  —      +  wi^f  —  /^f/, 

80  kann  man  die  resultierenden  v*,  v\  w'  als  die  einer  reinen 
Deformation  des  Bereiches  entsprechenden  Verrückungskomponenten 
bezeichnen.  Zieht  man  sie  allein  in  Betracht,  wie  weiterhin  zu- 
nächst geschehen  mag^  so  bezieht  man  damit  das  betrachtete  Bereich 
des  nichtstanen  Körpers  auf  ein  gem&ß  den  Werten  v^,  Ter- 
schobenes  und  gem&ß  Z^,  m^j      gedrehtes  Koordinatensystem. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  es  nicht  an^^ngig  ist,  statt  der  ein- 
geführten Iftf  m^f  die  —  Tielleicht  näher  liegenden  —  arithmetischen 
ICittelwerto      m)«,  n],  der  Drehungen  innerhalb  k\  definiert  durch 


~J   v'  +  v^  ' 


zu  benutzen,  da  dieselben  sich  nicht  wie  Vektorkomponenten  ver- 
halten. — 

Die  Ausdrücke  (3)  sind  im  aligemeinen  sehr  kompliziert;  sie 
nehmen  aber  eine  überaus  einfache  Gestalt  an,  wenn  man  das 
Bereich  B  des  Punktes  r,  y,  z  so  klein  wählt,  daß  innerhalb  einer 
festgesetzten  Genauigkeit  die  EIntwickelung  (1)  mit  dem  linearen 
Glied  abgebrochen  werden  kann.  Dann  gilt  nämlich,  wenn  man 
wieder  die  schon  S.  126  benutzten  Abkürzungen 


du  _        Bv  ^       dw  ^ 
Ii"'»'    dy  ~^9'  d% 

dv  ,  dw  dw  ,  du  du  ,  dv 


3') 


einfuhrt: 

f'=ilyx  +  /;y,  +  iij^.,  3") 

Die  Funktionen  ar^, . . .  -^y,  deren  Werte  mit  der  Orientierung 
des  Koordinatensystems  Tariieren,  nennt  man  die  Deformations* 
größen  des  betrachteten  Gebietes  oder  an  der  Stelle  or,     z\  ihre 

Dimension  ist 
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sie  sind  also  reine  Zahlen. 

Wenn,  wie  in  unserem  Falle,  innerhalb  des  Bereiches  die  De- 
formationsgrößen Konstanten  sind,  nennt  man  die  Deformation  eine 
homogene.^)  — 

Setzen  wir 

P  +  fl*  +  L^=  o\  I  ^QU,        9ßf  i^QTf 
80  bezeichnet  q  den  Badiusvektor  von  x,  i/,  z  nach  der  Stelle 
'  + 1»  y  +  ^9  ^  +  Cr  und  €tfß,Y  sind  seine  Richtungskosinus.  u\  v,  w' 
können  wir  als  Komponenten  einer  relativen  Oesamtrenchiebung 
anfiSusen  nnd  setzen 

worin  nun  i»',  /f ,  y  die  Bichtnngskosinus  yon  «  bezeichnen  und  a 
eine  neue  B^seidmung  ist  Die  Formehi  (3")  geben  dann 

und  zeigen,  daß  im  allgemeinen  s  nicht  mit  o  parallel  ist.  Dies  wird 
jedoch  der  Fall  sein,  wenn  die  Bedingungen  erfüllt  sind: 

wobei  1  =     +     +  ist 

Diese  Gleichungen  bestimmen  sowohl  die  Richtungskosinus  der 
speziellen  Radienvektoreu  o,  denen  parallel  die  Verschiebungen  ihrer 
Punkte  stattfinden,  als  auch  den  Wert  des  ihnen  entsprechenden  n, 
welches  hier  otVenbar  die  Bedeutung  der  Verlängerung  ihrer  Längen- 
einheit, ihrer  sogenannten  linearen  Dilatation  hat. 

Durch  P^liniination  von  a,  ß,  y  folgt  aus  (4) 

40  ^f'*'  ^'^^^'^  +        -  V^^ 

eine  der  Wurzehi  0*1,  0g,  «r,  dieser,  wie  jeder  kubischen  Gleichung  ist 
stets  reell,  wir  wollen  sie  mit  <r|,  den  ihr  entsprechenden  Vektor  mit 
bezeichnen. 

Drehen  wir  nun  das  Koordinatensystem  A',  r,  Z  so,  daß  die 
X*  Axe  mit  zusammenfielt,  so  muß  in  (3)  ^  =  =  zat 
Folge  haben  «*=  ,  o'ib  0,  w*^  0,  d.  h.  es  muß  für  diese  Lage 
der  Azen  sein 

4'T  y.=  ^.=  o. 
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Hienuu^b  wird  aus  (4) 

ein  Gleichtmgssystem,  das  durch  die  Wurzel  <r|  und  die  ihr  ent- 
sprechenden Werte  cc^  =  If  ßi  =  ri—^  identisch  befriedigt  wird. 

Fttr  die  beiden  anderen  Wurzeln  folgt  aus  der  ersten  dieser 
Formeln,  daß  sie  entweder  gleich  cr^  sein  oder  aber  Bichtungen 
und     nonnal  zu     entsprechen  mfkssen.  Ersteres  ist  im  allgemeinen 
mit  (4)  unvereinbar,  es  muß  also  letzteres  gelten. 

Legt  man  demgemäß  die  noch  willkürliche  Axe  Tin  dieBichtung 
Tou       so  folgt  in  derselben  Weise  wie  oben,  daß  dadurch 

wird,  während       mit  der  /-Axe  znsanimonfällt. 

Wir  erhalten  souach  das  Kesultat.  daß  im  allgeiiicinoii  nur  die 
Punkte  dreier  zu  einander  normahT  Axen,  der  Haui)tdilutations- 
axen,  die  wir  weiter  mit  A',^,  T^,,  bezeichnen  wollen,  in  der 
Richtung  der  Kadieuvektoren  verschoben  werden,  und  daß  die  diesen 
Axen  entsprechenden  Deformationsgrößeu  nach  (4')  und  (4  )  die 
Werte  haben 

worin  die      die  Hauptdilatationen  beißen.^ 
FOr  diese  erhalt  man  ans  (4^)  die  Beziehungen 

<F,4-flr,+  <r,  =  T^  +  //^+r,,  ^ 

fT,^  n,^  =     y,^    +  J  (y,        -  x,y,«- 

aus  denen  zugleich  folgt,  daß  die  drei  Aggregate  rechts  die  einzigen 
aus  den  Deformationsgrößen  zu  bildenden  Invarianten  sind.  ^  — 

Die  relativen  Koordinaten  9,  £  nehmen  infolge  der  Deforma- 
tion die  Werte 

an,  durch  deren  Diskussion  man  leicht  die  Bedeutung  der  allgemeinen 
Deform ationsgrößen  a*, ,  .  .  .  j*„  erhält. 

Bei  Einführung  der  Hauptdiiatationsaxen  wird  einfacher 

Nach  den  Formeln  (O)  resp.  (6  )  bleiben  im  Innern  des  Be- 
reiches B  bei  der  Deformation  Oerade  gerade,  Ebenen  eben,  über- 
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liaiipt  behält  jede  OI)ertläclie  ilireii  Grad.    Parallele  Gerade  and 

parallele  Ebenen  l)len)en  parallel. 

Ein  spezielles  Interesse  bietet  die  Deformation  einer  Kugel 
innerhalb  des  gewählten  Bereiches,  weil  sie  eine  deutliche  An- 
schauung von  der  Verteilung;  der  Verrückunj^en  um  einen  Punkt 
jL^ewährt.  Aus  ihrer  urspriinglichen  Cileichun«;  |*  +  i,^ -\-  =  /j*^  wird 
bei  Voraussetzunfj  des  Hauptaxensystenies  nacli  den  Gleicbungeu  (ti) 

aUo  die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  des  sogenannten  Dilatationa- 
ellipsoideSy  dessen  Mittelpunkt  von  demselben  Massenteilchen  ge- 
bildet wird,  das  ursprunglich  im  Eugelcentnun  lag,  und  dessen 
Hauptaxen  in  die  Hauptdilatationsazen  fallen  und  sich  je  durch  die 
entq>rechenden  Hauptdilatationen  bestimmen. 

Verbindet  man  mit  diesem  ein  koncentrisches  undgleiohliegendes 
Httlfsellipsoid,  dessen  Gleichung  ist 

80  giebt  (P)')  den  Satz,  dali  ein  Punkt  1;,  C  der  Kugelflache  nach 
der  Deforiiiation  diejenige  Stelle  des  Dilatationsellipsuides  einnimmt, 
in  welcher  letzteres  geschnitten  wird  von  dem  Kadiusvektor  nach 
der  Beriilirungsstelle  einer  normal  zum  Strahl  durch  i;,  ^  au  das 
Hülfsellij)soid  gelehrten  Tangentenebene.  *)  — 

Wird  der  durch  die  erste  Deformation  hervorgerufene  Zustand 
einer  neuen  Del'ormation  unterworfen,  welche  durch  die  (-irößen  .r^  . . .  r* 
l)ezeichnet  werden  mag,  so  nehmen  die  relativen  Koordinaten  die 
W  erte  an 

r  -  ro  + '») + iv^;  +  ir  u.  s.  f., 

aus  denen  hervorgeht,  daß  sich  im  allgemeinen  nacheinander  hervor- 
gebrachte Deformationen  nicht  einfach  summieren.  Dies  geschieht 
indessen,  wenn  die  Deformationen  unendlich  klein  sind.  Dann 
gilt  einfach: 

r»  i(i  +   +  ^i)  +  ?.  /;  [Ty  4-  ^-'y)  +  \  ';[^^  +  ^•;).  U.  S.  W. 

Diesen  wichtigsten  Fall  wollen  wir  weiter  allein  Tor- 

aussetzen. 

Dann  gewinnen  die  sechs  Deformationsgrößen  .  .  ,  des 
Bereiches  B  eine  Tereinfachte  und  anschauliche  Bedeutung.^ 

liy^  'z  linearen  Dilatationen  parallel  den  willkOr^ 

liehen  Koordinatenaxen      l\  Z, 
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y,,  z^,  sind  die  Verkleinerungen  der  Winkel  zwischen  Richtungen, 
\\  eiche  ursprunglich  der  und  Z-,  der  Z-  und  A-,  der  A-  und  i'-Axe 
parallel  waren. 

Ferner  erhält  man  nunmehr  leiclit  den  Wert  der  linearen 
Dilatation  einer  in  heliehiger  Richtung  gelegenen  Strecke;  es  wird 
nämlich,  wenn  a,  ßf  y  ihre  Bichtungscoainus  bezeichnei)»  nach  den 
Foimehi  (6) 


in  (5)  identisch. 

Die  kubische  Dilatation  oder  die  Dilatation  der  Volumeneinheit  ^ 
aber  wird 


ist  also  identisch  mit  der  ei*sten  der  in  (5  )  angcgehenen  Invarianten. 

Für  die  Eintuiirung  neuer  Koordinatensysteme  in  die  Ausdriit  ke 
der  Deform ationsgrüüen  ist  zu  bemerken,  daÜ,  wie  eine  einfache 
Eechnung  zeigt, 

•»^.»  y,»  y.» 

sich  genau  in  derselben  Weise  transformieren,  wie  die  Produkte 

X\  J«,  2^,  2rZ,  2xr 

Ton  Vektorkomponenten.  — 

Die  sechs  GrOBen  . . .  bestimmen  nach  dem  Vorstehenden 
vollständig  die  Deformation  des  betrachteten  Bereiches  und  sind  für 
jede  einzelne  Stelle  voneinander  unabhängig;  dagegen  können  sie 
innerhalb  des  deformierten  Körpers  als  Funktionen  der  Koordi- 
naten nicht  durchaus  willkürlich  vorgeschrieben  werden,  vielmehr 
nüisseu  ihre  DiÖ'erential(|Uotienten  gewissen  Bedingungen  genügen, 
welche  daraus  entspringen,  daß  die  sechs  Größen  x^,  .  .  .  .r^  von  nur 
drei  willkürlichen  Funktionen  u,  v,  w  der  Koordinaten  abgeleitet 
sind  % 

Man  erliält  diese  Gleichuugen,  indem  man  die  Bedingungen 
dafür  aufstellt,  daß  von  den  folgenden  Ausdrücken: 

Bx[dx}      dx'  öyU*j~^U*  dxj'  dx[dxl~'dx  dx' 
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je  die  drei  iu  einer  l^inie  stehenden  die  Diftereiitialquotieuten  einer 
und  derselbeu  Funktion  sein  müssen,   äie  lauten  demgemäß 


8) 


^  Bx* 

oy  ö  x      o  x* 


dxBx* 
dxdy* 


dx  Bx  Bydx^ 

dxdy      dx  oy^ 


6*  X 


2—  "  4- 
dxdy  dx* 


b^x 


y  ^  s_  1  ^ 


Gknttgen  die  OesamtTerrttckimgen  w  der  Bedingung  der 
Stetigkeit,  so  muß  die  Begrenzungsflftche  eines  nichtstamn  Körpers 
stets  Ton  denselben  Teilchen  gebildet  sein;  denn  nm  jedes  der  Oher- 
fl&che  beliebig  nahe  Teilchen  als  Mittelpunkt  kann  man  eine  ganx 
im  Innern  des  Körpers  liegende  Kugel  konstruieren,  die  sich  nach 
(G  )  in  ein  EUipsoid  um  dasselbe  Tdlchen  als  Centrum  deformieii 
Nur  bei  unendlich  starker  Deformation  kann  daher  der  Abstand 
des  Punktes  von  der  Grenzfläche  unendlich  klein  höherer  Ordnung 
werden. 

Man  kann  dies  Resultat  anschaulicher  dahin  aussprechen,  daß 
die  Grenzschicht  des  Körpers  sich  bei  der  Deformation  zwar 
außerordentlich  stark  ver^ößeni  und  dabei  verdünnen  oder  verklei- 
nern und  dabei  verdicken  kann,  aber  iuiiner  dieselben  Teilchen 
enthält. 

Die  (Tleichung  der  Grenzdiiche.  welche  zu  irgend  einer  Zeit  t 
von  einem  System  Koordinaten  .r,  y,  z  erfüllt  wird,  muß  hit/niach, 
wenn  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  r  die  Verrückungen  u, 
Vf  w  eintreten,  zur  Zeit  ^  +  r  von  den  Koordinaten  x  -\-  u,  y  +  P| 
z     vo  befriedigt  werden.    D.  h.,  es  muß  nebeneinander  bestehen 


und 

9) 


0 

BF 


dF     ,  BF    ,  dF 


Sind  Uy  Vf  w  aüs  Funktionen  von  -r,  z  und  t  gegeben,  so  maB 
jede  Fläche      welche  geeignet  sein  soll,  den  nicbtstarren  Körper 
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zu  begrenseiiy  dieser  Gleichung  genügen.  Ist  liinp^egen  F  als  Funk- 
tion von  y,  z  und  t  gegeben,  so  liefert  die  Gleichung  (9)  eine 
Bedingung  für  die  Geschwindigkeiten 

oder  im  speziellen  Falle  des  Gleichgewichts  für  die  Verrtlckungen 
iiy  9,  to  an  der  Grenzfläche^. 

Trennt  die  Fläche  zwei  Körper,  von  denen  mindestens  der  eine 
nicht  starr  ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (9)  für  beide  Körper 
aufstellen  und  sodann  dFjdt  eliminieren.  Man  erhält  dadurch  die 
Bedingung 

K-'^)|i'+K-^)s7  +  K-".)aw  =  o.  <n 

die  ebenso  für  u\  v\  w'  aufgestellt  werden  kiiiiii,  oder,  indem  man 
die  Richtung  der  Normalen  auf  der  Grenze,  nach  einer  beliebigen 
Seite  positiv  gerechnet,  mit  n  bezeichnet, 

K  —  «3)      (n,  j )  +  {ü^  -  f,)  cos        +  ('^'i  -  »"a)  cos  (n,     =  0 ,  9") 

was  anschaulich  die  Bedingung  dafür  ausspricht,  daß  die  Qrenzflaohe 
auch  bei  der  Deformation  Grenze  bleibt 

Hftngen  beide  Körper  in  der  Grenze  fest  zusammen,  so  mu6 
noch  spezieller  gelten 

tfj  a     ,        SS     ,    Wj  BS  tp, .  9'") 


§  2.   Die  inneren  Kräfte  eines  nichtatarren  Körpers. 

Ein  beliebiger  Teil  euies  nidhtstarren  Körpers  stellt  ein  Uassen- 
system  unter  der  Wirkung  innerer  und  ftufierer  Krftfte  dar.  In 
betreff  der  inneren  Krftfte  können  wir  auf  dem,  8.  102  bei  der 

analogen  Frage  für  starre  Körper  eingeschlagenen  Wege  schließen, 
daß  sie  die  Eigenschaft  haben,  über  den  ganzen  betrachteten  Teil 
summiert,  verschwindende  Komponentensummen  und  Drehungs- 
momente zu  liefern. 

Auch  die  Schlußweise  auf  S.  103  ist  anwendbar,  wenn  wir  die 
Annahme  benutzen,  es  ließe  sich  jeder  Teil  eines  nicbtstarren  Kör- 
pers in  einem  Ijeliebigeii  Zustand  zu  einem  starreu  machen,  ohne 
seine  inneren  Kräfte  zu  verändern. 

Üies  hat  zur  Folge,  daß,  wenn  man  für  irgend  einen  Teil  eines 
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uichtstarrcn  K(>rpers  iiacli  Maßgabe  des  S.  38  uiul  39  Anp^eprebeneii  die 
Schwerpunkts-  und  Flilcliengleicliungen  bildet,  aus  denselben  die 
inneren  Kriit'tc  des  Teiles  vollständig  herausfallen,  so  daß  die  For- 
meln die  in  den  Systemen  (43)  und  (45)  des  vorigen  Teiles  gegebene 
Gestalt  annehmen,  in  welcher  allein  die  Komponenten-  und  Mo- 
mentensummen  der  äußeren  Kräfte  aui'treteu,  die  der  betrachtete 
Teil  ertYiiirt. 

Letztere  zerfallen  in  zwei  (iruppeu,  iiänilicli  einerseits  in  solclie. 
welche,  etwa  fernwirkend  nach  Art  der  Schwere,  auf  innere  I'imkte 
ausgeübt  werden,  andererseits  in  solche,  welche  von  den  umlagernden 
Teilen  desselben  oder  eines  anderen  Köri)ers  nur  auf  die  an  der 
(irenzHäche  liegenden  Massen  wirken.  Erstere  lieziclien  wir  auf  die  Vo- 
lumeneinheit und  setzen  ihre  Koniponeiiten  gleich  A',  ) ",  /*;  letztere 
beziehen  wir  auf  die  Flächeneinheit  der  Begrenzung  und  be- 
zeichnen ihre  Komponenten  mit  A"  ,  Y  ,  /  ,  wobei  der  Index  n  auf 
die  Eichtung  der  innereu  Normale  des  Oberflächenelementes  hin- 
weist, gegen  welches  sie  wirken. 

Die  durch  diese  Komponenten  bewirkten  Drehungsmomente 
drücken  wir  wie  früher  (S.  39)  aus,  lassen  aber  die  Möglichkeit  zu, 
daß  die  kleinsten  Teile  des  Körpers  auch  noch  direkt  Drehungs- 
momente  erfahren  durch  Kräfte,  welche  sich  in  den  Komponenten- 
summen nicht  geltend  machen,  etwa  weil  unendlich  benachbarte 
Punkte  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  er&thren.  Letztere  Momente 
bezeichnen  wir,  soweit  sie  den  Charakter  von  Fernwirkungen  haben, 
mit  //',  M\  iV^,  soweit  sie  von  den  direkt  anlagernden  Teilen  aus* 
geübt  werden,  mit  Z^  ,  J/,,  A\  und  beziehen  wie  oben  die  ersteren 
auf  die  Volumen-,  die  letzteren  auf  die  Flächeneinheit.  Diese 
Momente  haben  nach  Sw  101  für  alle  parallelen  Azen  die  gleichen 
Werte. 

Der  Kürze  halber  sollen  weiterhin  die  Kräfte  und  Momente 
A',  r,  iT,  L\  M\  A'  körperliche,  die  A.,  7,,  Z^,  / , ,  M^,  JV; 
innere  oder  molekulare  genannt  werden;  wirken  die  letzteren 
gegen  die  äußere  Grenzfläche  des  aus  einem  oder  mehreren  Körpern 
gebildeten  Systems,  so  mögen  sie  oberflächliche  heißen  und  mit 
X,  r,  L,  M,  N  bezeidmet  werden;  wirken  sie  gegen  die  Grenze 
zwischen  zwei  durch  (A)  und  (A)  charakterisierten  Körpern,  so  mag 
für  sie  die  Bezeichnung  J»»,  Ii»,  1»»,  Si»,  ÜT»»  angewandt 
werden. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Festsetzungen  nehmen  die  GMei- 
ehungen  (48)  und  (45)  des  Torigen  Teiles  die  Form  an^: 
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10) 


10) 


§  2,   Innere  Kräfte  tiichtstarrer  Kiirper. 

('s?  - <** -/(^' + - '^)''* 

+/(iV.  +  xJ.-yA-J<i«. 

Die  kSiperUehen  Krifie  and  Momente  rind  oben  auf  die  Vo- 
Inmeneinlieit  bezogen,  weil  diese  Featsetrang  keinerlei  Oesets 
ihnr  Wiricong  Toransaetzt;  sind  de  aber  speziell  den  Hassen  pro- 
portional, so  ist  es  Torteilbaft,  sie  auf  die  Masseneinbüt  zu  bezieben 
und  daher 

JT'—  qx,  r  =  (.r,  ff  =  qz,  l'  =  ()Z,     =  qm,  iv  =  pj»  lO") 

zu  setzen. 

Die  Dimeusioiialgleichuiigen  der  verschiedenen  Arten  von  Krät* 
ten  und  ilunionte  sin<I  folgende: 

[A"]  =  [F]  =        =  ml-^'t-\    [X'j  =  [J/']  =  [.V]  = 

[AT  =[7]  =/r-2,        [Z]  =[.!/]  =[iV]  «/2^-2,  ,10"') 

Wendet  man  die  sechs  Gleichungen  (10)  und  (10')  auf  ein 
cylindrisches  Volumenelement  tou  gegen  die  Querdimensionen  un- 
endlich kleiner  Höhe  an,  so  yerschwinden  aus  ihnen  alle  Baum- 
integrale und  audi  die  Aber  die  Mantelfläche  erstreckten  FlSchen- 
integrale  als  unendlich  klein  höherer  Ordnung,  und  das  erste  Tripel 
liefert* 

die  Berücksichtigung  dieses  Besultates  Iftßt  im  zweiten  Tripel  auch 
Dooh  die  mit  X^^  J^,  multiplizierten  Glieder  yerschwinden  und 
ergiebt 
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Ist  die  eine  Grundflache  des  Cylinders  eine  Begrenzung  de«  Körpers, 

in  welcher  die  Komponenten  und  Momente  direkt  gleich  A'.  T,  Zj 
resp.  7>,  Mj  JS  gegeben  sind,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die 
Gestalt  an 

in  denen      als  äußere  Nonnale  auf  der  GrenzÜäche  des  Körpers 

betrachtet  werden  kann. 

Die  Fonneln  (11)  und  (IT)  können  auch  auf  den  Fall  ange- 
wandt werden,  daß  der  Cvliiider  üher  einem  Element  der  Grenze 
zwiseheii  zwei  verschiedenen  K()ri)em  h  und  h  konstruiert  ist;  er- 
fährt die  Grenztiäche  seihst  Kräfte  und  Momente,  wie  dergleichen 
z.  B.  durch  eine  ihr  mitgeteilte  elektrische  Ladung  o<ler  durch  längs 
der  Grenze  stattfindende  Moleknlarkrättc  bewirkt  werden  könnten, 
so  ergeben  sie  in  sofort  yerständlicher  Bezeichnung 

1 1^.,  ((-V +  {XX  +  \,  =  (i'A  +  (Ü  +  ^'u-  =  i^X  +  {K\  +    -  0, 

die  Normalen  sind  nach  der  Ableitung  der  Formeln  je  die  äußeren 
auf  dem  durch  den  Index  h  resp.  k  bezeichneten  Teil  des  Körper- 
systemes. 

Wählen  wir  femer  als  das  Integrationsgebiet  ein  TetraSder  Ton 
unendlich  kleinen  Kanten,  dessen  Flächen  resp.  normal  zur  X-, 
Z'Axe  und  einer  beliebigen  Richtung  n  liegen  —  letztere  positiT 
aus  dem  Tetraeder  heraus  gerechnet  — ,  so  ergiebt  sich  unter  Be- 
nutzung Ton  (11)  und  (11) 

=  I.cos(ii,x)  +  2^oos(a,y)  +  -X,cos(n,z), 
12)  7„- j;co8(ii,«)  +  i;cos(«,y)+j;cos(ii,z), 

=     COS  (n,  3r)  +     cos  {n,y)  +  Z^  cos  («,  z), 

=  iV_^  cos  {n,  x)  +     cos  (n,y)  +     cos  (n,  z). 

Endlich  erhält  man  durch  Anwendung  der  Formeln  (10)  auf 
ein  unendlich  kleines  Phsma,  dessen  Flächen  den  Koordinaten- 
ebenen  parallel  sind: 
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ex. 

dp 

dy 

ar 

"  2r  — 

br 

~  ~6  x  ' 

L  — 

ÖL 

+  K- 

JT- 

dir 

dx 

öy 

dx 

+  ^.- 

13) 


13') 


Für  die  Ableitung  der  letzten  drei  Fannein  sind  die  ersten  drei 
zu  benutzen  und  ist  außerdem  in  Betracht  zu  ziehen,  daß  sich 
innerhalb  des  Integrationsgebietes  die  y,  z  nur  unendlich  venig 
Ton  Konstanten  unterscheiden. 

Die  Oleiohungen  (11)  bis  (18)  haben  den  ganzen  Inhalt  der 
Formeln  (10)  in  sich  aufgenommen,  so  daß  letztere  aus  ihnen  zurQck- 
gewonnen  werden  kdnnen,  und  zwar  auch  für  den  allgemeinsten 
Fall  eines  Systcmes  Ton  Terschiedenen  Körpern. 

In  der  That  fUhrt  die  erste  Gleichung  (13),  über  das  ganze 
System  integriert,  sofort  auf 

^Q^dk=^2:jx'dk'-^ J</o(l,C08(ii,x)+iyCO8(ii,y)+2;c08(ii,«)), 

wo  die  Suiiiiin"  2l  sich  auf  die  verschiedeiuMi  lioinogenen  Teile  dos 
Systeiuts  bezieht,  und  n  die  äußere  Normale  auf  der  Grenzfläche 
eines  homogenen  Teiles  des  Svstemes  bezeichnet.  Die  Oberliächeu- 
integrale  reduzieren  sich  nach  (12)  auf  ^'  fdoA\^  und  ergeben 
nach  (11"')  den  Wert  —  2H\f  Xj  ^^doi  ^.,  soweit  sie  Grenzflächen  zwiscljen 
zwei  Körpern  h  und  k  des  Svstemes  betreffen,  dagegen,  soweit  sie 
sich  auf  äußere  Begrenzungen  des  Systenies  bezielien.  nach  (11' ) 
den  Wert  —  2/ X^^do^^,  so  daß  mau  schließlich  erhält 

in  Ubereinstimmung  mit  der  ersten  Gleichung  (10). 

Integriert  man  hingegen  die  erste  Formel  (13')  über  das  ganze 
körperliche  System,  so  erhält  man 

0  -  :s/rdk 

-  Sfdo  (X.  cos  («,  x)  +     cos  (n,  y)  +  X,  cos  («,  r))  +  SJiJ^  -  dk. 
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Hierron  behandelt  man  das  Oberflächenintegral  genau  wie  das 
vorige,  das  letzte  Ranmintegral  hingegen  schreibe  man 


do  (a;  i;  COS  (fi,  z)  —  yZ^  cos  (n,y)) 


dZ  dZ 


"5«  ~*  'Wie 


nnd  dies  giebt  leicht 

wodurch  man  wie  früher  erhält 

Dies  ist  aber  die  vierte  Gleichung  (10)  in  allgemeinster  Fassung.  — 
Die  vorstehenden  allgemeinsten  Besultate  sind  ftlr  die  An« 
Wendungen  zu  vereinÜBUshen,  da  wir  in  Wirklichkeit,  wie  es  scheint^ 
keine  Mittel  haben,  durch  Oberflächenkrftfte  direkt  auf  die  kleinsten 
Teilchen  der  EOiper  Momente  auszuüben;  hiemach  ist 

zu  setzen.  Das  bat  dann  zur  Folge,  daß  nach  (11")  zunächst  in 
den  OberHächen  der  Körper  die  inneren  Momente  X^,  J/^,  sämt- 
lich verschwinden,  und  man  gelangt  zu  keinen  Widersprüchen  mit 
der  Erfahrung,  wenn  man  nun  auch  überall  und  für  beliebige  n 

nimmt  Die  körperlichen  Momente  X*,  M%  IT  sind  durch  mecha- 
nische Mittel  zwar  nicht  hervorzubringen,  es  liegt  aber  jedenfalla 
die  Möglichkeit  vor,  sie  durch  elektrische  Kräfte  zu  bewirken;  man 
würde  hiemach  also  das  System  (13)  zunächst  zu  schreiben  haben ")! 


14) 


^  df      ^      dx  dy 


dx 


dx 


dx 


14') 


dy 

0  =  z'  +  i;  - 


dx  » 
oZ^ 
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Schließt  man  aber  solche  Mittel  aus  und  setzt  X' »  JT  v  J^T  0, 
so  wird  aus  den  letzten  drei  G^leichnngen  noch  einfiicher 

r.  =       =  V.,  -r^  =  Y,.  14  ) 

Diese  Annahme  wird  in  der  Praxis  meistens  gemacht;  das  aus  ihr 
folgende  Resultat  (14")  ist  bereits  auf  Seite  126  benutzt  worden.*) 
Unter  seiner  Berücksichtigung  ist  der  Spannungsznstand  au 
irgend  einem  Punkte  eines  beliebigen  nicht  starren  Körpers  durch 
die  sechs  Komponenten 

^x'>   ^y'  ^x«  ^y» 

die  für  eine  einzt^liie  Stelle  willkürlich  vorgeschrieben  werden 
können,  vollstäiidig  bestimmt.  Als  Funktionen  der  Koordinaten 
und  der  Zeit  uiiterlirgen  sie  aljer  den  drei  Gleichungen  (14).  zu 
denen  als  Beiiiiiguugen  für  die  Grenze  zwischen  zwei  Körpern  [h) 
und  {k)  drei  Formeln  treten,  die  wir  in  der  allgemeinsten  Fassung, 
unter  Berücksicbtigung  äußerer  auf  die  GrenzHäche  wirkender 
Drucke  mit  den  Komponenten  A^^j^,        Z^^^  nach  (IT")  schreiben 

+  {XX  +3.  =  0.  (Tj,  +  [YX  +  l\,  =  0, 

Die  Bichtnngen  n,^  resp.  n^.  sind  dabei  die  der  äußeren  Normalen 
auf  der  Oberfläche  von  (A)  resp.  {k). 

Die  Formehl  vereinfachen  sich,  wenn  entweder  die  Drucke 
gegen  die  G^renzfläche,  oder  die  Spannungen  im  Naohbarkörper 
Null  sind  oder  Torgeschriebene  Größe  haben.  — 

Die  Druckkompunenten  A'^ . . .  sind  Tom  Koordinatensystem 
abhängig  und  ändern  ihre  Werte  bei  Einführung  anderer  Azen- 
richtungen.  Fflr  die  Ausführung  der  Transformation  ist  die  Be- 
merkung Ton  Wichtigkeit,  daß  sich  die  sechs  Druckkompoueuteu 
hierbei  vollständig  wie  die  sechs  Komponentenprodukte 

X»,  Y\  Z\  YZ,  ZX,  XY 

rerhalten. 

Bezeichnet  man  die  Besultante  aus  X^,  Y^,  Z^  mit  und  ftlhrt 
man  ihre  Bichtungscosinus  mit  der  Bezeichnung  «*,  /f ,  f  ein,  während 
man  cos  («,  x),  cos  (n,  y)y  cos  (n,  z)  in  ß,  y  abkürzt,  so  wird  ans 
dem  System  (12) 

VOIOT,  Thooretiacbe  Fhyaik.  15 
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fällt  im  allgemeinen  niclit  in  die  Bichtang  von  «;  aus- 
genommen sind  die  speziellen  Werte  er,  ßy     für  welche  gilt 

15)  i)=.Y^tc  +  {Y-P)ß^-  }\r, 

wobei  mit  P  der  spezielle  Wert  von  bezeichnet  ist,  der  normal 
au  dem  entsprechenden  Flftchenelement  wirkt 

Dieses  Formelsystem  stimmt  vollständig  mit  (4)  überein  nnd  ge- 
stattet die  gleichen  Folgerungen.  Insbesondere  ergiebt  dasselbe, 
daß  im  allgemeinen  nur  drei  zu  einander  normale  Bichtungen,  die 
Hanptdruckaxen,  existieren,  in  denen  die  Drucke,  die  Hauptdmcke 
P|,  P,,  P3,  normal  gegen  das  zugehörige  Fl&chenelement  wirken. 

Wählt  man  die  Hauptdruckaxen  zu  Koordinatenaxen  JP,  P, 
so  nehmen  die  bezüglichen  Druckkomponenten  die  Werte  an 

lö-)     X/-  p, ,  17=  p, ,  zo=  p, ,  };o=  z;=  j;=  0 . 

ZwiscluMi  ihnen  und  den  auf  ein  beliebiges  Axeiisystem -l,  1, 
bezogüueu  Werten  bestehen  die  Beziehungeu 


I  P^P.^',=x,l,z,+2KZ,x-{XJ^'+y^zJ+^!,x;l■, 

die  Ausdrücke  rechts  sind  die  einzigen  von  einander  unabhängigen 
aus  den  Druckkomponenten  zu  bildenden  Invarianten. 

Bei  Einführung  der  Hauptdruckaxen  Y^,  2^  nimmt  das 
System  (12)  die  Form  an 

16)   J[;,»-P,oos(n,*),  V-P,co8(«,y),        P,co8(ii,  *), 
woraus  durch  Elimination  der  Bichtnng  von  n  die  Beziehung  folgt 

■1 

Da  X^^  die  Komponenten  nach  den  Hauptdruckaxen  von 

der  Druckkraft  P,  sind,  welche  gegen  das  durch  die  Bichtang  von  » 
charakterisierte  FUUshenelement  wirkt,  so  stellen  sie  auch  die  Ko- 
ordinaten I,  ^,  C  des  Endpunktes  eines  mit  P,  propwtionalen  Vek- 
tors Tom  Koordinatenanfang  aus  dar,  und  die  Gleichung 

(t)'= ^ 

zei^'t.  (laß  die  allen  möglichen  Richtungen  von  n  ent,sj)rechenden 
Endpunkte  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  —  das  Druckellipsoid  —  er- 
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ftkUen,  denen  Hauptazen  nach  Biehtung  und  Gr6ße  durch  die 
Hauptdnicke  P^,  P,,      bestimmt  sind. 

Kombiniert  man  mit  diesem  ElHpsoid  die  concentrische  nnd 
gleichliegende  HiUefl&che  zweiten  GktMlea,  deren  Gleichung  lantet 

■^  +  ^  +  :S-='' 

80  ergiebt  das  Formelaystem  (16)  das  Resultat,  daß^  wenn  man  an 
die  HilMftche  (16'")  eine  Tangentenebene  normal  zu  d.  h.  parallel 
zu  dem  Flächenelement  legt»  gegen  welches  wirkt»  die  Richtung 
des  Radiusvektors  nach  der  Berührungsstelle  mit  deqenigen  von  P, 
identisch  ist 

Dieser  Satz  gestattet,  zu  jedem  n  das  zugehörige  P,  zu  kon- 
struieren, und  umgekehrt")  — 

§  8.  IKe  HAMZLTOH'sehe  Oleiidnug  lllr  nichtstane  Körper. 
BimfUinuig  eines  rotierenden  Xeordinatensystemes. 

Die  Gleichungen  (14)  sind  bei  Annahme  der  Beziehungen  (14") 
und  (14'"')  in  eine  einzige  zusammenzu&ssen,  welche  den  Vorteil 
des  leichten  Überganges  zu  anderen  Koordinatensystemen  bietet^*) 
Man  erhftlt  nftmlich  durch  Multiplikation  mit  den  TÜrtuellen  Ver- 
röcknngen  Sx,  Sy,  8  z  und  Integration  über  das  ganze  System  in 
.  Berührung  stehender  Körper: 

Sind  die  Variationen  $t,  r^y,  äz  im  Innern  des  ganzen 
Systems,  auch  beim  Durchgang  durcli  die  Grenze  zweier  verscliiedener 
Körper,  stetig,  so  ergiebt  diese  Formel  durch  teilweise  Integration, 
da  sich  die  auf  die  Zwischengrenzen  bezüglichen  Glieder  nach  (14  ") 
zusammenfassen : 


15» 
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Dieselbe  Formel  gilt  aucb^  wenn  die  VariationeQ  in  der  Grenze 
unstetig  sind,  falls  nur  ihre  Komponente  normal  zur  Grenze  nicht 
springt  und  der  Druck  senkrecht  gegen  die  Grenztiäche  wirkt 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  (95')  des  ersten  Teiles  und 
berücksichtigt, 

IT)  r9x  +  TSy  ^Z*Sz^  J*«. 

die  auf  die  Yolumeneinhett  bezogene  virtaelle  Arbeit  der  körper- 
lichen Kräfte, 

17")  Xdx  +  l  öy  +  Zdz  =. 

die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  der  OberHächendrucke  gegen 
eine  äußere  oder  eine  Zwischengrenze  ist,  so  erkennt  man,  da& 


17"') 


,   n  idöx  ,   dd'^\  .    y  icöy      dix\  « 


die  auf  die  Volunieneinheit  he/op^ene  Arbeit  der  innt'rt'U 
Kräfte  sein  muß:  demi  andere  als  diese  drei  Arten  von  Krätteu 
treten  nach  der  Aunahiue  nicht  ins  Spiel. 

Die  Gleichung  (17)  läßt  sich  daher  schreiben 

woraus  bei  Einführung  der  gesamten  virtuellen  Arbeit  9A  ftlr 
den  Fall  des  Gleichgewichtes  spezieller  folgt 

18')  fTA  =  i',n{^''(e,  +  fTrf,'  4-  f(io,r((,  =  (). 

Sind  die  virtuellen  Verrückuiigeü  die  in  der  Zeit  dt  wirklich 
eintretenden,  d.  h.,  ist 

80  giebt  die  Formel  (Ib) 

18")  dW^dA, 

die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft,  welche  auch  zeigt,  dat5  im 
Falle,  wo  kein  Gleichgewicht  statthndet,  das  nichtstarre  System  die 
Bewegung  aus  der  Ruhe  so  bejrinnt.  daß 

ist 

Benutzt  man  die  rmformunj?  von  Seite  80  und  intetiriert  «he 
Formel  (18)  nach  der  Zeit  zwischen  zwei  Grenzen,  au  denen  die 
Variationen  Öx,  öy,  dz  verschwinden,  so  erhält  man 
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jdt{iiW+ä'ui)^Q  19) 

und  damit  die  Gestalt,  welche  das  HAMiLioii'sche  Prinzip  für  nicht- 
starre Körper  annimmt 

Ein  sehr  wiclitiger  Fall  ist  der.  daß  die  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  die  Gestalt  der  vollständigen  Variation  von  einer  Funk- 
tion besitzt»  die  nur  von  dem  augenblicklichen  Zustand  abhängt,  also 

ist.  wo  man  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogene  Potentialfunk- 
tion der  inneren  Kraft«  nennen  kann;  setzt  man  dann  / fpdk^  0, 
d.  h.  gleich  dem  Gesamtpoteutial,  und  / dkiftto-r  f  doiYa^^  SA„t 
d.  h.  gleich  der  gesamten  äußeren  Arbeit,  so  wird  die  Bedingung  des 
Gleichgewichtes  (18')  zu 

ir^.-d0=-O,  19) 
die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zu 

0)  =  dE=^dAay  19") 

WO  E  die  Energie  des  nichtstarren  Systemes  heißt  Ebenso  ver- 
wandelt sich  die  Ungleichung  (W)  in 

^J„^d<P>0  19) 

und  die  Formel  (19)  des  ÜAMiLxoK'schen  Prinzipes  in 

J  dt(SiW  -  0)  -h  ä'A^)  -  0 .  19"") 

Wenn  äußere  Kräfte  nicht  wirken,  wird  ans  (190  und  [19"*) 

^0-0,  resp.  rf0  <  0, 

was  in  der  S.  28  ausgeführten  Weise  dahin  gedeutet  werden  kann, 
daß  im  Zustande  stabilen  Gleichgewichtes  0  ein  Minimum  wird.  — 
£ine  Anwendung  der  Formel  (19)  wollen  wir  auf  die  Trans- 
formation der  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (14)  auf  ein  um 
die  ^Axe  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  rotierendes  Koordinaten- 
system SfHZ  machen  >*). 

Wir  bezeichnen  die  Botationsgeschwindigkeit  mit  et  und  setzen 
demgemäß,  indem  wir  t  von  einem  beliebigen  Zeitpunkt  aus 
rechnen, 

X  s  I  OOS  09f  —  17  sin  01/ 
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Hieraus  f()lc?t.  wenn  in.ui  kurz  die  DitttTeutialquotienten  nach  der 
Zeit  durch  eiueu  oberen  iudex  bezeichnet: 

20')      1^  'B^aatat+rfcoBtot-^  imcoi(ot  —  iiiomieft, 

Die  Variation  der  lebendigen  Kraft  \fj  der  Voiumeueiuheit  uimtut 
demgemäß  die  Gestalt  au 

20")      = l^^i  +     +     + II 

aber  die  geleistete  Arbeit 

behält  in  den  |,  ly,  c  dieselbe  Form,  wie  in  den  j,  y,  z,  was  aus  ihrer 
Definition  leicht  zu  ersehen  ist. 

Setzt  man  (iH^  =  f  Ö  \i<  d k,  nach  (20")  berechnet,  in  das  Hamu.- 
TON'sche  Integral  ein.  integriert  die  mit  S^.  fiif,  multiplizierteu 
Glieder  durch  Teile  nach  der  Zeit,  indem  man  äti,  au  deu 
Grenzen  verschwinden  läßt,  und  integriert  die  mit 

ÖS  '  •  •  •  I  ^;  dfil 
multiplizierten  Glieder  durch  Teile  nach  den  Koordinaten,  die  sich 
in  den  bezüglicheu  Nennern  befinden,  so  erhält  man 

-^Jdo  [(5  +     ^  +  (/i d,  +  (z  +  z.)  d  ;JJ  -0. 

Da  die  Sijy  S;  willkürlich  sind,  zerfiUlt  die  obige  Gleichung 
in  drei  für  jeden  inneren  Punkt  und  drei  für  jeden  Oberflächen- 
punkt gültige. 

Wir  bilden  sie,  nachdem  wir  die  Werte  der  DifferentialquotieB- 
ten  Ton  i/^  wie  folgt  eingesetzt  haben: 

21")  \  ' 
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Sie  lauten  daun: 


1 

er 

ac 

öl 

ac 

21") 


Bringt  mau  die  in  den  beiden  ersten  Qleichungen  links  neben 
und  Qff'  stehenden  Glieder  auf  die  rechte  Seite,  so  kann  man 
sie  mit  S*  und  IT  Teireinigen  nnd  als  die  scheinbaren  körper- 
lichen Komponenten  deuten,  welche  neben  den  wirklichen  infolge 
der  Botation  des  Koordinatensystemes  als  auf  das  Volumenelement 
dk  ausgeübt  einzuführen  sind.. 
Die  Anteile 

Si  =  Hl  =  utifo^ 

siud  die  auf  die  Voluiueneiulieit  bezogeueu  Kompoueuteu  der  Ceutri- 
fugalkraft,  die  Anteile 

welche  yerschwinden,  wenn  der  Körper  relativ  zu  dem  System  St  ü 
ruht,  sind  die  Komponenten  einer  Kraft,  welche  parallel  der  SH" 
Ebene  senkrecht  gegen  die  Projektion  der  relatiTen  Bewegungs- 
richtung  Ton  dk  auf  diese  Ebene  mit  der  Stftrke  2^ö>y|'"  +  ff* 
wirkt 

Von  den  Formeln  (21")  geht  man  leicht  zu  denen  über,  welche 
die  Bewegung  auf  ein  mit  seinem  Anfangspunkt  an  der  Erdober- 
fläche befindliches  und  mit  der  Erde  rotierendes  Koordinatensystem 
beziehen. 

Sei  R  der  Erdradius,  und  &  die  nördliche  geographische  Breite 
des  Koordinatenanfanges  für  das  zu  ^  Z  parallele  System  S^ 
J7i,  Zj,  dessen  Ebene  außerdem  mit  der  Ebene  SZ  zu- 

sammenfallen möge,  dann  ist 

{  =  Ä  cos  i>  +     ,    f;  =  f^i,    ^  =  Ii  siu  i9-  +  ^1 . 

Führt  man  endlich  noch  ein  Axensystem  Aj  Bf  C  ein,  desRen  C- 
Axe  normal  zur  Erdoberfläche  und  dessen  A^ksA  nach  Süden  ge- 
richtet ist,  so  wird 

Ii  «  a sin ^  +  c cos  i^,    i9|  »  6,   ^|  «  ~  a cos ^  +  c sini?', 

oder 

a  «ts    sin  ^  —    cos  ^,   ^^^n   c  » ||  cos  ^  +    sin  «9-. 
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Man  erhält  demgemäB  leicht,  indem  man  die  erste  und  letzte  Glei- 
chung (21")  mit  den  Faktoren  sin  iV-,  —  cos  iV^,  resp.  cos  iV^,  sin  zu- 
sammenlaßt lind  berücksichtigt,  daß  die  rechten  Seiten  jener  Formeln 
für  alle  rechtwinkligeu  Koordinatensysteme  ihre  Gestalt  beibehalten: 

^[a"  —  2b'<om&—      +  e)co6^  +  a8iii«'^)ai*8m^] 

dA^     5Jj  dA, 


21") 


""^^      da      TT  de 

p[b"  +  2(a'8m^  +  c'coa^)»  -  bm*] 

dB„      BB^  dB, 


da        db        de  ' 

(j  [c"  —  2  b'o)  cos  d-  —  ((Ä  -f  c)  cos     +  a  sin  &)     cos  ^] 

aC.  BC,  dC, 
"  ^  ~  da  Bb  Be  ' 
Diese  Gleichungen  kommen  mit  speziellen  Werten  der  auf  den 
rechten  Seiten  stehenden  Kraft-  und  Druckkomponenten  u.  a.  zur 
Anwendung  bei  der  Theorie  der  Bewegungen,  die  in  der  Atmo- 
sphäre der  Erde  (oder  eines  anderen  Weltkörpers)  unter  Mitwirlnmg 
der  Rotation  auftreten. 

ITeber  einen  unendlich  kleinen  Köi-per  integriert,  wobei  die  in- 
neren Kräfte  Terschwinden,  geben  sie  die  Gesetze  der  Bewegung 
eines  Massenpunktes  relati?  zur  rotierenden  Erde. 
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Hydrostatik. 

I  4.    Sie  «UgtBAlaoii  OlaieligewiokttbediagiuigMi;  der  Dniek  im 

AuMTB  9bun  ni]i«iid«ii  Tliuigkeit 

Ein  iiiciitstarrer  Körper,  in  welchem  im  Zustand  der  Ruhe 
tangentiale  Drucke  niemals  auftreten,  heißt  eine  Flüssigkeit,  und 
wenn  er  diese  EigeriRchaft  auch  bei  der  Bewegung  beibehält,  eine 
ideale  Flüssigkeit 

Die  Komponenten  T^,  Z^,  T  wirken  tanp<  iitial  gegen  die  Kn- 
ordinatenebenen,  sie  müssen  also  bei  allen  Flüssigkeiten  im  Zustand 
der  Ruhe  Terschwinden.  Führt  man  dies  ein,  so  ergiebt  das  Sy- 
stem (12) 

=  A;co8(ii,ar),    j;  =  J'yCOs(«,y),   2',  =  Z,co8(n,z), 

und  da  die  Resultierende  P  von  A' ,  Y„,  Z„  nach  der  Annalime  in 
die  Richtung  Ton  n  fallen  soll,  so  fulgt  für  jedes  n 

m         m         f         ■ » 

den  gemeinsamen  Wert  dieser  Großen  nennen  wir  kurz  den  Druck 
an  der  Stelle  x,  y,  z  und  bezeichnen  ihn  durch  den  Buchstaben  p. 
Bei  Einführung  dieser  Resultate  und  unter  Voraussetzung  des 
Gleichgewichts  nehmen  die  Gleichungen  (14)  die  Form  an'^) 

r  =      r«?^,  ^-1^,  22) 

^v^ri!l  die  A',  1\  Z'  die  Komponenten  der  kör])erlicben  Kräfte  be- 
zeichiien  und  auf  die  Yolumeueiuheit  bezogen  sind,  während  das 
System  (14")  liefert 

22-) 

worin  die  auf  die  Fl&cheneinbeit  der  Grenze  zwischen  den  Flüs- 
sigkeiten (A)  und  (A)  wii^ende,  Ton  ersterer  nach  letzterer  hin  po- 
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sitiY  gerechnete  Kraft  bezeiehnet^  ttber  deren  Natur  auf  S.  222  ge- 
sprochen ist  Da&  sie  normal  zur  Orenae  -wirken  muß,  folgt  aus 
(14"'),  wenn  man  berücksichtigt,  daß  die  tangentialen  Komponenten 
von  (P«)^  und  {F,,)^  verschwinden.  Wir  wollen  den  in  ö^j^  wir- 
kenden Grenzdruck  nennen. 

Die  Gleichungen  (22)  und  (22)  bilden  die  Grundlage  für  die 
Lehre  vom  Gleichgewicht  der  Flüssigkeiten.  Bie  sprechen  bei  ge- 
gebenen Tf  Pf  Z*  zun&chst  Eigenschaften  des  Druckes  p  aus,  liefern 
aber  auch  nach  dessen  ESimination  Bedinguugeu,  welche  die  Kräfte 
allein  erfüllen  mUssen,  wenn  anders  Gleichgewicht  unter  ihrer  Ein- 
wirkung möglich  sein  soll;  beide  Fragen  hängen  also  aufs  Engste 
zusammen. 

Durch  Elimination  von  p  erhält  man  aus  (22) 

dx  ~  dy  '     dx  '     dy  ~  dz* 

und  dies  sagt  aus,  daß  zum  Gleichgewicht  erforderlich  ist,  daß  die 
auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  körperlichen  Kräfte  ein  Potential 
haben  niüssen. 

Bezeichnet  man  dasselbe  mit  so  giebt  die  Integration  von  (22) 
22"*)  ^  Const, 

und  damit  die  Bestimmuns^  des  Druckes  an  jeder  Stelle  der  Flüssig- 
keit, für  welclu'  die  Fuiditiou      gilt,  wenn  er  für  eine  Stelle  vor- 

gesclirit'])ou  ist. 

Besteht  das  System  aus  melircreu  in  Berührung  betindlicheu 
Flüssigkeiten,  und  ist  für  die  Grenztlilehen,  falls  ein  solcher  statt- 
findet, der  Sprung  von  und  von  p  gegeben,  so  kann  man  die 
Formeln  (22)  auch  über  d'n-sv  (^rt-nzen  hinwi-g  integrieren  und  erhält 
beispielsweise,  wenn  die  Indices  h  und  k  sich  auf  zwei  l)eliebig  ge- 
wählte Punkte  im  Innern  der  beiden  Flüssigkeiten  beziehen.  un<i 
wenn,  ebenso  wie  p^f^  den  durch  (22')  dehnierteu  Sprung  des  Druckes 
bezeichnet,  auch 

23)  Wit  =  a>i  -  0i 

gesetzt  wird, 

23-)  (^k+Pk)  -  m        -  + 

Da  die  Differenz  links  vom  Integrationsweg,  und  somit  von  der 
Stelle,  wo  derselbe  die  Grenzfläche  passiert,  unabhängig  sein  muß, 
so  ergiebt  sich,  daß  für  alle  Punkte  der  Grenze  o^j^  zwischen  den- 
selben zwei  Flüssigkeiten 
23")  «^k+/»»ft-C»», 
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d.  h.  konstant  sein  muß;  diese  Beziehung  gieht  in  dem  voraus- 
gesetzten Fall  eine  charakteristische  Eigenschaft  jener  Grenz- 
fläche an. 

Die  bisher  gemachte  Annahme,  daß  die  auf  die  .Volameneiubeit 
bezogenen  Kräfte  oder  Potentiale  als  Funktionen  des  Ortes  ge- 
geben wären,  ist  in  der  Praxis  ziemlidi  häutig  erfüllt  Der  wichtigste 
und  zugleicli  einfachste  Fall  ist  der  der  Einwirkung  der  Schwere 
auf  eine  Flüssigkeit  Ton  unTeräuderlicher  Dichte  (>,  wo  bei  senk- 
recht nach  unten  positiT  gerechneter  Axe  s  &>  0,  ^  pQ 
ist;  hier  ist  dann 

=  -  ^  ^  z  und        -  -  .9  r  [n,  -  /.,).  28'") 

Ein  anderer  tritt  bei  einer  gleichförmig  rotierenden  Flüssigkeit  ein, 
die  man  für  die  Anwendung  der  Formeln  (22)  nach  dem  S.  231  Ab- 
geleiteten in  Bezug  auf  ein  mit  ihr  rotierendes  Koordinatensystem 
als  ruhend  ansehen  kann,  wenn  man  außer  den  wirklich  ansgeftbten 
Erftften  die  Gentrifug»lkraft  in  Bechnung  zieht  Deren  Potential  ist, 
falls  man  die  Z-Axe  zur  Botationsaxe  wählt, 

0'=  -^^tu\x^  +  y%  23'  ') 

Komplizierter  sind  die  Fälle,  wo  die  wiricenden  kSrpedichen 
Kräfte  und  die  Grenzdrucke  p^u  von  der  Gestalt  und  der  Massen- 
▼erteihmg  der  Körper  abhängen;  sie  ergehen  sich,  wenn  zwischen 
den  Teilen  der  Flüssigkeit  von  unveränderlicher  Dichte  Fem- 
wirkungen —  z.  B.  die  allgeiiR'iue  Gravitation  —  oder  molekulare 
Wirkungen  —  z.  B.  Kapillarkräfte  —  bestehen;  sie  treten  auch 
ein.  wenn  magnetisch  oder  dirlektrisch  pohirisierbare  Flüssigkeiten 
iu  ein  magnetisches  oder  elektrisches  Feld  gebracht  werden. 

Alle  diese  Kräfte  haben,  aui  die  Volumeueinheit  bezogen, 
Potentiale  und  genügen  daher  der  Bedingung  (22"):  dies  rindet  dagegen 
z.  B.  nicht  statt  bei  den  Wirkungen,  welche  eine  vom  galvanischen 
Strom  durchtldsscuc  Flüssigkeit  von  konstanter  Dichte  im  magne- 
tischen Felde  erfährt,  und  bei  ihnen  kann  souach  die  Flüssigkeit 
im  Gleichgewicht  nicht  verharren.  — 

In  vielen  Fällen  sind  durcli  die  Stellung  des  Problemes  nicht 
die  auf  die  Volnmen-,  sondern  die  auf  die  Massen einheit  be- 
zogenen Kräfte  direkt,  z.  B.  als  Funktionen  der  Koordinaten,  ge- 
geben.   Setzen  wir  dauu  wie  S.  221 

r^^X,  r=pl', 

so  wird  aus  (22) 
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24) 


qX 


dz 


dp 


während  (22')  ungeüntlert  bleibt 

Bezüglich  ihrer  Dichte  q  verhalten  moh  die  tropfbaren  nnd 
gasförmigen  Flüssigkeiten  TerBcbieden. 

Die  Dichte  der  ersteren  ist  nur  wenig  mit  Druck  und  Tem- 
peratur veränderlich,  die  der  letzteren  sehr  bedeutend,  und  zwar  in 
der  Weise,  daß  sie  bei  konstanter  Temperatur  mit  unendlich  ab- 
ndunendem  Drucke,  bei  kcmstantem  Drucke  mit  unbegrenst  wachsen- 
der Temperatur  unendlich  klein  wird. 

Die  Abhängigkeit  der  Dichte  Tom  Druck  k&nnen  wir  direkt  in 
Rechnung  ziehen,  da  der  Druck  in  unseren  Gleichungen  bereits  als 
Unbekannte  auftritt,  und  wir  setzen  damgemäß 


Die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  kann  dagegen  nicht  in 
derselben  Weise  eingeführt  werden,  da  die  Gresetze,  nach  welchen 
die  Temperatur  während  des  thermischen  Gleichgewichts  innerhalb 
eines  Körpers  variiert,  durch  besondere  Gleichungen  gegeben  sind, 
die  erst  später  abgeleitet  werden  können.  Wir  repräsentieren  des- 
halb die  Einwirkung  der  Temperatur  dadurch,  daß  wir  g  außer 
von  p  im  allgemeinen  auch  Ton  den  Koordinaten  x,  y,  z  direkt  ab- 
hängig denken. 

Ein  wichtiger  Fall  ist  der  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  vor- 
kommende, daß  die  Dichte  mit  dem  Druck  sehr  wenig,  nüt  der 
Temperatur  beträchtlicher  variiert;  hier  ist  dann  q  eine  Funktion 
der  Koordinaten  allein. 

Dasselbe  tritt  ein,  wenn  Terschiedene  Flüssigkeiten  in  demselben 
Baume  vereinigt,  etwa  bei  verschiedener  Dichte  in  einem  6e&ß 
ttbereinander  geschichtet  sind.  Mischen  sie  sich,  so  ist  dabei  die 
Dichte  mit  dem  Ort  stetig  veränderlich,  im  anderen  Falle  —  den 
man  indisssen  bequem  als  einen  Grenzfall  des  ersteren  betrachtet  — 
springt  sie  beim  Durchgang  durch  die  Trennungsfläche.  Es  möge 
übrige  bemerkt  werden,  daß  das  Gleichgewicht  von  in  Berührung 
befindlichen  mischbaren  Flttssic^eiten  ein  unvollkommenes  ist, 
solange  noch  Konzentrationsdifferenzen  voihanden  sind;  doch  geht 
der  Ausgleich  im  allgemeinen  so  langsam  von  statten,  daß  man 
während  desselben  angenähert  die  hydrostatischen  Gleichungen  (24) 
anwenden  kann. 

Alle  Fälle,  wo  die  Dichte  eine  Funktion  allein  der  Koordinaten 
ist,  führen  im  Grunde  auf  die  im  Eingang  gemachte  Voraussetzung, 


(>  =  fip)' 


Digitized  by  Google 


§  4,   OfundgUekmigm  der  Bjfdro^HL  237 


daß  X%  Y\  Funktionen  der  Koordinaten  sind,  zurück;  indessen 
ist  es  doch  nicht  ohne  Interesse,  sie  von  einer  anderen  Seite  zu  be- 
leuchten, welche  Uber  das  Yerhalten  der  Dichte  q  Aufschluß  giebt.  — 
Wie  allgemem  auch  immer  das  Gesetz  der  Dichtigkeit  und  der 
Kraft  gewählt  werde,  stets  folgt  siu  den  Qrundgleiohimgen  (24) 
die  Formel 

X:TiZ^^.-J/  :  24') 

ax     o  II     ox  ' 

oder  der  Satz,  daß  die  Besultierende  aller  wirksamen  Kräfte  an  der 
Stelle  Xy  y,  z  normal  gegen  die  hindurchgelegte  Fläche  p  =  Const 
steht.  Hieraus  folgt,  daß,  wenn  diese  Kräfte  ein  Potential  —  oder 
genauer  geeprodien,  da  sie  sich  auf  die  Masseneinheit  beziehen, 
eine  Potentialfunktion  0  —  haben,  stets  die  ITl&chen  konstanten 
Potentiales  und  konstanten  Druckes  zusammen&Uen  mttssen,  oder  daß 
p  die  Koordinaten  z  nur  in  der  Kombination  0  enthalten  kann. 
Die  Formeln  (24)  ergeben  dann 

und  hieraus  folgt 

-  Qd0  ^dp  oder  ^  =  -  24") 

letztere  Beziehung  zeigt,  dab,  wenn  die  wirkenden  Kräfte  ein 
Potential  haben,  die  Dichte,  wie  allgemein  ihre  Abhängigkeit  auch 
gedacht  werden  mag,  notwendig  in  Flächen  konstanten  Potentiales 
und  konstanten  Druckes  seihst  konstaut  sein  muß.  Die  <Trenze 
zwischen  zwei  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten  muß  also,  vorausgesetzt, 
daß  der  Druck  stetig  durch  sie  liindurcligeht,  also  p^^^  vei*scliwindet, 
in  diesem  Falle  gleichfalls  durch  eine  Potential-  uud  Drucktiäche 
gebildet  sein. 

Gehen  wir  nuu  zu  speziellereu  Auualimen  über  das  Gesetz  für 
die  Dichte  über. 

Ist  erste  US  q  nur  von  p  abhängig,  so  setzen  wir  kurz 

^  =  dn,  25) 

wo  77  eine  ebenfalls  nur  von  p  abhftngende  Funktion  bezeichnet, 
und  erhalten  aus  (24) 

^•=1?.  ^=1?.  ^=ir.  25-) 

woraus  sich,  analog  wie  aus  (22),  ergiebt.  daL)  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  die  uotwendige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  ist, 
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26') 


dal3  die  auf  die  Masseneiulieit  bezogenen  Kräfte  Y,  Z  eine  Potential- 
funktion  (p  habrn. 

Durch  Integration  erliält  man  aus  (25  ) 

2ö")  77+ 0«Con8t, 

wobei  die  Integrationskonstante  bestimmt  ist,  wenn  ftr  eine  SteDe 
'ot  ^0'  ^0  Druck  gleich  p^^  gegeben  ist  Die  Auflösung  dieser 
Formel  nach  p  beantwortet  die  BVage  nach  dem  Druck  an  einer 
beliebigen  Stelle  der  flfissigkeit,  wenn  deren  Dichte  nur  Tom 
Drucke  abhängt 

Für  den  zweiten  speziellen  Fall,  daB  die  Dichte  g  eine  stetige 
Funktion  der  Koordinaten  allein,  also  Tom  Drucke  unabhängig  ist, 
folgt  aus  (24)  durch  EHimination  von  p 

j^A^  ö(i  }'  _  c'o/j      BqZ        d{>X      öqX    öp}'^ 

'  dt         bij   '     b.r         b\    ^     dy  ' 

hieraus  kann  man  durch  Elimination  von  q  noch  bilden 

yldY      dZ\         IBZ      BX\      „(dX  6Y\ 

und 

\dx       By]       ' \Bx      dx)       '  [By  dxl 

l  =  (4:--^i!)^(-^-|f-^li)^(>-H-^Ä). 

wobei  natürlich  die  drei  G-leichungen  nicht  voneinander  unab> 
hftngig  sind. 

Die  erste  Formel  (26)  enthält  eine  Bedingung,  welche  die 
Kraftkomponenten  J,  F,  Z  bei  ganz  beliebiger  Abhängigkeit  der 
Dichte  Ton  den  Koordinaten  befriedigen  müssen,  damit  Gleichgewicht 
mdgUch  sei;  dieselbe  ist  z.  B.  stets  erftült»  wenn  die  Kräfte  ein 
Potential  haben.  Im  übrigen  kommt  dieser  Fall,  wie  gesagt,  auf 
den  im  Eingang  behandelten  zurück.  — 

Die  Gleichung  (IS')  der  virtuellen  Verrückungen  für  das  Gleich- 
gewicht eines  nichtstarren  Körpers  nimmt  nach  S.  238  ffeür  eme 
Flüssigkeit  die  spezielle  Form  an 

Ist  die  Fltlssigkeit  inkompressibel,  so  verschwindet  nach  {!')  der 
Faktor  von  p  und  damit  die  Arbeit  ^a«  der  inneren  Kräfte,  so 
daB  nur 

27-)  fdk  9tt,  +  fdo      =  0 
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ttbrig  bleibt  Um  ans  letsteram  Atisdrack  die  Gleichungen  (22)  und 
(22  )  absnleiteii,  bat  man  die  Bedingung  der  Inkompreasibilität 

döx     döy^    ep,^^  27") 

mit  einer  willkürlichen  Funktion  /.  der  Koordinaten  und  dem  Ele- 
ment fi k  multipliziert  und  über  das  jranze  System  integriert  zu  (27') 
zu  addieren  und  wir  (jowoliiilieh  zu  verfahren;  man  erhält  dann  die 
früheren  Gleichgewichtsbedinguugeu  zurück  mit  Ä  an  Stelle  tou  p.  — 

§  6.  ZnriokflUiriiiig  der  Chremdweke  auf  ObeifliehcBipaimvBgeii; 
der  ante  HaaptMti  der  XapillaiitiAitlieorie. 

Wir  liaben  bei  Aufstelliuii;  der  hydrostatischen  Gleichunf?en 
den  Fall  zugelassen,  daß  der  l)niek  p  beim  Durchgang  durch  die 
(Frenze  zweier  Flüssigkeiten  oder  einer  Flüssigkeit  und  eines  festen 
Körpers  sich  sprung\veise  ändert,  und  liaben  gezeigt,  daß  dies  eine 
gegen  die  GrenzHäche  selbst  wirkende  Kraft  voraussetzt,  die  den 
yprung  des  hydrostatischen  Druckes  konji>ensiert.  Sie  muß  dem- 
gemäß normal  gegen  die  Grenze  wirken,  und  ihr  auf  die  Flächen- 
einheit bezogener  Betrag,  der  Grenzdruck  p^^^  —  in  der  Richtung 
von  der  Flüssigkeit  {h)  zur  Flüssigkeit  (A)  positiv  gerechnet  —  der 
Bedingung  p,^  —  Pk  +  Phk  =  ^  genügen. 

Mit  diesem  Grenzdruck  wollen  wir  uns  jetzt  näher  beschäftigen. 

Da  er  normal  zur  Grenze  steht,  so  wird  die  //-Komponente 
seiner  Wirkung  gegen  ein  behebiges  Stück  o  der  Grenztiäche  Oj^^ 
gegeben  sein  durch 

^•'^/pHu^^i^f ')  ^Hv  28) 
wobei  auch  n  von  (A)  nach  (A)  hin  positiv  gerechnet  ist 

^Oj^^co8(ii,  z)  kann,  je  nachdem  die  Nonnale  einen  spitzen  oder 
stumpfen  Winkel  mit  der  J?-Aze  bildett  gleich  ±d*dif  gesetst 
werden;  wir  wollen  der  Ein&chheit  halber  das  betrachtete  Stück  der 
Grenzflftche  so  wfthlen,  daß  ersteres  stattfindet»  und  erhalten  dem- 
genüLB 

ffPkudxdy  «  fpkkda,  28^ 

wo  das  Integral  Aber  die  Pirajektion  m  Ton  o  auf  die  Xl^- Ebene 
auszudehnen  und  pj^»  als  eine  Funktion  Ton  i  und  y  allein  zu  be- 
trachten ist,  die  sich  innerhalb  ta  regul&r  verh&lt 

Ähnlich  wie  S.  200  kann  man  aber  jederzeit  setzen 

-If  +  If  >  28") 
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wo  A  und  j9  Fimktionen  Yon  »  und  y  sindi  denen  man  noch  die 
Bedingung 

28-")  /-"--if-lf 

auferlegen  kann,  in  der  fnu  eine  willkttrliche  Funktion  Ton  x  und 
y  bezeichnet 

Aue  (28')  folgt  dann  nach  der  Gleichung  (178'")  des  ersten  Teiles 

29)  Z,=  f{Ädx  +  ßdy), 

worin  rfr  und  dy  die  Projektionen  des  ßAndelementes  dn  von  w, 
somit  auch  des  Randelemeutes  ds  von  ö  bezeichnen,  und  die  Inte- 
gration in  positivem  Sinne  rings  um  o  zu  ftthren  ist  Hierfür  kann 
mau  auch  setzen 

29')  Z^Ib  /(2  cos  (* .  jr)  +  JJ  cos  («,  y))df, 

d.  h^  man  kann  die  Wirkung  des  Grenzdrucken  p^k  auf  das  FUU^cd- 
stück  o  zurückführen  auf  die  von  Kräften  oder  Spannungen,  welche 
die  Elemente  ds  seiner  Kandkurve  erfalireu.  Bezeichnet  man  ihre 
Größe  pro  Längeneinheit  durch  .S,,^  und  charakterisiert  ihre  Rich- 
tung durch  den  Buchstaben  S,  so  muß  also  gelten 

29")  Zo  =  fSk„cosi,SyZ)ds. 

Bis  hierher  ist  die  Umformung  eine  rein  mathematische  Operation. 
Legt  man  aber  nunmehr  den  Spannungen  s  wirkliche  Existenz 
bei,  so  kann  man  über  sie  in  ähnlicher  Weise,  wie  S.  222  u.  f. 
über  die  Druckkomponenten  der  inneren  Kräfte,  einige  Sätze  er- 
halten, indem  man  die  Formel  (20  )  resp.  (20")  und  lUe  ihnen  ent- 
sprechenden für  die  Komponenten  parallel  zu  A'  und  Y  auf  ver- 
schieden gestaltete,  unendlich  kleine  Flächenstücke  anw^det  und 
berücksichtigt,  daß,  wenn  die  Lineardimensionen  derselben  uneudhch 
klein  erster  Ordnung  sind,  die  Komponenten,  welche  sie  erfahren, 
nach  (28)  zweiter  Ordnung,  die  Momente  um  behebige  durch  das 
Fiächenstück  gehende  Axen  aber  dritter  Ordnung  sein  müssen. 

So  erhält  man  bei  Betrachtung  eines  streifenförmigen  Flächcn- 
elementes  das  Resultat,  daß  gegenttberlieiicnde  Seiten  gleiche  und 
entgegengesetzt  gerichtete  Spannungen  erlahren,  und  daß  diese 
Spannungen  in  der  Ebene  des  Elementes  selbst  liegen  müssen. 
Der  Grundeigenschaft  der  Flüssigkeiten,  im  Gleichgewichtszustand 
keinen  tangentialen  Druck  zuzulassen,  entspricht  es  dabei,  daÜ 
auch  S  normal  gegen  ds  wirkend  angenommen  wird.  l>ir  Anwendung 
der  Formel  (20  )  auf  ein  dreieckiges  Flächenstück  liefert  dann  so- 
gleich das  Resultat,  daß  8  zwar  vom  Orte  auf  der  Grenzfläche, 
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nicht  aber  Ton  der  Kichtung  des  Elementes  da  abhängt,  gegen 

welches  es  wirkt. 

Um  die  Resultate  dieser  Überlegungen  in  (29")  einzuführen, 
legen  wir  normal  zu  den  Ri(  litniijr<'n  von  s  und  von  n,  deren  gegen- 
seitige Beziehung  bereits  festgeh'gt  ist,  und  zwar  in  den  Außenraum 
Ton  o^ft  hinein  positiv  gerechnet,  die  Bichtung  von  S.  Dann  liegt 
X  zu  n  zu  Sf  wie  X  zu  Y  zu  und  man  kann  nach  bekannten 
Kundamentalformeln  sogleich  schliefen,  daß 

cos  [S,  z)  —  cos  (n,  //)  cos  (js,  .r)  —  cos(n,  x)  c  os  (.«,  t/)  29'") 

ist.  Die  Kiiisctzuiit?  dieses  Wertes  in  (29")  und  die  Vergleichung 
des  Kesultates  mit  (29')  ergiebt 

Ä  -  -S»»co8(«,  y),   ^  «  -  ^uC08(ii,  x),  30) 

oder  wenn  man  die  Gleichung  der  Oberfläche  z  »  einführt  und 

setzt, 

^  =  A4f.  30) 

worin  l\k  niul  nur  Kmiktioiirn  dcsOi-tes  auf  der  ( )l)erlliiche  sind. 
Damit  diese  Substitution  erlaubt  sei,  muß  in  Gleichung  (28"') 

aP^t  BF    dP^^  eF_^(^A>c<»(».y))  d{S^oB(n,x)) 

sein,  was  eine  durchaus  zulässige  Verfügung  darstellt. 

Durch  die  Oherriäclienspannuufr  ^9^^.  drüekt  sich  nach  (28 ")  der 
Grenzdruck  pf,i^  dann  aus  gemäß  den  Formeln 


_  a(6fc;fcC<w(f».y))      a(^^jfcCoe(»,g))  [ 


30") 


andererseits  bestimmt  sich  erstere  durch  letzteren  Termittelst  der 
Beziehung 

worin  //  und  ß  fremäß  den  allgemeinen  liegehi  in  §  24  des  ci-stcu 
Teiles  bostimnit  ^edaclit  sind. 

Die  Obertiticlieiispaiinung  -6'/.^.  an  ein«'r  l>eli('bi^;eii  Stelle  von  ^ 
kann  im  allf?emeiuen  stetig  mit  dem  Ort  variieren,  und  wird  dies 
auch  tliun,  wenn  äußere  Ursachen,  wie  elektrische  oder  magnetisclic 
Kräfte,  den  Grenzdruck  p,^,^  bewirken;  rührt  letzterer  hingegen  nur  von 

VoiOT,  TheONllNh«  PliTilk.  |^ 
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molekularen  Wirkungen  her,  so  erscheint  es  als  das  nächstliegende, 
die  Oberflächenspannung  S^i^  als  längs  der  ganzen  Oberfläche  kon- 
stant anzunehmen.  Denn  Einfluß  auf  ihre  Größe  könnte,  so  lange 
nicht  andere  Begrenzuugsstücke  unendlich  nahe  sind,  wie  hei  sehr 
dünnen  Lamellen,  bei  gegebenen  Flüssigkeiten  (//)  und  {k)  nur  die 
Oeetalt  von  «/.jt  in  der  Nachbarschaft  des  betrachteten  Punktes  haben; 
da  aber  die  Richtung  von  .Sa^  unveränderlich  in  die  Tangential- 
ebene fUllt,  erscheint  es  sehr  unwahrscheinlich,  daß  ihre  Größe  von 
der  Krümmung  der  Grenzfläche  abhängen  sollte. 

In  der  That  gelangt  man  zu  einer  der  Beobachtung  vollkommen 
entsprechenden  Theorie  der  Kapillaritätserscheinungen,  wenn  man 
die  Oberflächenspannung  S^u  als  eine,  der  Kombination  der  zwei 
Körper  (A)  und  {k)  individuelle  Konstante  einführt 

In  diesem  Falle  wird  aus  (30"')  einfacher 

31)  pf,^^^Si,u[  —  +  5—  j 

was,  falls  man  unter  li^  und  die  beiden  Hauptkrünimungsradien 
der  OberHäclie  o/.t  an  der  betrachteten  St«»lle  versteht,  —  diese, 
wie  n,  von  der  Flüssigkeit  (A)  nach  (A)  hin  positiv  gerechnet  ~ 
identisch  ist  mit 

3n  z'**  =  +   [m-  +  Ä, )  • 

Die  Gleichung  (81)  resp.  (31%  mit  anderer  Bedeutung  der  Kon- 
stanten zuerst  von  Laplacb '*)  angegeben,  heißt  der  erste  Haupt- 
satz der  Kapillaritätstheorie,  Sj^^  die  Kapillarität9kon- 
stante  für  die  Kombination  der  Flüssigkeiten  (A)  und  (A),  ihr 
Faktor  in  der  letzten  Gleichung  die  mittlere  Krümmung  der 
Oberfläche  an  dem  Punkte,  auf  den  sich      und  bezieht. 

Die  Dimension  der  Oberflächenspannung  ist  aus  der  Formel 
(311  leicht  2U 

31")  [q  =  m 

zu  erschließen.  Über  ihr  Vorzeichen  kann  man  aussagen,  daß  es 
ftlr  zwei  Flüssigkeiten,  die  in  Berührung  miteinander  im  stabilen 
Gleichgewicht  verharren  können,  positiv  sein  muß:  bei  negativem 
Snk  gi^bt  eine  Vergrößerung  der  mittleren  Krümmung  eine  Ver- 
kleinerung von  pitui  also  eine  Kraft,  welche  nicht  eine  Rückkehr  in 
die  ursprüngliche  Lage,  sondern  eine  Bewegung  von  derselben  hinweg 
hervorruft,  die  schließlich  eine  Mischung  beider  Flüssigkeiten  bewirkt 
An  der  Grenze  zwischen  einer  Flüssigkeit  und  einem  festen 
Körper  kann       sowohl  positiv  als  negativ  sein. 
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Die  Gieichuug 

Ph—Pk-^Phk  =  0 

gestattet  noch  eine  andere  Dentnng,  wenn  man  die  Vonteilung  zn 
Grunde  legt,  daß  weder  der  Druck  p  noch  das  Potential  ^  der  auf 
die  Yolumeneinheit  bezogenen  KtSSt»  beim  Durchgang  durch  die 
Grenzfläche  unstetig  wird,  sondern  beide  sich  daselbst  nur  sehr 
schnell  ändern. 

Wendet  man  dann  die  Gleichung  (22"')  auf  zwei  dem  Moment 
doitjt  der  Grenzfläche  diesseits  und  jenseits  sehr  nahe  Punkte  an, 
so  wird 

Außere  kiiriuTliclic  Kriiitc.  iiiul»  Art  dor  Scliwcro.  p(»l)en  (loni^cniiiß 
zu  der  J*()t('nti;ihlin<'n'n/,  reclits  keinen  endliclu  n  Anteil,  wolil  aber 
bei  ausreicliend(T  Intensität  die  MolekuL-irwirkunfreu,  die  nahe  der 
(Frenze,  der  unsyiuinetriselion  Massenvertt  ilun.i^  wej^en,  wirksam  wer- 
den müssen,  wälucnd  sie  im  Innern  eines  humuguiieu  Körpurs  sich 
zerstöreu.    Der  Wert  des  Grcuzdruckes 

Phk  =Pk^Ph 

wird  also  in  der  auf  Molekularkräfte  basirten  Theorie  durch  die 
Potentialdifferenz  ^  —  0^  dargestellt,  die  sich  in  der  That  auf  die 
Form  (31)  zuräckfthren  läfit 

Dies  ist  die  Grundlage  der  LAPLACs'schon  Theorie  der  Kapil- 
laritatserscheinungen '").  — 

Betraclitet  man  ein  Stück  der  TreiinungsHilehe,  das  durch  eine 
Kurve  «  begrenzt  ist,  und  yerschiebt  man  jedes  Kandelemeut  ds  um 
eine  ^^^llkürliche  Strecke  fin,  die  sich  längs  .v  stetig  ändert,  in  der 
Tangentialebene  normal  nach  außen,  so  leistet  dabei  die  Obertlächon- 
spanuung  6*^  eine  Arbeit 

ö'tt.  =  -  S^u/Önäs  =  -  S^u^o„u,  32) 

worin  Soku  die  durch  die  Verschiebung  bewirkte  Vergrößerung  der 
innerhalb  t  liegenden  Grenzfläche  bezeichnet  Verschiebt  man  da» 
gegen  jedes  Randelement  di  in  einer  Bichtung  normal  zu  «S^j^,  so 
ist  die  dabei  geleistete  Arbeit  gleich  NulL 

Da  man  jede  Vergröfierung  der  Grenzfläche,  auch  durch  aus- 
schließliche Änderung  der  Krümmung  bei  festgehaltener  Grenzkurve, 
durch  analoge  mit  den  einzelnen  Flächenelementen  vor- 
genommene  Prozesse  bewirken  kann,  so  giebt  die  Gleichung  (32) 
den  allgemeinen  Wert  für  die  bei  diesem  Vorgang  durch  die  Span- 
nung Sitn  geleistete  Arbeit 

16* 
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So  lange  die  Verilnderang  in  den  Grenzen  bleibt,  innerbalb  deren 
die  Spannung  S,,^  konstant  ist,  hat  die  einer  einzelnen  Grens* 
fläche  o,^^  entsprechende  Arbeit  d'er,  ein  Potential  <p,j  welches  lautet 

Naclidcni  die  A^^)^'it  «Icr  Ohf rll:i(luMisi>Himimj?  bestimmt  ist, 
kann  man  auch  die  (ileichunfr  der  virtiiollcn  Vorrüfkungen  für  eint' 
rulioiide  Flüssigkeit  iint«^'  Hcriicksiclitigiuig  der  ( UterHäclu-nspanniing 
bilden.  In  dem  gewölinlichen  Falle  ink(»m]»ressil)ler  Flüssigkeiten 
lautet  sie.  wenn  (fA„,  ti\4„  und  fV./,  die  gesamten  Arbeiten  der 
k(>r])erliclien  Kriitle,  der  Oberliäclieudriickc  und  der  Obcrliächeu- 
Spannungen  bezeichnen, 

32")  Ö'A^  +  d'Ao  +  t^A,  =  0 ; 

dazu  tritt  als  Nebenbediugimg  die  Konstanz  des  von  jedem  Flüssig- 
k(Mtsteilchen  eingenommenen  Volumens  oder  die  Inkompressibilitäts- 
bedingung  (27"). 

Haben  die  wirkenden  Kräfte  (iesamtpotentiale  0„.  '/>o,  ^„ 
wie  dies  für  die  OberHäehenspanniing  eben  gezeigt  ist,  SO  ist  die  vor- 
stehende Gleichung  äquivalent  mit  der  Bedingung 
32'")  0.  +  0«  +  O». «  Minimum. 

Diese  Formel  kann  man,  wie  das  von  Gauss geschehen  ist, 
als  Ausgangspunkt  fttr  die  Theorie  der  Kapillarität  wählen  und  0« 
darin  aus  der  Annahme  von  Molekularwirkungcn  zwischen  den  Flfis- 
sigkeitsteilchen  bestimmen.  Wir  haben  einen  anderen  Weg  einge- 
schlagen, da  die  GAUSs*sche  Theorie  als  eine  streng  molekulare  nicht 
zu  betrachten  ist»  insofern  die  einzelnen  Teilchen  nicht  unter  allei- 
niger Wirkung  von  Molekularkiilften  im  Gleichgewicht  befindUch 
gedacht  sind,  sondern  die  molekulare  Attraktion  durch  die  Inkom- 
pressibilität  der  Flüssigkeit  kompensirt  wird. 

Eäne  rein  molekulare  Theorie  wird  anscheinend  nur  so  zu  ge- 
winnen sein,  daß  man  sich  auf  den  Boden  der  kinetischen  Gastheorie 
stellt  und  der  Attraktion  die  Zusammenstöße  der  bewegt  gedachten 
Teile  entgegenwirken  läßt 

§  6.   Über  die  Gestalt  einer  unter  gegebenen  Kräften  im  Oleioli- 

gewicht  beflndliohen  nHisigkeit 

Eine  gegebene  Menge  einer  gasförmigen  Flüssigkeit  wird,  wenn 
sie  nicht  in  ein  festes  Gtofäß  eingeschlossen  ist,  nach  der  S.  236 
erörterten  Eigenschaft,  auch  bei  beliebig  verkleinerter  Dichte  immer 
noch  einen  Druck  auszuüben,  sich  unbegremEt  ausdehnen,  und  ihre 
Dichte  wird,  wenn  sie  auch  in  gewissen  Bereichen  infolge  wirkender 
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Kräfte  eine  (-lullirlic  sein  kann,  sich  nach  autSun  hin  im  aligemeiueu 
asymiitotisch  der  Null  nähern. 

Von  einer  (lestalt.  welclie  das  (4as  unter  den  i;efrehenen  Kräften 
annimmt,  kann  in  diesen  Fidlen  nicht  die  h*e<U-  sein;  ein  Bild  seiner 
Ans])reitun^  wird  aber  dureli  das(ieset/.  uaeli  wideliem  seine  I)ielito 
mit  dem  Ort  wechselt,  s])e/iell  durch  die  Gestalt  der  Uberliächen 
koustauter  Diciite  geboten  werden. 

Anders  verhält  es  sich  mit  tropfbaren  Flüssi;j:keiten.  Wenn 
wir  von  ihrer  Verdampfuni^  abseben,  so  nehmen  sie  auch  im  unbe- 
grenzten leeren  Kaum  bei  entllicber  (Quantität  nur  ein  endliches 
Vtdumen  ein  und  eine  bestimmte  (4estalt  an.  Thre  Obertliicbe  in 
diesem  Zustan(k'  nennt  man  in  aller  Strenge  eine  freie  Ober- 
fläclie,  insofern  auf  sie  kein  äußerer  Druck  wirkt.  Man  s})nclit 
aber  im  weiteren  Sinne  von  einer  freien  Oberiläcbe  auch  dann,  wenn 
eine  Flüssiirkeit  durch  diese  Fläche  j^ecfen  iliren  Dampf  oder  gegen 
ein  Gas  ab;^'egrenzt  ist,  vorausgesetzt,  daü  letztere  gegenüber  der 
Flüssigkeit  eine  versclnvindmd  kleine  Dichte  besitzen. 

In  diesem  Falle  ist  nämlich  nach  (-4")  die  Änderung  des  Druckes 
innerhalb  des  (^ases  oder  des  I)amj)fes  verschwindend  kh'in  L'egen- 
über  derjenigen,  welche  auf  gleichen  Strecken  innerhalb  der  tropf- 
baren Flüssigkeit  statttindet,  und  ilemgemäß  ist  der  gegen  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  wirkende  Druck  als  konstant  zu  betrachten. 
Gegen  die  freie  01)erlläche  im  engeren  Sinne  wirkt  also  der  Druck 
Null,  gegen  die  im  weiteren  Sinne  ül)erhau])t  ein  konstanter  Druck. 

Hiernach  reduziert  sich  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  freien 
Obertläclie  einer  Flüssigkeit  auf  diejenige  der  Auftimlung  einer  he- 
stimmtiMi  Fläclie  konstanten  Druckes,  und  ist  in  den  Fällen,  daß 
die  Dichte  o  nur  vom  I)ruck  oder  nur  von  den  Koordinaten  ab- 
liängt.  durcli  die  Fornudn  (2.5")  und  (22"')  überall  da  bereits  voll- 
ständig geli'jst,  wo  die  Kritfte  X  /  von  der  (yestalt  der  Flüssig- 
keit unabhängig  und  ( J ren/.drucke  ///,,.  niclit  wirksam  sin(D^).  Die 
in  dies<'n  Gleiciningen  auftreti-nden  Integrationskonsianten  bestinuneu 
sich  hierbei  in  der  Re<rel  durch  die  gegeben  gedachte  Menge  der 
von  der  F'läche  konstanten  1  »iMickes  und  vou  der  etwa  noch  vor- 
hauilem'ii  GelVißwand  iiegrenzten  Flüssigkeit. 

Wenn  die  wirkenden  Kräfte  aber  von  der  (i estalt  der  Flüssig- 
keit al)hängen,  so  ist  die  Aufizabe  schwieriger,  und  es  gieht,  auch 
bei  fehlenden  (irenzdrucken.  keine  allgemeine  M(  tlmdi'.  sie  zu  lösen. 
Für  den  praktisch  wichtigen  Fall,  daß  die  Krälte  aus  der  Centri- 
fugalkraft  der  gleich t7)rm ig  rotierenden  inkompressibeln  Flüssigkeit 
und  ihrer  gegeuseitigcu  Gravitation  bestehen,  geht  die  Aufgabe 
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dahin,  eine  Olx'rriäclie  von  pepcbrneni  Inhalt  zu  finden,  länps  welcher 
die  Sninnif  (Ut  Potentialt'unktioiien  der  Gravitation  aller  blassen  und 
der  Centrit'uj^aikrart  konstant  sind.  — 

Ein  besonderes  Interesse  nehmen  hei  der  Frajije  nach  der  (lO- 
stalt  einer  tro|)fl)ar<'n  Kliissi^'keit  die  Moicknlarwirkiiniien  in  An- 
sprnch,  welche  dun  li  den  Gruiizdruck  die  Erschein uugeii  der 
Kapi  11  a  ri  t  \\  t  verursachen. 

Nach  ')  ist  bei  Existenz  eines  Poteutiales  (/>'  der  auf  die 
Volnnieneinheit  bezogenen  äußeren  Kräfte  an  der  (irenze  zweier 
Flüssigkeiten  (A)  und  (A),  in  welcher  das  PüteuUai  uui  (i^t,  der 
Druck  um  p^k  springt,  die  Summe 


d.  h.  konstant  Diese  Bedingung  giebt  bei  Berücksichtigung  der 
Kapillarkräfte 


und  damiti  wenn  iff  als  Funktion  der  Koordinaten  Torgeschrieben 
ist,  die  Differentialgleichung  der  Trennungsfl&che  «»m^^ 

Die  Konstanten  bestinimen  sich,  wenn  die  Geeamtmassen 
der  Flüssigkeiten  gegeben  sind,  durch  diese,  in  anderen  Fällen  durch 
die  festgesetzten  Koordinaten  eines  Punktes  der  betreffenden  Oberfläche. 

Eine  mitunter  besonders  bequeme  VerfUguug  beruht  auf  folgen- 
der Überlegung. 

Hat  an  irgend  einer  Stelle  «  die  Fläche  o^i,  eine  verschwin- 
dende mittlere  Krflmmung,  also  einen  Tersohwindenden  Grenzdruck 
pHkf  80  kann  man,  da  und  0)t  nur  bis  auf  eine  additive  Kon- 
stante definiert  sind,  ebenda  zu  Null  machen  und  erhält  hier- 
durch (^ftsO. 

Solche  Stellen  haben  aber  die  Grenzflächen  zwischen  zwei 
Flüssigkeiten  immer  dann,  wenn  sie  Teile  besitzen,  die  sich  ins 
Unendliche  erstrecken,  falls  dort  die  Potentialflächen  die  Gestalt 
von  Ebenen  annehmen.  Nimmt  man  also  daselbst  sowohl  als 
01  gleich  Null,  so  folgt  gleiches  ftkr  (7^». 

Erstrecken  sich  <lio  gegebenen  Flüssigkeiten  nicht  ins  Unend- 
liche, so  kann  man  sie  in  den  Fällen,  wo  sie  mit  testen  Kör]>em 
in  Berührung  sind,  mittels  durch  jene  geführte  Kanäle  immer  mit 
je  einer  unendlichen  Flüssigkeit  gleicher  Art  konunnnizieren  lassen, 
ohne  iladurch  die  Bedingunj^en  des  Problemes  zu  ändern.  Auch  hier 
bestimmt  sich,  wenn  man  an  einer  ebenen  vStelle  von  deren  Grenz- 
Üäcbe  die  Potentiale  0^  und  </>ij  vei-scliwiuden  läüt,  ( zu  Null.  — 


33) 
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Ist  die  wirkende  körperlich«'  Kraft  der  Masse  proportional,  aUo 
^  B  0;  =         80  schreibt  sich  die  Formel  (33) 

bei  gleichen  Diditi^keiten  (>a  und  (j^  verschwindet  die  Wirkung  der 
äußeren  Kräfte  vollständig  und  die  Bedingung  wird  zu 

Diesen  Fall  kann  man  realisieren,  indem  man  eine  FlQflsigkeit  in 
dner  anderen  von  gleicher  Dichte,  mit  welcher  sie  sich  nicht  mischt, 
suspendiert 

Ist  die  eine  {k)  der  beiden  Flüssigkeiten  ein  'Gas,  z.  B.  die 
atmosphärische  Luft,  so  kann  man  neben  Qu  yemachlässigen; 
zugleich  sei  mit  (j  und  S^u  mit  3  Tertauscht  Die  Formel  (SS') 
lautet  dann 

Ist  die  wirkende  Kraft  die  Schwere  und  ist  die  J^Axe  positiv  nach 
oben  gerechnet,  so  nimmt  die  Qleichung  die  Form  an 

+  88"") 

(He  Krüninuiti^'siadii  II  A'^  uud  Ji^  sind  dabei  aus  der  ii'lUssigkeit 
heraus  positiv  gerechnet. 

Denkt  nian  sich  die  Flüssigkeit  mit  einem  unendlichen  Reservoir 
kommuniziereud,  dessen  OberHächo  au  dieselbe  Giisatmosphäre  grenzt, 
wie  die  eigentlich  betrachtete,  so  kann  die  FlüssigkeitsoberÜäcbe 
in  dem  Reservoir  als  eben  angesehen  werden;  rechnet  man  z  von 
deren  Niveau  aus,  so  ist  C  —  ü. 

Hat  die  Flüssigkeit  die  Form  einer  selir  dünnen  Lamelle  zwi- 
schen zwei  Lufträumen,  so  kann  man  die  Formel  (SS'")  auf  die  eine 
Seite  a  derseli>en  anwenden  und,  da  die  Krümmungsradien  auf  der 
zweiten  Seite  />  überall  denen  auf  der  ersten  Seite  nahezu  entgegen- 
gesetzt gleich  sind,  fUr  die  zweite  bilden 

Die  Dift'erenz  beider  Formeln  giebt 

oder,  da  die  Unke  Seite  nach  dem  oben  Entwickelten  gleich  dem 
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Sprung  ist,  liuu  der  Druck  beim  Durchgaug  durcli  die  Lamelle 
erleidet, 

34") 

Die  Krümmungsradien  sind  von  der  Seite  i  nach  der  Seite  a  poeiti? 
gereclmet 

Kommunizieren  die  beiderseitigen  Lufträume  miteinander,  so 
ist  p^ssp^j  und  die  vorstehende  Gleichung  wird  zu 


(lit's  ist  die  für  Mi ni  iiia  1  t'l ;i  clieu  cliaraktcristisclie  Bt-diiigung,  wa-s 
sicli  Much  aus  der  Gleichuug  (32")  in  Verbiuduug  mit  (32)  ab- 
leiten läßt 

Beohachtun^'i'ii  an  hamelleu  sind  sehr  geeignet,  die  Existenz 
der  Olx-rtliU  ln  iisj»annung  S  zu  veranschaulichen,  und  auch,  indem 
man  dit*  Kratt  nuBt,  die  erforderlich  ist,  um  ein  be\vc«;liclies  Stück 
ilirer  Begrenzung  festzuhalten,  ihre  Größe  zu  bestimmen;  dal)ei  ist 
zu  bemerken,  daß,  so  lange  die  Dicke  der  Lamelle  nicht  unter  eine 
gewisse  Grenze  sinkt,  ihre  Spannung  das  doppelte  von  derjenigen  in 
einer  einfachen  Grenztiilche  beträgt.  Allerdings  gestatten  nur  ver- 
hältnismäßig wenig  FitLssigkeiten  die  Herstellung  von  Lamellen  in 
zu  Messungen  geeigneten  Dimensionen.  — 

Die  (t  renzbedingungen,  welche  neben  den  vorstehenden 
1  )itTerentialgleichungen  und  (34)  zur  Bestimmung  der  Trennungs- 
tläche  zwischen  zwei  Flüssigkeiten  erforderlich  sind,  erhält  man 
durcli  Formulierung  der  Bedingung  di^r,  daß  die  sie  begrenzenden 
Linienelemente  unter  der  Wirkung  der  auf  sie  ausgeübten  Kräfte 
im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Äußere  und  Oberflächendmckkräfte 
liefern  hier  einen  yerschwindenden  Beitrag,  es  kommen  sonach  aus^ 
schließlich  die  auf  die  Bandkur?e  wirkenden  Oberflächenspannungen 
in  Betracht. 

Treffen  längs  einer  Kunre  drei  FlOssigkeiten  (1),  (2),  (8)  zusammen, 
und  sind  jS^,  ^S,,,  S^^  die  in  den  Grenzflächen  wirkenden  Spannungen, 
9^1'  9^9  Winkel,  welche  die  Begrenzungen  der  Flüssigkeiten 
(1),  (2^  (8)  an  dem  betrachteten  Linienelement  einschließen  und  welche 
wir  ihre  Randwinkel  nennen  wollen,  so  ist  die  Bedingung  daftkr, 
daß  die  Komponentensummen  der  drei  Spannungen  nach  allen 
Richtungen  verschwinden, 

35)  .'^»»    =  . 
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Diese  Formel  stellt  den  zweiten  Hauptsatz  der  Kapillaritätslehre 
dar  und  ist  zuerst  von  F.  Nei  manx      ange^^ebeu;  sie  bestiniuit  zu- 
sammen mit  der  Beziehung  (fi+tp^  +  tp^—^js  alle  drei  Wiokel 
Tollständig. 

Man  ersieht  aus  (35),  daß  drei  Flüssigkeiten  längs  einer  Kunre 
nur  dann  im  Gleichgewicht  sein  können,  wenn  die  drei  Ungleichungen 
bestehen 

Ist  eine  von  ihnen  nicht  ertüllt,  so  wird  sich  die  eine  Flüssigkeit 
als  eine  Schicht  zwischen  die  beiden  anderen  hineinscliiebeu  und 
sie  trennen. 

Sind  sie  aber  ertüUt,  so  ist  das  Gleichgewicht  stabil,  denn  bei 
einer  Verschiebung  der  Grenzkurve  wird  eine  Kraft  erregt,  die  sie 
in  die  frühere  Ijage  zurückführt. 

In  der  That,  betrachtet  man  die  (4e8amtkomponeiite  .\  der  <lrei 
Spannungen  nach  einer  beliebigen  Kichtung  71  normal  zu  einem 
Linienelement  der  Greuzkurrei  so  ist  zunächst  nach  (35): 

N=  ^3  008    +     cosy,  +  S^^coap^  =  0, 

falls  i/j,  r.,,  die  Winkel  zwischen  Ag^,  8^^^  S^^  und  n  bezeichnen. 
Hält  man  alle  drei  Grenzlhichen  von  einer  beliebigen  endlichen 
Entfernung  a  von  der  Schnittkurve  aus  fest  und  vorschiel)t  das  be- 
trachtete Linienelenient  in  der  Richtung  w  um  aus  seiner  Gleich- 
gewichtslage, so  wird  eine  Kraft  ()'A"  entstehen,  gegeben  durch 

~  —  (S^^  einv^ÖPi  -H  S^^  sin    Öp^  sin 

oder,  da  Öp^     ~-  hui     ist,  durch 

^ «  _  ^  ('^ia  ^^^^     +  ^1  ^^"^     +  ^i»  ''a)- 

Die  Krall  ist  also  negativ,  da  nach  der  Voraussetzung  alle  >  0 
sind;  das  Qleichgewidit  ist  somit  stabiL  — 

Stofien  in  einer  Grenzkur?e  mehr  als  drei  Flüssigkeiten  zu- 
sammen, so  ist  die  Gleichgewichtslage  nicht  bestimmt,  da  für  vier 
Winkel  nur  drei  Bedingungen  vorhanden  sind,  und  das  Gleich- 
gewicht selbst  im  allgemeinen  labil 

Dies  erkennt  man  in  dem  Falle^  daß  yier  Flflssigkeiten  (1),  (2,)  (8), 
(4)  vorbanden  sind,  ein&ch  so,  daß  man  an  dem  betrachteten  Linien- 
element  zwei  der  vier  Grenzflächen  [z.  B.  (2,  3)  und  (3,  4)]  unge- 
ftndert  läßt  und  die  beiden  anderen  [(1,  2)  und  (1,  4)]  parallel  mit 
sieh  in  einer  beliebigeu  Richtung  n  fortscliiebt,  so  dat5  parallel  7t 
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ein  Stück  einer  neuen  Grenze  zwischen  den  Flüssigkeiten  (2)  und  (4) 
entsteht,  die  zuvor  sich  noch  nicht  längs  einer  Fläche  hertthrten. 
Parallel  mit  n  wirkt  nun  auf  das  Linienelement,  in  dem  jetzt  (2),  {H),  (4) 
zusammenhängen,  in  leicht  Terständlicher  Bezeichnung 

+  '^23  ^'^^  "23  +  '"^31  COS  Vsi  =  ^'l  ' 

auf  dasjemgei  in  wclchcni  (1),  (2),  (4)  zusammeulKuigeu, 

—  ^  +  ^,  COSITj,  H-  ^,4  0081^1^  =  Ny 

Da  die  ursprüngliche  Lage  eine  Gleichgewichtslage  sein  sollte,  mufi 

cos      +  ä;,  cos  i'23  -f  \t  COS  v^^  +  .S;j  cos  f^j  =  0 

sein,  es  ist  also  +  =  0,  al»pr  je  nacli  den  Werten  der  S^^^  und 
der  Riclitung  von  m  kann  iVj  und  ebenso  wold  positiv  als  nej»ativ 
sein,  während  zum  stabilen  (Tieichgewicht  N^>0  und  N^<0  er- 
forderlich wäre.  Damit  ist  aber  die  Labilität  des  Gleichgewichtes 
erwiesen.  — 

Läuft  die  GreuzHüche  zwischen  zwei  i?'lüssigkeitcn  (1)  und  (2) 
gegen  einen  stetig  gekrümmten  starren  Körper  (0),  so  wird  die  Kom- 
ponente der  ()l)erHächenspannungen  normal  zu  dessen  Oberfläche 
durcli  seine  Festigkeit  zei-stört,  und  die  Gleichgewichtsbedingung 
betrifft  nur  die  tangentiale.  Sie  lautet  hier,  falls  man  die  Rand- 
Winkel  der  Flüssigkeiten  (1)  und  (2),  welche  sich  zu  a  ergänzen, 
resp.  mit  tp^  und  bezeichnet: 

Ä„  cos  (f^  4-      =  .s;,, 

oder 

5„cos^,  +  ^ot  —  *oi* 

iSjj  und  'V„^  bezeichnen  <lie  ObertliU  liciispaiinungen  in  den  Grenzen 
zwischen  der  Flüssigkeit  (1)  odt-r  (2)  uiul  dem  Kih'jier  (0);  sie  sind 
j)ositiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Flüssigkeiten  das  Hestrelten 
haben,  ilire  Heriilii  iingslläche  mit  dem  festen  Körper  zu  verkleinern 
oder  zu  vergrößern. 

Man  erbülL  somit  für  die  Randwinkel  die  Bezi«-hungen 

85")  cosy,  ^-^-  r^H,  cosy,-*»f 

Es  scheint  hiemach,  als  ob  bei  geeigneten  Werten  you  ^|  und 
der  absolute  Wert  you  cos  resp.  cos  größer  als  EänSi  der  Rand- 
wüikel  also  imaginär  werden  könnte.  Die  Beobachtungen  zeigen 
indessen,  daß,  wenn  die  eine  der  beiden  Flüssigkeiten,  s.  R  (2), 
gegen  den  festen  Körper  eine  nogatiYe  Oberfläohenqiannung  besitzt, 
sie  ihn  bei  stattfindender  Berührung  in  einer  dttnnen  Schicht  Ober- 
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zieht,  d.  h.  benetzt  so  daü  der  feste  Körper  dadurch  gewiasemuiBeii 
die  Konstante  der  Flüssigkeit  (2)  erhält 

Demgemäß  wird  dann      s  0,      —      und  wir  erhalten 

cos  y  j  SS  —  1 ,    cos     ~  +  1 » 

d.  h.  die  (ircn/iliiclic  (1.  2)  taii^nert  die  Obcrtläche  des  festen  Kör- 
pers nach  der  Seite  der  Flüssigkeit  (l)  hin. 

Der  an  sich  denkbare  Fall,  dab  sowohl  S^^,  als  'S',,^  positiv,  und 
die  Ausdrücke  (35")  ilireni  absuluteii  ^^'e^te  nach  größer  als  Kins 
sind,  scheint  in  der  Natur  überhaupt  nicht  vorzukommen;  es  bleibt 
viehnelir  ))ei  allen  bekannten  Kombiiiatioueu  —  erheblich 
kleiner  als  das  entsj)rechende  S^.^.  — 

Ein  besonders  wichtiger  F^dl  ist  der,  daß  die  eine  der  beiden 
Flüssigkeiten  (1)  und  (2),  z.  B.  (2),  ein  Gas  ist;  dann  ist  /SJ,,  ver- 
schwindend, S^^ss  ii^  3^^=s     und  die  Bedingung  (33)  wird  zu 

cos  ff,  =  -  ^;  86'") 

Aber  sie  gilt  dasselbe,  was  zu  der  allgemeineren  Formel  gesagt  ist. 

Hat  die  Flüssigkeit  die  Gestalt  einer  im  Luftraum  ausgespann- 
ten Lamelle,  die  gegen  einen  starren  von  ihr  benetzten  Körper  läuft, 
80  wird  wegen  ™  8^^  die  Grenzbedingung  zu  cos  »  cos^,  »  0; 
die  Lamelle  mu0  also  überall  normal  auf  dem  festen  Körper  stehen. 

Treffen  mehrere  Lamellen  derselben  Flüssigkeit  in  einer  Kurve 
zusammen,  so  befinden  sie  sich  nach  (85)  u.  f.  nur  dann  im  stabilen 
Gleichgewicht,  wenn  ihre  Anzahl  gleich  drei  ist,  und  wenn  sie  die 
Winkel  von  120°  miteinander  einschließen.  — 

Aus  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (33)  für  die  kapilüire 
Oberfläche 

-  -  + j = r   + '  z  r ') ' 

in  welcher  die  Konstante  Cf^,^  nach  S.  246  gleich  Null  gesetzt  und 
die  Normale  n  von  der  Flüssigkeit  h  nach  der  Flüssigkeit  k  hin 
positiv  gerechnet  ist,  kann  man  einen  einfachen  und  allgemeinen  Satz 
ableiten,  wenn  man  dieselbe  über  die  Projektion  m  eines  beliebigen 
Bereiches  o  der  Fläche  o^^^  auf  die  X  7- Ebene  integriert  Der  Ein- 
fachheit halber  sei  angenommen,  daß  diese  Projektion  o»  die  JCF- 
Ebene  überall  nur  einfach  überdeckt,  so  daß  in  der  Formel 

({  r  d  if  =  d  (,)  =  -\-  d  o  COS  (/i ,  z) 

immer  dassellte  Vor/eiclien  —  etwa  das  positive  —  gilt;  in  dem 
allgemeineren  F  alle  hat  mau  das  lutegrutiousbereich  uß  in  ange- 
messene Teile  zu  zerlegen. 
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Unter  Anwendung  der  Betraclituugsweise,  welche  zu  der  Foniul 
(29")  geführt  hat,  erhält  man  dann,  wenn  mau  die  Kandkune  von 
o  mit  ihre  Projektion  auf  die  JCl  - Ebene  mit  a  und  deren  äuÜere 
Normale  mit  v  bezeichnet: 

Konsfruirrt  man  nun  durch  die  Handkurve  .v  eijien  izeradcn  Cvliniler 
parallel  der  /-Axe  bis  zu  der  Ohertliiehe  —  0.  iiher  deren  Laiie 
wie  (»heu  si»  vcrfüirt  ist.  daß  sie  durch  eine  Stelle  vcrschwiudender 
mittlerer  Krümmung  aut"  o^  ^^  hindurchgeht,  und  setzt  mau  wie  S,  247 
^l^hk  —  {(ft  ~  Qi)  ^*  ^  k&nn  mau  das  Integral  iinka  auch  schreiben 

wo  die  Integration  über  dio  «janze  Begrenzung  O  des  konstruierten 
cylindrischen  Stückes  ausgedehut  ist    Dies  giebt  aber  auch 

((>*-(^*)/^^^c/A  oder  -.{fj^^fj^)Jzäk, 

wo  Z  die  auf  die  Masseneinhett  bezogene  Komt>onente  der  wirken* 
den  körperlichen  Kraft  bezeichuet,  und  das  Integral  über  den  Inhalt 
des  Cylinders  erstreckt  ist. 

DiskutitTt  man  die  verschiedenen  nach  den   rmständcn  m?Vp^- 
licheu  \  urzeieheu,  so  ergieht  die  ganz  allgemeine  schließliche  Formel 

360  T  fe*  -  Qk)fZdk  =  S„ifdscos{8,g) 

das  Resultat,  daß  die  in  der  Raudkurve  angreifende  Oberflachen- 
spannung der  Differenz  der  auf  den  Cylinder  wirkenden  körperlichen 
Kräfte  bei  Erfüllung  mit  der  Flüssigkeit  {h)  oder  (A)  das  (ileich- 
gewicht  hält.  l)i<'N  kann  man  auch  dahin  aussj)rechen,  dali  dii>c 
Spannung  jenen  Cylinder,  gefüllt  mit  der  eineu  Flüssigkeit,  innerhalb 
der  anderen  trägt. 

Im  Falle,  <l:d.'>  die  Schwer«'  die  einzige  wirkende  körperliche  Kraft 
ist,  entspricht  die  Obertläche  0  =  0  nach  S.  247  dem  unendlichen 
Niveau.  Ist  in  dasselbe  <Mn  vertikaler  ('vlind»'r  oder  ein  vertikales 
cylindri.sches  Rohr  von  ringsum  gleicher  ( )l>erfIächenbescliafVen)ieit 
eingetaucht,  so  ist,  wenn  man  liir  .v  die  Kandlinie  der  ( )l)ertl;iche 
wählt,  daselbst  /.S,z  konstant  und  zwar  gleich  dem  Kandwinkel 
ffh,  falls  (//)  die  untere  F^liissjgkeit  be/eichnet  uml  die  Z-AxQ  ver- 
tikal nach  nuten  gerichtet  ist    his  gilt  dauii 

36")  -       r=  Äfcfcjcosy», 

worin  /  das  über  das  unendliche  Niveau  gehobene  Volumeu  bvdeutet 
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Ist  rfh  >  7^/2,  so  ist  /'<  0,  und  i's  findet  domgemäB  eine  Deprossion 
der  Obertlächc  o^^.  unter  das  unendliche  Niveau  der  FlUssipkeit  statt. 

Ist  die  i^lüssigkeit  k  ein  Gas,  so  gilt  nach  früheren  Bezeich- 
nungen 

(j^  r  ssG  ^  Sscostpf  36 ') 

wo  G  das  gehobene  Gewicht  bezeichnet  Dieser  spezielle  Satz  ist 
von  Lai'LACE*')  gegeben  und  liefert  bei  beiietzendeu  Flüssigkeiten, 
wo  ff  =  Of  also  G  x=s  8s  ist,  die  Theorie  einer  bequemen  Bestim- 

mungsnietljode  für  S.  Hängt  man  nämlich  eine,  etwa  aus  dünnem 
Blech  gefertigte,  Tvlindertläclie  über  einem  großen  Fliissigkeitsn  ser- 
voir  mit  zuniiehst  hori/.< »ntaler  Ohertläche  so  auf.  daü  ihr»'  Axe  ver- 
tikal steht,  und  die  untere  horizontale  Be;,q-en/.ung  fast  die  Oher- 
fläche  berührt,  so  ist  die  Kiatt.  welche  nötig  ist,  um  <len  Cvlinder 
nach  erfolgter  Bem'tzung  in  dieser  Position  zu  erhalten,  gleich  2*b'«, 
wenn  *  die  Länge  der  (irundlini«-  des  Cvlinders  ist. 

Bei  nicht  benetzenden  Flüssigkeiten  leiden  alle  Methoden,  bei 
welchen  der  liandwinkel  in  Betracht  gez(»gen  werden  muü,  an  Vi\- 
genauigkt'iten,  welche  daraus  tlielieii.  daß  der  Einstellung  einer 
Flüssigkeit  an  einer  nicht  benetzten  Wand  eine  starke  gleitende 
Keibung  entgegenwirkt. 

I)ic  sicherste  Methode  ist  hier  die  Messung  d(*s  Krümniungs- 
ratlius  R  in  der  Kuiijie  einer  liotatioic^lläche  und  des  hy<lrostatischen 
|)ruckes,  welcher  ♦■hendu  wirkt  und  welcher  aus  der  Höhe  der  Kuppe 
über  dem  unendlichen  Niveau  folgt.    Aus  (33"")  erhält  mau  dann 

Andere  Beobachtungsmethoden,  wclclie  die  gleichzeitige  Be- 
stimmmig  des  Kandwinkels  und  hierdurch  der  Difl'erenz  der  Ober- 
ttachenspannungen  S^^  —  S^^  der  Flüssigkeiten  gegen  die  feste  Wand. 
—  bei  nur  einer  Flüssigkeit  und  einem  (Tas  von  S  allein  — ,  som  Ziele 
haben,  beruhen  auf  der  Messung  von  Dimensionen  an  theoretisch 
nach  ihrer  Gestalt  bestimmbaren  Grenztlächen,  z*  B.  an  Tropfen 
auf  ebenen  Unterlagen,  an  Flttssigkeitssäulen  in  engen  Böhren  oder 
zwischen  parallelen  Platten. 

§  7.    Besul tierende  Komponenten  und  Momente  des  hydrostatischen 
Druckes  gegen  starr«  Körper.   Kapillare  Kräfte. 

Die  Kräfte  und  Momente,  welche  durch  die  Wirkung  des  Druckes  p 
gegen  einen  festen  Körper  A',  z.  B.  gegen  ein  Stück  des  die  Flüssig- 
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keit  eiithultendeu  (ieilißes  entstehen,  sind  durch  die  fulgeudeu  For- 
mehi  gegeben: 

r  «//>cos(«',y)rfo', 

Z'  =  fp  cos  («',  z)  d 
L  =  f  p  (y  cos  [n\  z)  —  z  cos  (//,  y) )  il  o' , 
jir  =»  Sp{^  CO»  («',  or)  —  X  COS  (»',  z)  j    ö' , 
N  ^  fp{3B COS (n',y)  —  y cos (n', x)) rf o  . 

Tu  iluion  ist  das  Tntepjral  üIxt  die  [gesamte  von  der  Flüssigkeit  be- 
di'i  ktr  OIkuMIücIr'  d'  von  h'  nu^ziidchneu;  diu  ^iormaie  n  ist  aus  der 
Flüssigkeit  licraus  ])ositiv  f^cziililt. 

Ist  die  Oix'rtiäclic  ,<;t'scliloss(Mi,  und  ist  di»'  Fli'issiirkcit  in  ihrem 
Innern  vorhanden,  so  kann  man  die  f)l)erfläelieninte,«j;nile  in  Kuum- 
intcf^rale  Uber  das  von  der  Flüssigkeit  orfidltr  Bereich  k  verwandeln, 
da  p  nach  Annahme  stetig  ist;  es  folgt  dann  unter  Kücksicht  auf  (22) 


37') 


Die  Gesamtkom])onenten  und  Momente,  welche  diis  Gefäß  &- 
fährt)  sind  also  dieselben,  welche  die  Flüssigkeit  seitens  der  ausge- 
übten Kräfte  X',  JT,  erleiden  würde,  wenn  sie  in  einen  starren 
Körper  Terwandelt  werden  könnte. 

Ist  die  geschlossene  starre  Fläche  rings  von  der  Flilssigkeit 
umgeben,  läßt  sich  p^  das  nur  für  den  äußeren  Baum  definiert  ist) 
in  den  Linenraum  K  stetig  analytisch  fortsetzen,  und  gilt  gleiches 
demgemäß  von  T  und  Z*,  so  erhält  man  die  obigen  Resultate, 
nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  und  mit  Yertauschung  ?on  i 
mit  h'.  Die  auf  den  starren  Körper  ausgeübten  Komponenten  und 
Momente  sind  also  hier  denjenigen  entgegengesetzt  gleich,  welche 
sich  mit  den  in  sein  Inneres  analytisch  fortgesetzten  Krafikompo- 
nenten  JT,  T,  Z*  berechnen  würden. 

Ist  die  Flüssigkeit  homogen,  so  sind  sie  denjenigen  Komponenten 
und  Momenten  entgegengesetzt  gleich,  die  ein  Hohlraum  von  gleicher 
Größe  wie  der  Körper,  mit  derselben  Flüssigkeit  erfüllt,  durch  die 
gleichen  körperlichen  Kräften  erfahren  ¥rürdA. 

Dies  ist  die  allgemeine  Fassung  des  sogenannten  AndiimediMheD 
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Prinzipes^^  auf  dem  die  bekanatesto  Metbode  zur  BesUmmuug  der 
Dichte  fester  Körper  berulit. 

Sind  unter  den  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten  Kräften  solche, 
die,  ähnlich  wie  Gravitationswirkungen,  von  dem  l)etrachteten  festen 
Körper  ausgehen,  und  die  8.  37  zusammengestellten  Eigenschaften 
besitzen,  so  geben  diese  gleichfalls  ihren  Anteil  zu  den  berechneten 
X,  ...X';  es  ist  aber  zu  bedenken,  daß  die  Gegenwirkung,  welche 
die  Flüssigkeit  auf  den  festen  Körper  ausübt,  diesen  Teil  kom- 
pensiert. 

In  der  Thatläßtsich  dann  z.  B.  die  erste  Gleichung  (37')  schreiben, 
indem  man  T  als  von  allen  Elementen  dk'  des  festen  Köqiers  auf  das 
Element  dk  der  Flüssigkeit  ausgeübt  gleich  / äk'Xi,^  einfuhrt: 

die  (lesanitkomponente  X\y  welche  die  Attraktion  der  Flüssigkeit  auf 
den  Körper  ergiebt,  ist  aber 

Jl{  =  /  d  k'  f  d  k  Ajk'ik , 

also  der  oberen  entgegengesetzt  gleich. 

Ebenso  erh&lt  man  dem  ersten  Moment  in  (37  ) 

fdkfdk'(SSl„y„  -  n^zi) 

eDtsprecbund  die  Reaktion 

L'i^  Jdli  fdk{Z:i^ty,f  -Jfc'***'), 

welche  ersteres  gerade  aufhebt 

Demgem&ß  kann  also  auch  die  Molekularatiraktion  zwischen 
FlOerigkeit  und  Körper,  oder  die  OberBächenspannung  in  der  Grenze 
zwiaehon  beiden  keine  resultierenden  Kr&fto  und  Momente  auf  den 
KiOrper  ausüben. 

Anders  verliftlt  es  sich  dagegen  mit  der  Wirkung  der  kapillaren 
Oberfiftchenspaanung,  welche  zur  Geltung  kommt,  wenn  die  Grenze  ojkt 
zweier  Flüssigkeiten  (A)  und  (A)  gegen  die  Oberfläche  des  Körpers 
l&nft,  und  welche  die  Tendenz  hat,  diese  Oberflftohe  zu  Terkleinem. 

Wird  die  Oberflächenspannung  wieder  mit  S^u  bezeichnet,  so 
nehmen  die  Werte  X,  Z  bei  ihrer  Berücksichtigung  die  Ge- 
stalt an 

X'  =  f  p  cos  (w',  .r)  d  o  4-  .y,.  j.  /  cos  {ß ,  .r)  d  s',  j 

y  =  f  p  eos  («',  y)  d  li  -\-  S,,^  f  cos  (-V.  f/)  d  s'',     ,  88) 

Z^/pc4n{n',z)do'+S^tfcoB{S,z)de.  i 

Hierin  be/eicbnet  ds  das  Element  der  Kaudkurre  normal 
zu  welcher  die  Spannung  6]^^  wirkt 
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Bestimmt  man  die  Integratioittkoiistante  wie  auf  S.  246  durch 
Einführung  einer  Stelle  a  der  Grenzfläche  othk,  ftr  welche  die 
mittlere  Krümmung  yerschwindet»  der  Druck  beim  Durchgang 
durch  die  Fläche  also  nicht  springt,  und  für  welche  beiderseits 
der  Potentialwert  gleich  Null  gesetzt  ist»  so  wird  nach  (22'") 

Führt  man  diese  Werte  in  die  erste  (ileichnng  (38)  ein,  so 
erhält  man,  weil  f  C08{n\x)do'  über  eine  geschlossene  Flache  ge- 
nommen verschwindet, 

I  r=  -  /  (fit'  C08{n,  x)do\-  /{iÜ'  C08{n\  x)do)^ 

1  +5»»/co8(i^x)rf*'; 

das  erste  Integral  bezieht  sich  auf  den  mit  (A),  das  zweite  auf  den 
mit  (A)  bedeckten  Teil  der  Oberfläche  o'  des  Körpers  A'. 

Begrenzt  man  einen  Teil  o  der  Trennungsfläche  oj^*  vollständig 
einerseits  durch  die  Grenzlinie  andererseits  durch  eine  beliebige 
auf  OAik  gezogene  Eurre  s,  und  wendet  auf  diesen  Teil  die  Glei- 
chung (36)  an,  indem  man  nur  z  mit  x  vertauscht,  und  addiert  man  das 
Resultat  zu  (38'),  indem  man  bedenkt,  daß  in  (86)  die  Spannung  8 
Ton  außen,  in  (38)  Ton  innen  her  gegen  die  Bandkurve  »  wirkend 
eingeführt  ist,  so  erhält  man  nach  leichten  Reduktionen 

A"  =-/(</>'  cos  (iV,  x)  d  0)^  -  f  (  Hi  cos       r)  d  0)j, 

+  Shkf  cos (6',  x)dg. 

Hierin  bezieht  sich  das  erste  Integral  auf  das  ganze  von  s  be- 
grenzte StQck  Ofcsaoi+o  der  Oberfläche  von  (A),  das  zweite  auf 
das  ganze  von  *  begrenzte  Stück  0^=0^  +  0  der  ( )bertläche  von  (A), 
welche  zum  Teil  an  die  andere  Flüssigkeit,  zum  Teil  an  den  festen 
Körper  grenzen;  iV  ist  die  aus  der  betreflenden  Flüssigkeit  heraus 
positiv  gerechnete  Normale  auf  0\  das  Bandintogral  bezieht  sich  auf 
die  willkürlich  gezogene  Grenzkurvi^  <.  nnd  die  Spannung  ist 
▼on  außerhalb  o  gegen  sie  wirkend  eingeführt. 

Für  manche  Anwendungen  ist  es  bequem,  das  Kaudintegral  zu 
schreiben 

38")  /C08(5,  x)ds  «  /co8(ii,  p)dff, 

worin  <r  die  Projektion  von  t  auf  die  Ebene  und  v  ihre  Nor< 
male  bezeichnet,  welche  zu  <r  und  X  liegen  muß  wie  n  zu  f  zu  5. 

Die  Oberflächenintegrale  lassen  sich  nach  dem  252  an- 
gewandten Ver&hren  häufig  anschaulich  deuten. 

Yergleicht  man  die  SchluBformel  (88")  mit  der  Ansgangs- 
formel  (38'),  so  erkennt  man  den  Satz,  daß  man  zum  Zwecke  der 


38") 
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Bereclmuu^  dor  Konijioneiiten  A',  J ',  /f,  wclcli«'  der  betraclitete  feste 
Körper  erfährt,  seiner  OberHäclit'  <>'  ein  Ixlii  liiires  beuachburtes 
Stück  V  der  liegen  ihn  biufenden  Treuniingstliiehe  der  beiden 
tTüssigkeiten  (//)  und  [h)  /utiigen  kann,  wenn  nuin  nur  die  gegeu 
dasselbe  beiderseitig  wirkenden  hydrostatischen  Drucke  ebeul'alls  in 
Rechnung  zieht  und  die  Obertliiehenspaunung  .V/.^  nicht  gegen  die 
wirkliche  liandkurve  »'  der  (Treuztiäche  ö,,^  am  starren  K(>rper, 
sondern  gegeu  die  zweite  Begrenzung  s  von  o  wirken  hißt.  Dieser 
fruchtbare  Satz  hißt  sich  direkt  durch  die  (Überlegung  plausibel 
machen ;  daß  man  im  (ileichgewielitszustaud  das  Stück  o  der 
Trennuugsthlche  starr  werden  und  fest  am  Körper  haften  lassen 
kann,  ohne  das  Gleichgewicht  /u  stören.  — 

Ist  die  wirkende  Kraft  die  ächwere,  und  liegt  die  positive  i^Aze 
vertikal  nach  oben,  so  ist  il/f^Qgz  also 


worin  X  die  ^Koordinate  yon  d  0  beseichnet  Ist  endlich  die  obere 
Flfissigkeit  (A)  ein  Gas  oder  der  leere  Baum,  so  gilt  noch  einfiMsher, 
indem  man  die  Indices  jetzt  fortläßt» 


Diese  Gleichungen,  denen  analoge  für  Y'  und  Z'  zuzufügen 
sind,  gestatten  Tiele  interessante  Besultate  ohne  alle  Rechnung  ab- 
zuleiten. ^ 

Befindet  sich  ein  beliebiger  Körper,  dessen  Oberflftche  TOn  Ort 
zu  Ort  beliebig  wechselnde  Natur  hat,  so  daß  die  Grenzwinkel  der 
Flüssigkeiten  ringsum  stetig  Tariieren,  schwimmend  in  einem  unend- 
lichen Bassin,  in  welchem  zwei  Yerschieden  schwere  Flüssigkeiten 
übereinander  geschichtet  sind,  so  daß  sein  oberer  Teil  ganz  in  der 
oberen,  der  untere  in  der  unteren  Flüssigkeit  liegt,  so  rücken  wir 
die  Grenzkunre  §  ins  Unendliche;  dort  liegt  die  Grenzfläche  Oi^^^ 
beider  Flüssigkeiten  und  demgemäß  8^^,  in  der  X  7- Ebene,  und  in- 
folge dessen  sind  hier  die  Bandintegrale  in  den  ITormeln  (39)  für  X\  T 
und  ^  gleich  NulL  Die  Oberflächenintegrale  in  dem  Ausdruck  für 
JT  und  T  Yerschwinden  gleichfalls,  denn  die  Projektionen  der  Ober- 
flächen und  Oft  überdecken  die  YZ'  und  iTlT-lfibene  überall  ein 
geradzahliges  HaL  Demgemäß  erföhrt  ein  schwimmender  Körper 
unter  den  Yorausgesetzten  Umständen  keine  horizontale  Kraftwirkung. 

Dagegen  geben  die  Oberflächenintegrale  in  dem  Werte  von  Z* 
die  Gewichte  der  Flüssigkeiten,  welche  zwischen  den  Flächen  0^ 


.V  =  —  g  ^  J' z  CüS ,  x)dÜ  4-  6'  /'  cos x)ds . 


3ü') 
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reap.  und  der  Ebene  des  unendlichen  Nireaus  liegen,  und  zwar 
mit  ▼erschiedenem  Vorzeichen,  je  nachdem  sich  die  begrenzenden 
Stücke  unterhalb  oder  oberhalb  der  Ebene  z  s  0  befinden.  In  dem 
auf  die  untere  Flüssigkeit  (A)  bezogenen  Integral  erscheinen  die 
unterhalb  dieser  Ebene  gelegenen  Volumina  mit  negatiyem,  die  ober- 
halb gelegenen  mit  positifem  Zeichen,  in  dem  auf  die  obere 
Flüssigkeit  (A)  bezüglichen,  wegen  des  entgegengesetzten  Sinnes  der 
Normalen,  umgekehrt  Demgemäß  ergiebt  sich  folgendes  Besultat 
Bezeichnen  und  die  Volumina  der  Teile,  in  welche  die  ESbene 
X  B  0  den  festen  K5rper  zerlegt,  und  bezeichnet  V  das  Volumen  der 
unteren  Flüssigkeit,  welches  aus  dem  Niveau  herausgeschoben  ist, 
positiv,  wenn  es  gehoben,  negativ,  wenn  es  gesenkt  ist,  dann  gilt 

39")  Z'=./((., 

Die  ersten  beideu  Glieder  geben  die  Gnißc  <les  Auftriebes,  wie 
er  dem  arcliimedisclien  Prinzii)  entapricbt,  (bis  letzte  den  Einfluß 
(lei-  Kapillaritätskräfte.  Die  Gleichuug  (80")  stellt  eine  Ver- 
allgemeinerung des  LAPLACB'schen  Satzes  (36"')  dar.  — 

Schwimmen  in  dem  vorausgesetzten  Bassin  zwei  in  Bezug  auf 
die  J'Z-Ebene  spiegelbildlich  gleicligestaltcte  und  gleichgelegene,  im 
übrigen  beliebig'»-  Körper,  SO  wird  die  Grenztiäclie  o/,jk  der  Flüssig- 
keiten durch  die  I^^Ebene  normal  geschnitten.  Die  Schnittkurve 
wählen  wir  neben  einem  unendlich  großen  Halbkreis  zur  Be- 
grenzungskurve s  und  betrachten  zunächst  die  ^-Komponente  der 
Kraft,  welclie  auf  den  nach  +  .V  zu  gelegenen  Körper  wirkt 

Die  Projektion  von  «  auf  die  /i/-Ebene  besteht  aus  der  i  -Axe 
und  der  Kurve  «j,  die  umschlossene  Fläche  sei  mit  q  bezeichnet, 
die  Neigung  der  Kurve  gegen  die  T-Aze  mit  «r.  Dann  giebt 
Formel  (39) 

40)  X'^'9{»k-Q^S\z\dq-  S,,  J^^^  dy. 

Von  z  ist  der  absolute  Wert  \z\  genommen,  weil,  wie  man  leicht 
erkennt,  das  Integral  stets  positiv  sein  muB. 

Haben  die  Körper  die  Gestalt  von  Cylindem,  deren  Axen  der 
JT-Aze  parallel  liegen,  so  verschwindet  das  zweite  Integral;  das  erste, 
welches  den  hydrostatischen  Druck  gegen  die  Fl&che  q  angiebt,  aber 
von  der  Form  und  Entfernung  der  Cylinder  im  übrigen  ganz  unab- 
h&ngig  ist,  bleibt  allein  übrig;  die  auf  die  Cylinder  ausgeübte  Kraft 
findet  stets  im  Sinne  einer  gegenseitigen  Anziehung  statt 

Für  die     Komponente  der  wirkenden  Kraft  ergiebt  sich  der 
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Wert  Null;  die  iT- Komponente  bestimmt  dch  nach  Formel  (39"), 
nur  let  unter  V  ftaaechliettlich  das  ▼eitefaobene  ElflBsigkeitBqnantam 
auf  der  einen  Seite  der  J^^- Ebene  zn  Terstehen.  — 

Ahnlich  kann  man  den  Anteil,  welchen  die  Kapillarit&takiftfte 
an  der  Z-Komponente  geben ,  Überall  da  leicht  anschaulich  be- 
stimmen, wo  sich  um  den  untersuchten  Körper  auf  der  FlOssigkeits- 
oberfl&che  eine  Kurve  t  yon  der  Eigenschaft  ziehen  läßt,  dafi  in 
ihr  die  Oberflächenspannung  Ssk  horizontal  liegt  In  aUen  diesen 
Fällen  gilt  die  Formel  (30"),  wenn  man  das  in  ihr  auftretende 
Volumen  seitlich  begrenzt  durch  den  Tertikaien  Cylinder  durch  «. 
Ein  einfaches  Beispiel  giebt  ein  Rotationskörper,  der  in  einem  gleich- 
falls als  Rotationskörper  gestalteten  GteM  koazisl  schwimmt 

Wenn  in  dm  unendlichen  Bassin  zwei  Körper  yerschiedener 
Oberflächenbesehaffenheit  schwimmen,  so  daß  zwischen  ihnen  auf 
der  Oberfläche  eine  Knrre  #j  zu  ziehen  möglich  ist,  die  durchaus 
in  der  Höhe  des  unendlichen  Niveaus  liegt  und  sich  nach  beiden 
Seiten  ins  Unendliche  erstreckt,  so  kann  man  sie  durch  einen 
gleiefa&lls  im  Unendlichen  liegenden  Kreisbogen  zu  einer  ge- 
schlossenen Kurve  s  vervollständigen. 

Über  den  umschlossenen  Teil  von  und  integriert  ver- 
sehwinden in  Formel  (39)  die  Oberflächenintegrale  und  es  bleibt 

X' «  +     /cos  (Ä,  x)  ds,  40') 

d.  h.  die  Oesamtkomponente  aller  von  außen  gegen  «  wirkenden 
Oberflächenspannungen  nach  der  Bichtung  yon  X 

Sind  die  beiden  Körper  Cylinder  von  der  gegen  ihren  Abstand 
bedeutenden  Länge  X,  deren  Axen  der  F-Axe  parallel  liegen,  und 
schneidet  die  Oberfläche  die  AT-Ebene  unter  dem  Winkel  r,  so 
giebt  die  Formel 

A"  =  ±  Ä^»/(l  -  cos  z)dif  =  ±  -S« X (1  -  C08  r),  40") 

wo  sich  das  obere  Zeichen  auf  den  nach  +A,  das  negative  auf 
den  nach  —  X  gelegenen  Cylinder  bezieht 

Die  ausgeflbte  Kraft  wirkt  also  im  Sinne  einer  Abstoflung 
der  beiden  Körper.  — 

Eine  der  auf  S.  266  ausgeführten  Umformung  analoge  gestatten 
auch  die  unter  Berttoksichtigung  der  Oberflächenspannung  gebildeten 
Drehungzmomente  X',  AT,  jV',  welche  ein  starrer  Körper  in  einer 
Flflssi^eit  erflüirt;  aber  die  Besultate  geben  nicht  Veranlassung  zu 
ähnlieh  allgemeinen  und  anschaulichen  Sätzen,  wie  sie  vorstehend 
abgeleitet  sind. 

t7» 
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§  8.  Sti  61eiehg«wiolit  d«r  Xlaktrioitftt  in  eüMm  LtiteityitoBi. 

Man  kann  die  Fund.niH'utalijcsctze  der  Elektrostatik  uns  den 
li}drostatiselien  Gleicliungen  ableiten,  wenn  niun  von  der  Vorstellung 
ausgeht,  <laü  die  elektrischen  Wirkungen  von  Flüssigkeiten  al)sonder- 
licher  Art  herrühren,  die  sieh  unter  der  Einwirkung  geeigneter 
Kräfte  innerliall)  der  Elektrieitiitsleiter  zu  hewegen  vermögen,  aber 
von  den  Niehlleitern,  wie  von  testen  Wänden,  aufgehalten  werden.'*) 
Diesen  Flüssigkeiten  muß  man.  um  der  Beobachtung  entsjtrechende 
Resultate  zu  erhalten,  folgende  Eigenschalten  beilegen.  Sie  existit^ren 
in  zwei  Moditikationen,  die  gemäß  dem  S.  48  Gesagten  uach  dem 
NKW'im'scbeu  resp.  CuuLoMii'scheu  Gesetz 


aufeinander  wirken  und  dabei  als  pontive  und  negative  Maasen 
eingefOhrt  werden  können;  sie  setzen  irgend  welchen  Deformationen 
Widerstände  nicht  entgegen,  unterliegen  also  keinen  inneren  Kriften 
A', . . .  Jt^;  sie  besitzen  endlich,  was  aber  f&r  die  Gleichgewichts- 
▼org&nge  nicht  in  Betracht  kommt  und  nur  angeführt  werden  mag, 
um  den  Namen  imponderabler  Fluida  zu  motiTieren,  keine 
merkliche  Trftgheit 

In  den  scheinbar  unelektrischen  Körpern  haben  wir  uns 
beide  Fluida  Überall  in  gleichen  Mengen  Torhanden  zu  denken,  und 
zwar  in  solchen,  die  unendlich  groß  sind  gegenüber  den  Quantit&ten, 
die  wir  den  einzelnen  Körpern  Ton  dem  einen  oder  anderen  Fluidum 
in  Praxis  noch  zufügen  können.  In  den  scheinbar  elektrischen 
Körpern  überwiegt  überall  oder  in  gewissen  Bereichen  das  eine 
Fluidum  über  das  andere  und  übt  demgemäß  die  maßgebende 
Wirkung,  welche  sich  durch  die  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 
gebildete  Summe  der  an  jeder  Stelle  Torhandenen  Mengen  beider 
Fluida,  der  sogenannten  freien  EUektricit&t,  bestimmt 

£Une  auf  die  elektrischen  Fluida  in  einem  Leiter  wirkende, 
etwa  von  einer  äußeren  elektrischen  Verteilung  herrührende  elek- 
trische Kraft  treibt  nach  dem  GouLOMB*schen  Gesetz  die  positive  EHek- 
tricität  in  der  einen,  die  negative  in  der  entgegengesetzten  fiichtnnf^ 
—  welcher  Bewegung  die  zwischen  beiden  stattfindende  Attraktion  ent- 
gegenwirkt, —  und  drückt  sie  eventuell  gegen  die  von  einem  Nicht- 
leiter gebildete  Begrenzung  des  Körpers.  Hier  kann  sich,  da  die 
inneren  Kräfte  fehlen,  ein  Teil  des  Fluidums  zu  einem  Medium  von 
unendlich  viel  größerer  Dichte  kondensieren,  von  dem  eine  endliche 
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Menge  ein  endliches  Stück  der  Wand  doch  nur  mit  einer  unendlich 
dünnen  Schicht  Überzieht  nnd  somit  eine  Flächenbelegung 
bewirkt» 

Die  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  gebildete  Summe 
über  die  Raum-  resp.  Fl&chendichte  beider  Fluida  ist  die  beziehent- 
liche  Dichte  der  freien  Elektricität 

In  der  Ghrenzflftche  zwischen  zwei  homogenen  Leitern  muß  man 
sich  infolge  der  unsymmetrischen  Verteilung  der  ponderabeln  Teile 
eine  elektrische  oder  elektromotorische  Kraft  wirksam  denken,  die, 
sofern  sie  molekularen  Ursprunges  ist,  als  normal  zur  Grenze  wirkend 
und  nur  tou  der  Natur  der  beiden  aneinandergrenzenden  Medien 
abhängig  zu  betrachten  ist  Ähnliche  elektromotorische  Kräfte 
müssen  innerhalb  eines  Leiters  mit  stetig  wechselnder  Beschaffen- 
heit wirken.  — 

Von  diesen  Vorstellungen  ausgeheud,  gelaugt  man  zu  folgenden 
Gesetzen  über  die  elektrostatische  Verteilung. 

Wegen  des  Fehlens  innerer  Kräfte  ist  p^O,  und  aus  (24)  folgt 
als  Gleidigewichtsbedingung  fUr  jeden  inneren  Punkt  eines  homo- 
genen Leiters,  falls  X,  Vf  Z  die  auf  die  elektrische  Masseneinheit 
bezogenen,  you  der  gesamten  elektrischen  Verteilung  herrührenden 
Komponenten  bezeichnen, 

X=r«^«.0;  41) 

da  nach  Aniinlime  für  die  elektrischen  Kräfte  ohw  Potential- 
funktion 0  I  xi^tiert,  so  ist  diese  Bedingung  damit  ä.(j[uiTalent,  daß 
in  jedem  homogenen  Leiter 

(f»  =  Consi  410 

sein  muß.  Durch  diese  Beziehung?  ist  die  Fornu^l  /\(li  =  0  identisch 
erfüllt  und  sie  ergi«'ht  nach  Formel  (167")  auf  Seite  WA),  dal3  heim 
(jleichgewieht  inncrhalh  eines  homoficiien  Leitei^n  eine  riUiniliehe 
Verteilung  freier  Elektricität  nicht  Itestehen  kann,  in  jedem  Ix'aum- 
elemente  vielmehr  die  gleiche  Menge  positiven  un«l  lu'gativen  Flni- 
(lunis  vorhanden  sein  muß.  Hieraus  folgt  dann,  daß,  wenn  ein 
.  homogener  Leiter  elektrostatische  Wirkiniiien  üht,  die  freie  Elek- 
tricität sich  ausschließlich  iu  kuudenisiertem  Zustande  au  seiner 
Oberfläche  hetinden  kann. 

Dies  tindct  bei  inhoninixeiMMi  Leitern  nicht  statt;  denn  be- 
zeiclmen  .V^,,  }„,  die  Kniniioncnten  (h'r  elektromotorischen  Kräfte 
au  der  IStelle     y,  z,  so  gitbt  (24)  die  Gleicbgewichtsbedioguug 

j  +  j;  -  r  +    =  +  ^0  -  0,  4rT 
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und  demgemäß 

41'")       A  0  -  ^l'- + 4r  +  «t-  -  - 

worin  n  die  freie  Kaunidiclite  bezeichuet  Wir  woUiii  iiidesbeu  vou 
diesem  Fall  weiterhin  absehen. 

Der  Wert  der  freien  Fläehendiclite  a  hestiinnit  sicii  ans  der 
l'ütentialfunktion  0  (h-r  gesamten  Verteilniii;  i:<  inilü  (ih-ichung  (1 G5') 
des  ersten  Teiles;  da  aber  <!>  innerhalb  eines  jeden  liomogeneu 
Konduktors  konstant  ist,  so  liefert  sie  für  die  Urenzen  gegeu 
Nichtleiter 

hingegen  für  die  Gn-nzen  o^^  zwischen  zwei  Leitern  (//)  und  (/v)  «r,,  =  0; 
dies  zei^t,  daß  wohl  auf  ersteren,  nicht  aber  auf  letzteren  eiue 
JjTächenbeleguui:  vorhanden  ist. 

Indessen  müssen  jene  Zwisehenp-enzen  eine  Ladniii;  anderer 
Art  zeigen;  denn  die  in  ihnen  wirkench'  elektromotorische  Kraft 
verlangt  zum  (ileichgewicht  als  Kompensation  ein  (Tefiille  der 
rotentialfunktion  0,  das  sicli ,  wenn  die  elektromotorische  Kraft 
nur  in  einer  unendlich  diinnen  Schicht  wirkt,  durch  eine  Unstetig- 
keit  von  </>  beim  Durchgang  durch  die  Greuzc  äußero  muß. 
Setzt  man 
42) 

80  kann  nach  den  obigen  Annahmen  <Phk  nur  von  der  Beschafien- 
heit  der  beiden  Leiter  (A)  und  {k)  abhängen,  muß  also  länge  der 
Grenze  o/^  zwischen  zwei  homogenen  Leitern  konstant  sein. 

Kin  solcher  Potentialsprung  verlangt  aber  zu  seiner  Entstehung 
daß  die  Grenztiftcbe  O^k  als  Doppelschicht  mit  konstantem  Moment  f'Ak 
geladen  ist,  dessen  Größe  sich  nach  Formel  (176)  bestimmt  zn 

42")  c/>,=  a»,u^4nk\,^, 

wobei  das  Moment  positiv  gerechnet  ist  in  der  iiicbtung  vou  (A) 
nach  [k). 

An  äußeren  (irenztlächen  des  Leitei-sN stenu's  tindet  uach  den 
gemachten  Annahmen  eine  solche  Ladung  nicht  statt. 
Im  äußeren  Baum  muß  0  der  Bediuguug 

42"*)  A<I*«-4jiAVo 

genQgen,  falls  o,,  die  Dichte  der  gegebenen  elektrischen  Verteilung 
bezeichnet,  und,  wenn  letztere,  wie  auch  die  Leiter  sämtlich  im  End- 
lichen liegen,  sich  im  Unendlichen  so  verhalten,  daß  liui  {Tq  </>)  und 
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lim  {rj-  cnUjd  Tq)  endlich  sind,  wobei  die  Entfernung  vom  Ko- 
ordinateiianfang  bezrichnet 

Hiermit  sind  die  Fundamentalgcsetze  dos  olektriscben  Gleicli- 
gewichtes  in  Leitern,  nämlich  die  charakteristischen  Eif^eiischafteu 
der  Potentialtunktion  aus  den  vorausgeschickten  Hypothesen  ai»- 
geleitet  Eine  Al)l»'itung  auf  aiulerer  (Trundiage  und,  daran  an- 
schließend, die  si)eziellen  Anwendungen  der  vorstellenden  Formeln 
sollen  an  einer  anderen  Stelle  Platz  finden.  — 

Auch  Nichtleiter  für  Elektricität  oder  Dielektrika  erhalten 
durch  die  Wirkung  elektrischer  Kräfte  scheinbar  freie  Ladungen. 
Man  hat  versucht  -'^j,  diese  Thatsache  dadurch  zu  erklären,  daß  man 
sich  die  Vorstellung  bildete,  die  Isolatoren  enthielten  unzählige  lei- 
tende Körperchen  in  eine  kontinuierliche  nichtleitende  Substanz  ein- 
gebettet, und  auf  erstere  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen 
anwandte. 

Die  gleiche  Behandlung,  \vie  die  Dielektrika,  gestatten  die  magne- 
tisch erregbaren  KfSrper  bei  Annahme  zweier  magnetischer  Fluida, 
die  sich  innerhalb  der  kleinsten  Teile,  aber  nicht  zwischen  ihnen 
bewegen  können. 

Nach  der  S(  iti;  der  Qualität  vermag  man  auf  diese  Weise  die 
genannten  Erscheinungen  darzustellen;  bezüglich  der  Quantität 
sind  aber  gegen  diese  Auffassung  Bedenken  erhoben,  welche  darauf 
beruhen,  daß  die  bei  Nichtleitern  aus  der  Beobachtung  zu  schließen- 
den scheinbaren  Ladungen  unter  Umständen  stäricer  sind,  als  sie  ans 
der  angedeuteten  Theorie,  auch  unter  Annahme  günstiger  Stmktnr- 
yerh&ltnisse,  folgen.  Diese  Fragen  sind  noch  nicht  abgeschloesen. 

Endlich  hat  man  noch  eine  Erweiterung  der  erörterten  Vor- 
stellnng  in  dem  Sinne  Torgenommen,  daß  man  die  kleinsten  Teile 
der  Dielektrika  je  mit  Systemen  permanenter  elektrischer  Pole  fest 
verbunden  dachte,  die  ihrerseits  eine  elektromotorische  Kraft 
ausQben.  Da  dieser  Effekt  sich  bei  einer  Deformation  des  DiSlek- 
triknms  ändern  muß^  so  giebt  die  erwähnte  Anschauung  die  Grund- 
lage für  eine  Theorie  der  PiSzolektricität,  die  auch  bis  zu  For- 
meln, welche  die  Prüfung  durch  die  Beobachtung  gestatten,  durch- 
geAÜirt  worden  ist^ 

Wir  werden  in  dem  Kapitel  über  Elektrostatik  eine  von  spe- 
ziellen Annahmen  über  die  Struktur  der  Dielektrika  freie  Ableitung 
der  Ghmndgesetze  für  ihre  elektrische  Erregung  mitteilen. 


Digitized  by  Google 


I 


m.  Kapitel. 

Dynamik  idealer  Flfissigkeiten. 

§  9.    Die  Eui^ER  Schen  Gleichungen. 

Kino  ideale  Flüssigkeit  ist  luich  §  4  eine  solche,  in  der  auch 
hei  der  Bcwe^mp^  tanp^entiale  Druckkomponenien  nicht  zu  stände 
kommen.   Für  diese  gilt  dann,  wie  auf  S.  233,  wegen 

auch 

und  die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (14)  nehmen,  wenn  man 
in  ihnen  die  Geschwindigkeitskomponenten 

dx      ,    du      ,     d%  , 
dt        *    dt        *  dt 

als  FuiiktioiKMi  der  Koordinaten  und  der  Zeit  betrachtet,  die  Ton 
EuLEK^")  angogel)ene  Form  an 


43) 


(in  du    ,  fdn    ,  ,5  m    ,  ■»>,  dp 

^  dt  ^  \  öt   '  dx  d  y  ^  o  -J  d«' 

dp'  (dr    ^  ,dr'  ^  .dr'  ,  d  r\  ^  dp 

*  dt  M^ö/'  d.r'  d  i )  dy^ 

die'  (dir    ,  ,dir'  ,  ,dv'  ,  ,dic'\  „,  dp 

^  dt  *  \  o  /  d  r  (>  II  d  X  I  dx 


Di«'  körperliclien  Kräfte  A',  J"",  Z'  sind  dabei,  wie  in  den  Grund- 
formeln (10)  aus  den  dort  angegebenen  Gründen,  auf  die  Volumen* 
einheit  bezogen;  indessen  bat  es  keine  Bedenken,  durch  die  For- 
meln X*  ^  gXf  »  ^  i',  iT  s  o  die  für  die  Masseneinheit  gelten- 
den Komponenten  X,  r,  Z  einzuführen,  weil  bei  BewegnngsTorgängen 
in  der  Pnuds  Kräfte,  weldie  nicht  mit  den  Massen  proportional 
sind,  wie  z.  B.  elektromagnetische  Wirkungen  auf  Stromleiter,  nur  bei 
nahezu  inkompressibeln  Flüssigkeiten  in  Betracht  kommen;  wo  dann  die 
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Dichte  fj  als  konstanter  Faktor  geführt  werden  kann;   wir  werden 
demgemäß  auch  Ijei  den  allijenieinen  Sätzen  die  Kraftkonipouenteu 
),  //  und  eventuell  deren  F'otentialfiiiiktion  0  ))eiiutzen. 
Die  Dichte  o  wird  meist  als  gegebene  Funktion  des  Druckes  p 
betrachtet,  und  wir  setzen  allgemein 

i  =  77=  r^^;  43) 
d     dp*  J  9 

bei  inkompresaibeln  FlQssigkeiten  ist  q  konstant,  also  II  rat  p  J  q  -\-  Cy 
worin  die  Konstante  C  beliebig  gleich  Null  gesetzt  werden  kann. 

Eine  letzte  Beziehung  zwischen  den  fbnf  Unbekannten  v'y  w\ 
Pj  q  erhalt  man  durch  die  Überlegung,  daß  für  jedes  Yolumen- 
element  die  Differenz  der  Hassen  der  in  einem  Zeitelement  ein-  «nd 
ausströmenden  Flfissigkeitsmengeu  der  in  derselben  Zeit  eintretenden 
Vermehrung  der  Masse  des  Elementes  gleich  sein  muß;  dies  liefert 
die  sogenannte  Kontinuitätsgleichung 

j^S.r       S,,.-  4S") 
ax        oy        ax.       dt  ' 


oder 


An  ihn'  Grenze  zwischen  zwei  Flüssigkeiten  (A)  und  (A)  gilt  nach 
(9 ")  und  (14") 

(Ä  -  «3cos(y,*)  +  (ri  -  ^;)cos(f,y)  +  (tö;  -  w^joosCf^r)  =  0,  44) 

Ph-  Pk-\-  Phk  —  ^y  44') 

unter  w  die  Bichtung  einer  Normalen  auf  der  Grenzfläche  und  unter 
Pf^it  den  in  der  Richtung  Ton  (A)  nach  (A)  positiT  gerechneten  Grenz- 
druck Yerstanden;  p^^^  wird  in  der  Hydrodynamik  meist  gleich  Null 


Die  Grenzbedingungen  (44)  und  (44^)  bleiben  gültig  in  einer 
Unstetigkeitsfläche  im  Innern  einer  einzigen  Flttssigkeit,  an  der 
Grenze  zwischen  einer  flflssigkeit  und  einem  festen  Körper,  endlich 
auch  längs  einer  sogenannten  Eintrittsfläche,  durch  welche  hin- 
durch gegebene  Zuströmungen  stattfinden;  sie  liefern  aber  in  den 
beiden  letzten  Fällen  keine  Bedingungen  fUr  den  Druck  p. 

An  einer  freien  Oberfläche,  d.  h.  einer  Fläche,  welche  die  Flüs- 
sigkeit gegen  den  leeren  Raum  abgrenzt,  ist  der  äußere  Druck  »  0; 
dasselbe  muß  dort,  falls  der  (Shrenzdruck  yerschwindet,  auch  Älr  den 
inneren  Druck  j9  gelten.  Grenzt  die  Oberfläche  die  Flüssigkeit  gegen  ein 
Gas  ab,  dessen  Dichte  Terschwindend  ist  gegen  diejenige  der  Flüssig- 
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kdt,  in  dem  also  p'  als  konstant  betrachtet  werden  darf,  so  folgt, 
daß  an  dieser  Oberfläche  auch  p  konstant  sein  mufi. 

Im  Innern  einer  tropfbaren  Flfissigkeit  können  mit  den  Ko- 
ordinaten stetig  Tariierende  Oeschwindigkeiten  nur  eintreten,  so 
lange  die  Grdße  ron  p  nicht  unter  einen  gewissen  kleinsten  neg»- 
tiren  Wert  herabsinkt;  unterschreitet  p  diesen  Wert,  so  tritt  ein 
Zerreißen  der  Flüssigkeit  und  demgenäftß  eine  unstetige  Bewegung 
ein;  da  indessen  in  den  Hauptgleichungen  nur  die  Differential- 
quotienten des  Druckes  nach  den  Koordinaten  auftreten,  so  kann 
man  bei  inkompressibeln  Mtlssigkeiten,  ohne  die  Art  der  Bewegung 
zu  ftndem,  jederzeit  durch  Vergrößerung  aller  äußeren  Drucke  um 
denselben  Betrag  das  Unterschreiten  jenes  Grenzwertes  Ton  p  inner- 
halb der  Flüssigkeit  unmöglich  machen  und  dadurch  jene  Grenzfälle, 
wo  die  Lösungen  ihre  Geltung  Terlieren,  ausschließen.  — 

Da  wir  t^,  w'  als  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit 
betrachten,  so  ist  durch 

46)  dx'.dy.dz  =i  n' -.ff  xw* 

eine  Kurve  ^c^'pIk'H,  wclcho  durcli  ilirc  Taiif^fMito  an  jeder  Stelle  und 
zu  jeder  Zeit  die  Richtung  der  eben  stattfindenden  ( iesclnvindifikeit 
anhiebt;  sie  beißt  eine  Stromlinie.  Ist  «',  v,  tr,  ]>  von  der  Zeit 
unabhän^ii;.  also  die  Hewi'j^ung,  wie  man  sagt,  stationär,  so  ruhen 
alle  iStroniliiiieu  und  sind  mit  den  Balinkurveu  der  Teilchen  iden- 
tisch, was  im  allgemeinen  Falle  nicht  statttindet 

Hin  von  lauter  Stromlinien  begrenzter  Faden  heiüt  ein  Strom - 
faden;  ist  die  Bewegung  stationär,  so  muß  das  durcli  jeden  beliebig 
gelegten  Quersclmitt  y  desselben  Stromtudens  in  der  Zeiteinlieit 
gehende  Flü88igkeits<j[uantum 

^  9  (tt'  COS  (r, x)  +  V  008       +  »'  cos p  7  T cos (/',  1»), 

wo  V  die  Normale  auf  q  und 

45  )  /  =        +  ü'«  4.  tc  » 

die  resultierende  Geschwindigkeit  bezeichnet,  denselben  Wert  haben* 
Hieraus  folgt,  daß  ein  Stromfaden  bei  verschwindender  Geschwindig- 
keit sich  über  alle  Grenzen  ausbreitet,  bei  unendlicher  Geschwindig- 
keit sich  /u  einer  Linie  zusammenzieht,  aber  nicht  innerhalb  der 
Flüssigkeit  aufhören  kann.  — 

Wie  die  Geschwindigkeit^komponenten  0',  to',  so  sind  auch 
die  Kotations-  oder  Wirbelkomponenten 
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im  aligemeineu  Funktionen  des  Ortes  und  der  Zeit;  demgemäß  ist 
durch 

dxidyxdz^fxm'tn*  45'") 

eine  Kurve  gegeben,  deren  Tangente  an  jeder  vStelle  in  tlie  daselbst 
stiitttindende  Rotations-  oder  Wirbelaxe  filllt;  eine  solcbe  Kurve  beißt 
eine  Wirbellinie.  Die  Wirbellinien  beluilten  ibre  La^e  uiivtuiindert 
nur  dann  bei,  wenn  die  Fliissigkeitsströnmiij;  stationär  ist.  Ein 
Faden,  dessen  Obertläclie  von  Wlrbellinieu  erfüllt  ist,  wird  ein 
Wirbel  faden  genannt. 

Aus  der  Definition  (45  )  der  Wirbelkompoueuteu  folgt  die  iden- 
tische Gleichung 

multipliiiert  man  dieselbe  mit  dem  Bsnmelement  dk  und  integriert 
ttber  einen  beliebigen  Baum,  inneibalb  dessen  sich  f ,  m\  n'  regulär 
Tozlialten,  so  erhält  man 

f  (f  cos  (i'.  x)  4-  m  cos(r.  y)  +  «  cos  (f,  z) )  f/ o  —  0 ,  46') 

wo  do  das  Element  der  Oberfläche  TOn  A,  und  p  die  iüchtung 
seiner  Normalen  bezeichnet. 

Bei  Kinfilhrung  der  resultierenden  W  irbelgescb windigkeit 

kann  man  dafür  anch  schreiben 

/J)cos{£i,v)dn  =  0.  46"') 

Wendet  man  diese  Formel  auf  einen  beliebigen  Abschnitt  eines 
Wirbelfadens  an,  so  wird,  weil  die  MantelHiiehe  keinen  Anteil  zu  dem 
Integral  giebt,  nur  das  auf  die  End((uerBchnitte  bezügliche  übrig 
bleiben.  Das  Kesultat  spricht  den  Satz  aus,  daß  längs  desselben 
Wirbelfadens  das  Produkt  q  D  cos{DfV)  aus  der  Gn')ße  eines  behebig 
gelegten  Querschnittes  und  der  Komponente  der  Wirbelgeschwindig- 
keit normal  zu  ihm  konstant  ist 

Hieraus  folgt,  daß  ein  Wirbelfaden  innerhalb  der  Flüssigkeit 
nicht  aufhören  kann,  sondern  entweder  Ton  Oberfläche  zu  Oberfläche, 
oder  in  sich  znrQck  verlaufen  muß. 

Erstreckt  man  die  Integrale  Uber  den  von  einem  geschlossenen 
Wirbel£aden  eingenommenen  Baum,  so  wird 

ftdk  »  fm'dk  =  fn'dk  «0;  4«"") 

denn  man  kann    B.  das  erste  schreiben 

f  Dc<fR{J)yX)qd»  «B  Dq  f  COS{s,T)ds, 
woraus  die  iiichtigkeit  der  gemachten  Bemerkung  sofort  erhellt  — 
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Zwischen  den  Strömungs-  und  Rotationskomponenton  erciebt 
sich  ein  bemerkenswerter  rein  kinematischer  Zusammenhang  durch 
Anwendung  des  wiederholt  benutzten  STOKEs'schen  Satzes  von  S.  177 
auf  das  Integral  der  Geschwindigkeitskoni pononte  nach  einer  ge- 
schlossenen Kurve  welches  man  die  Cirkulation  der  Flüssigkeit 
l&ngs  dieser  Kurve  nennt '^). 

Man  erh&lt  sogleich 

(/  (u  cos  {&f «)  +  1^  cos  {f^y)  +  10'  OOS  (<r,  z))  d  a 
=  2  /'  (/'  cos  (v,  x)  -f  m'  cos  (f,  y)  -f  «'  cos  (i»,  r))    <w , 

worin  <o  eine  beliebige  durch  die  Kurve  n  begrenzte  Fläche  uud  » 
die  Kichtung  ihrer  positiven  Normalen  bezeichnet. 

Auf  eine  Kurve  und  eine  Fläche  angewendet,  die  in  der 
Ebene  liegen,  folgt  daraus 

47*)       /(u'cos(<r,«)  +  t»'oos(<r,y))rfff  «2//«'rfjr</y.  — 

Mechanische  Beziehungen  zwischen  Strom-  und  Wirbellinien 
erfaftlt  man  folgendermaßen*^. 

Fügt  man  zu  der  ersten  Gleichung  (48)  auf  der  linken  Seite 
additiv  und  subtraktlv  das  Aggregat 

,bf>'  . 

hinzu,  so  nimmt  die  (ih^ichung  hei  Einführung  der  resultierendea 
Geschwindigkeit  V  aus  (45')  die  Form  au: 

oder  anders  geordnet  und  bei  Einführung  der  auf  die  Masseneinbeit 
bezogenen  Kraftkomponenten  Jl, 

48-)  +  2  (lo' m'  -  »'Ii')  -  -t  -  ^(/7  +  i  r^) . 

Haben  die  äußeren  Ei^fte  eine  Potentialfunktion  <P,  so  kann  num 
das  ganze  System  (48)  schreiben 

+2(«;»»-i;«)---g^, 
48")  \    |^'  +  2(u'«'-..r)=-|f, 

^^  4-2(1;  /  = 

worin  0  +  77+  i ^  —  ^  gesetzt  ist 
Im  Falle  stationärer  Bewegung  ist 
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und  die  Gleiolnmgeii  (48'')  ergeben  dann  durch  Zusammen&asung  mit 
den  Faktoren  ti',  ü\  w  resp.     m\  «' 


49) 


Diese  Fonneln  sagen  ans,  daß  bei  station&rer  Bewegung  die 
Oberfl&chen  Q  =  Oonst  von  einem  Netz  aus  Stromlinien  nnd 
Wirbellinien  überzogen  sind.  Femer  ergeben  sie,  wenn  w  die  Rich- 
tung der  Normalen  auf  diesen  Flächen,  positiT  Ton  kleineren  zn 
größeren  ü  gerechnet,  und  O  den  Winkel  zwischen  Strom-  und 
Wirbellinien  an  einer  Stelle  einer  Fläche  Ü  =»  Const  bezeichnet: 

^  =  2f^i)sinö.  490 

Das  ersten'  Resultat  läßt  sich  auch  so  aussprechen,  (hiß  liings 
jeder  Stnmi-  und  jeder  Wirbellinie  £2  konstaut  ist,  der  konstante 
Wert  al)er  im  uligemeinen  von  Linie  zu  Linie  variiert,  und  daß  nur 
diejenigen  Stromlinien  gleichen  Werten  S2  entsprechen,  welche  durch 
eine  Wirhellinie  verbunden  sind,  und  umgekehrt. 

Der  schon  von  Daniel  Bbbnoulli  ^'^  abgeleitete  Satz,  daß  bei 
stationärer  Bewegung  längs  einer  Stromlinie  0  +  IT  +  l  V-  konstant 
ist,  ist  hierin  entlialten  und  bildet  die  Grundlage  für  viele  An- 
wendungen. So  liefert  er  für  eine  schwere,  aus  einem  Gefäß  aus- 
fließende Flüssigkeit  das  ToBiCELu'sche  Theorem  indem  man  ihn 
auf  eine  Stelle  der  freien  Oberfläche  im  Reservoir  und  auf  die  Ober- 
fläche des  Strahles  an  der  Austrittsatelle  anwendet  Sind  dort  die 
äußeren  Dnicke  gleich,  sind  die  Geschwindigkeiten  resp.  gleich 
und  f\,  und  ist  die  Tiefe  der  Öffnung  unter  dem  Spiegel  im  Oe- 
fäß  gleich  hf  so  folgt 

2ph=  r,«-  49") 

wo  nun        meist  nclxn         vernachlässigt  werden  k.inn.  — 

i'l)er  Wirlx'llH'wegungen  existieren  einige  allgemeine  Sätze,  die 

man  von  Helmholt/ verdankt. 

Aus  den  Gleichungen  (43)  kann  man  durch  Elimination  der 

durch  (43  )  deHnierton  Funktion  //  drei  neue  liilden,  «lie  sich  unter 

Rücksicht  auf  (43  ")  folgendermaßen  schreiben  lassen: 


I«''  U.  S.  f. 


50) 
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li»Miutzt  mau  die  auf  S.  189  f?e}Z('buiH'  Zerlegung  der  Kraft- 
kompoiieuteu  und  setzt  nach  deu  Furmelu  (lb7') 

r,.,      BY    dZ         ^   .  dZ    dX        ^  j..  dX    BT  ^ 

go  eriiilt  num  statt  des  SjratemB  (50),  indem  nuui  nur  den  entra 
der  rechts  stehenden  Worte  henntst, 

A  ''(^^       XA  TV-/^"' J-«'^*"' J-«'**^ 

Habeu  die  wirkendeu  Kräl'te  eine  Potentialfuniction,  so  ist 

und  die  vorsteheudeii  Gleiciiuiigen  ergeben  in  diesem  FaHe,  daß  für 
ein  Flüssigkeitsteilcbeu,  welclies  zu  irgend  einer  Zeit  nicbt  rotiert, 
d.  Ii.  "verscbwindende  /',  nt\  n  besitzt)  Z'/f»  "V^*  konstaut,  also 

gleichfalls  dauernd  Null  sind. 

Man  darf  daher  behaupten,  daß  bei  Einwirkung  konservativer 
Kräfte  innerhalb  einer  idealen  Flüssigkeit  Wirbelbewegungen  weder 
entsti'hen  noeh  vt  rgelien  können. 

Ist  die  Bewegung  eine  t'l)ene,  etwa  ?/  und  v'  von  z  uuab- 
Iiängig  und  f/;  =  0,  so  ergel)en  die  Forinrhi  (5Ü")  spezieller,  daß  daliei 
für  je(]es  Flüssigkeitsteileben  7t  j o  sich  mit  der  Zeit  nicbt  ändert  — 

Wir  l)etrachten  nun  zwei  Flüssigkeitsteildien,  die  zur  Zeit  t  die 
Koordinaten  r,  y,  z  und  .r  -f  ff  .r,  y  ■\-  Sy,  z  (iz  besitzen  uud  auf 
cinom  Wirbelfaden  im  Abstand  Ö»  liegen;  dann  muß  zu  dieser  Zeit 
gelten: 

51)  dx»-^,  Jy«    ^    ,  Sz^^^, 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  u',  v\  w*  und       9u\  0'+ 
M>'+  Bvf  stehen  dabei  in  der  Beziehung,  daß 

^  ,      ÖS  I  j,  du'         .du'  ,du'\ 

isty  woraus  nach  (SCT)  auch  folgt 


i 
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Wirken  uur  konservative  Kräfte,  so  giebt  dies  wegen 


uud  hieraus  folgt  für  die  Werte 


welche  <)  x,  Ö  i/ ,  Öz  zur  Zeit  t-\-dt  besit/.i  ii ,  das  System  Formeln: 


worin  der  index  1  wiederum  be/^ichnet,  daß  der  Wert  der  be- 
treibenden (Trößen  zur  Zeit  t -\- d  t  zu  nelinicn  ist. 
Vorstehende  Gleichungen  gelten  das  Kesultat 


welches  aussagt,  daß  die  betrachteten  beiden  FlttssigkeitBteüchen  auch 
zur  Zeit  t  +  dt  noch  auf  einer  Wirbellinie  liegeui  und  daß  ihr  Ab- 
stand sich  in  demselben  Verhältnis  geändert  hat,  wie  Df^f  oder 
aber,  daß  das  Produkt  qSs/D  konstant  geblieben  ist 

Hieraus  folgt  auch,  daß  ein  Wirbel&den  während  der  Be- 
wegung seinen  Charakter  beibehält;  ein  Abschnitt  desselben  von  der 
Länge  ÖS  und  dem  Querschnitt  q  Yerwandelt  sich  also  während  dt  in 
einen  eben  solchen  Ton  der  Länge  {ös\  und  dem  Querschnitt  ^j.  Seine 
Masse  bleibt  dabei  ungeändert,  d.  h.  es  ist  =  (9(>  <)  j>)i ,  und 
da  gleidizeitig  QdslD  —  {()dsjD\  ist,  so  folgt,  daß  das  Pro- 
dukt qJ)  aus  Querschnitt  und  Botationsgeschwindigkeit  ftr  einen 
Abschnitt  eines  Wirbelfadens  bei  dessen  Bewegung  konstant  ist 

Da  überdies  nach  S.  267  das  Produkt  qD  längs  desselben 
Wirbelfadens  stets  konstant  ist,  so  kann  man  dasselbe  als  einen  Para- 
meter betrachten,  der  einen  bestimmten  Wirbelfaden  ein  für  allemal 
cliaiakterisiert 


(M=7;('+«"'(;))-f4f(7).' 
(*.),=4;(»'+«"'(:'))=^/;(:\' 
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§  10.  Potentialbewegongen,  begrenzt  durch  feste  und  bewegte  Wände. 

Haben  die  äußeren  Kräfte  JT,  Z  eine  Potentialfunktion  0, 
so  ist  eine  partikuläre  Lösung  der  allgemeinen  Gleichungen  (43) 
gegeben  durch**) 

'  dx  ^  '  dx' 

wo  (las  Ij  (  SC h  w  i  11(1  i jzko i t s)»<i t rii  t  i :i  I,  eine  stetific  Fiinktinii  der 
Zeit  und  dvv  Koonlinatcii  sein  imiL^,  alx-r  in  mclirlach  zusaiiimeu- 
hiiiigcndcii  liäunicii  vieldeutig  seiu  dail',  weuu  uur  seiue  Differeiitial- 
qUütieiiteu  eindeutig  sind. 

Diese  Lösung  ist  die  vollständige,  wenn  die  Geschwindigkeiten 
so  klein  sind,  daß  man  in  (43)  die  (41ied(>r,  welche  die  Produkte  der 
Geschwiudigkeitskomponenten  enthalten,  neben  den  übrigen  veniach- 
lässigen  kann.  Hier  ist  dann  speziell  dFjdt=  T  —  {0  11)^  wo 
7'  eine  Funktion  von  /  allein  bedeutet,  also,  falls  I"  eine  Funktion 
der  Koordinaten  allein  bezeichnet, 

52')  F^f{T-^0-lT)dt  +  F*, 

Die  Formeln  (52)  stellen  eine  Bewegung  dar,  welche  stets  umi 
üherall  parallel  der  Normale  j\  auf  den  OhertlücUeu /'=  Coust.  slatt- 
liudet  und  zwar  mit  einer  Geschwindigkeit 

Die  Hedingungeu  für  die  Existenz  eines  Geschwiadigkeits- 
potentiaies  sind 

dy       dx  ~  dx       dx  ~^  dx  dy 

d.  h. 

sie  zeigen,  daß  eine  wirbellose  Bewegung  eine  Potentialbewegung 
ist,  und  umgekehrt. 

Unter  Berücksichtigung  dieser  Resultate  Iblgt  alljg^emein  aus  den 
drei  Gleichungen  (4Ö "),  dab 

Ö2")  -^^  +  ß  =  y 

d.  h.  eine  Funktion  der  Zeit  allein,  im  Falle  fltation&rer  Bewegung 

aher  spezieller,  duli 

52  j  ß== 
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d.  h.  im  ganzen  Ton  der  Flfiseigkeit  erftUten  Raum  konstant 
sein  muß. 

Die  Fomeln  (52")  resp.  (52  ")  enthalten  neben  dem  Geschwindig- 
keitspotential  noch  die  Funktion  U  und  durch  sie  den  Druck  p;  wo 
p  Torgeschrieben  ist,  liefern  sie  also  eine  Bedingung  fftr  wo  das 
nicht  der  Fall  ist,  eine  solche  für  p,  Ersteres  findet  an  sogenannten 
fireien  Oberflächen  statt,  letzteres  an  Flächen,  wo  dF/dv  gegeben 
ist,  z.  B.  an  festen  £5rpem.  Wir  beschränken  uns  zunächst  auf  den 
letzteren  Fall,  es  kommen  also  jene  Formeln  bei  der  Bestimmung 
Ton  F  fiir  uns  zunächst  nicht  in  Betracht  — 

Die  Kontinuitätsgleichung  (43")  wird  bei  Einführung  der  Lösungen 
(49)  zu 

A/+l^-0  68) 

oder 

und  die  Bedingung  an  den  Oberflächen,  wo  die  Geschwindigkeits- 
kbmponente  p'  nach  der  Normalen  p  Torgeschrieben  ist,  zu 

1^  =  .  53") 
dp  ' 

Diese  Oberflächen  können  durch  starre,  aber  irgendwie  bewegte 
Wände  gebfldet  werden,  sie  können  aber  auch  beliebige  Ausströmnngs- 
oder  Einströmungsfläohen  sein,  die  nur  ftür  die  Betrachtung  gezogen 
werden,  weil  in  ihnen  die  Normulgeschwindigkeit  gegeben  ist,  die 
aber  die  Flüssigkeit  nicht  wirklich  begrenzen. 

Ändert  sich  die  Dichte  jedes  Flfissigkeitsteüchens  während  der 
Bewegung  nicht,  d.  h.,  ist  d() j dt  *aOf  etwa  weil  die  Flüssigkeit 
überhaupt  inkompressibel  ist,  so  lautet  die  Gleichung  (53) 

AF^O,  53 ") 

und  sie  bestimmt  mit  (53")  nach  S.  181  die  Funktion  F  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  x,  y,  z  und  t  bis  auf  eine  additiye  Funktion  der 
Zeit  ToDständig,  falls  i^  für  die  ganze  Umgrenzung  der  Flüssigkeit 
gegeben  ist  und  letztere  Tollständig  im  Endlichen  liegt 

Gleiches  gilt  nach  8. 188  für  eine  unendliche  Flüssigkeit,  wenn 
die  Oberflächen,  längs  deren  dFjdv  gegeben  ist,  ToUständig  im 
Endlichen  liegen;  gleiches  auch,  wenn  sie,  wie  etwa  eine  unendliche 
Ebene,  sich  zwar  ins  Unendliche  erstrecken,  dort  aber  dFjdp  von 
mindestens  zweiter  Ordnung  unendlich  klein  wird,  so  daß  jedenfalls 
das  Integral  fdo{ßFjdv\  über  sie  alle  ausgedehnt,  endlich  ist 
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Dif  Bestimmung  von  /'  kaim  dann  nach  IS.  185  mit  Hille  der 
zweiten  (Ti{EEN*scheü  Funktion       gos(  ii«*iu'n. 

Versteht  man  nämlich  unter  ii\  eine  innerhalb  dos  zunächst 
als  einfach  zusammeidiängend  ^'('dachten  T?aunn*s  k  eindeutige  und 
stetige  Funktion,  welche  der  Hauptgleichimg  A  (^'j  =  0  genügt  und 
an  der  OberÜäche  die  Bedingung 

erfüllt,  wo  r  die  Entfernung  von  einem  Punkte  c  der  Flüssig- 
keit,  p  die  innere  Normale  bezeichnet,  so  ist  jederzeit 

Ist  daliei  die  Flüssigkeit  von  den  W  änden,  längs  deren  Ö/'/ö> 
gegebeu  ist,  vollständig  begrenzt)  so  muß  für  sie  gelten 

• 

ist  dies  nicht  der  Fall,  sondern  erstreckt  sich  die  Flüssigkeit  ins 
Unendliche,  so  kommt  diese  Bedingung  in  Wegfall 

Ist  der  Ton  der  Flüssigkeit  begrenzte  Baum  mehrfoch  zusam- 
menhängend, z.  B.  Ton  ringförmiger  Gestalt,  so  genügen  die  bis- 
herigen Angaben  nicht  mehr,  am  F  zn  bestimmen,  da  in  diesem 
Falle  das  Potential  mehrwertig  sein  kann;  sie  sind  dann  durch  die 
Festsetznng  der  Potentialsprünge  zu  erg&nzen,  die  an  den  Hills- 
querschnitten  stattfinden,  durch  welche  der  Raum  in  einen  einfach 
zusammenhängenden  yerwandelt  werden  kann.  Diese  PotentialsprüDge 
entsprechen  Cirkulationen  in  den  bezüglichen  ringförmigen  Bereichen, 
welche  unabhängig  von  der  Bewegung  der  Oberflächenelemente  ton 
k  Yorgeschrieben  werden  können.  Die  Methode  zur  Bestimmung  von 
gieht  in  diesen  Fällen  die  Formel  (182 ")  des  ersten  Teiles  an.  — 

Ein  spezieller  Fall  ist  der,  daß  die  Begrenzung  der  Flüssigkeit 
durch  ruhende  feste  Wände  gehildet  wird  und  nur  durch  gegen 
deren  (yesamtdimensionen  kleine  Otlnungen  in  den  Wänden,  die 
wir  Quellen  nennen  wollen.  Flüssigkeit  zu-  oder  ahströmt'*). 

In  diesem  Falle  ist  G^  +  {llr)  längs  jeder  dieser  Öffnungen  als 
konstant  anzusehen,  so  lange  der  hetrachtete  Punkt  «,  />,  r  sich  in 
endlicher  Entfernung  von  ihr  hetindet;  die  Formel  (54)  nimmt  hier 
also  die  Gestalt  an 

54').  /---^i-^ji^^s+ä+^c;. 
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die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  ÖÜBuiig  zuströmende  Flüssig- 
keitsmenge die  Ergiebigkeit  der  Quelle  bezeichnet 

Für  den  Halbraum  ist  gleich  der  reziproken  Entfernung  1  r' 
▼on  dem  Spiegelpunkt  der  untersuchten  Stelle  in  Bezug  auf  die 
begrenzende  Ebene;  daher  wird  in  der  Oberlläche  6,  =  l/r  und 
demgemäß  bei  beliebigem  öFjdv 

inj  dp  r  ^  * 

was  sich  in  dem  zuletzt  betrachteten  speziellen  Falle  yerwandelt  in 

J^^  -  -1-^?»  +  sa.  54") 

Von  besonderem  —  allerdings  mehr  theoretischen  als  prak- 
tischen —  Interesse  sind  weiter  die  flÜle,  daß  die  Zustrdmung  und 
Abstromnng  von  Flüssigkeit  durch  unendlich  kleine  geschlossene 
OberflAchen  o,^  im  Innern  des  erfüllten  Raumes,  je  von  den  Er- 
giebigkeiten Qj^f  stattfindet;  wenn  dabei  im  übrigen  die  Begrenzung 
Dur  durch  feste  Wände  gebildet  ist,  so  muß  JS(ln  =  0,  d.  h.  die 
durch  diese  Quellen  zu-  und  abströmende  Flflssigkeitsmenge,  gleich 
groß  sein;  dies  ist  nicht  erforderlich,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  ins 
Unendliche  erstreckt 

Ist  die  Flüssigkeit  nach  allen  Seiten  unbegrenzt,  und  liegen 
alle  Quellen  im  Endlichen,  so  ist      «  Gonst,  denn  der  Ansatz 

p  ^  ^-  v-^ 

jreniigt  hier  für  sich  allein  schon  allen  Bedingungen;  ist  dagegen 
eine  teste  Begrenzung  gegeben,  so  kann  mau 

und 

setzen,  um  mit  Hilfe  von  die  Grenzbedingung  dFjdv^O  zu 
erfUUen. 

In  den  FlUlen,  wo  die  Begrenzung  nur  durch  feste  Ebenen  ge- 
bildet wird,  kann  man  die  Funktion  als  NBWTON*sches  Potential 
Ton  mit  QJ^nQ  gleichen  oder  entgegengesetzten  und  in  den  Spiegel- 
punkten der  Quellen  angebrachten  Massen  immer  dann  erhalten, 

18* 
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wenn  diejenigen  Spiegelpnnkte,  welche  in  den  von  Flttsngkeit  er- 
füllten Raum  k  faÜen,  ausschlieBlich  in  den  Quellen  selbst  liegen. 
Dies  findet  u.  a.  statt  beim  Halbraum,  bei  einer  Ton  parallelen  Ebenen 
begrenzten  Sehichti  bei  dem  reohteokigen  oder  gleichseitig  drei- 
eckigen Prisma,  bei  dem  Keil  von  der  Öffiumg  n  ja,  wo  u  eine 
ganze  Zahl  ist  In  ähnlicher  Weise  kann  fQr  diese  Räume  ge- 
bildet werden. 

Die  Betraditung  gestattet  die  Ausdehnung  auf  ebene  Bewegungen, 
und  es  lassen  sich  hier  auch  Begrenzungen  in  Kreisbogen  durch 
die  Methode  der  Spiegelpunkte  behandeln. 

Ebene  StrAmungen  sind  im  allgemeinen  leichter  zu  behandeln, 
als  rilumliche,  weil  partikuläre  Integrale  der  Hauptgleichung  für  das 
G^chwindigkeitspotential 

sowohl  durch  den  reellen,  als  den  imaginären  Teil  einer  jeden 
Funktion  von  x  -\-  iy  geliefert  werden. 

Setzt  man  F  +  iS  ^  f{x     iy),  so  ist  wegen 

dr      dff*    dy  dx 
die  Gleichung  der  Stromkurren 

dF  BF      ,  , 
-5—  '  -5—  —  dx'.ay 

allgemein  integrabel  und  Uefert 

SS')  ^»Const; 

8  führt  deshalb  den  Namen  der  Strömungsfunktion.  Längs  fester 
Grenzen  muß  die  StrSmungsfunktion  konstant  sein.  — 

Vorstehendes  liefert  eine  erste  physikalische  Deutung  der  Funk- 
tion 0^  oder,  noch  bequemer,  der  S.  187  aus  ihr  abgeleiteten 

A  =     +  i 

a         -       r  r 

für  einen  allseitig  beji^renzten  Raum  k.  Denn  da  im  Innern  von  k 
A/3  =  0  nnd  da  an  der  Obertiilche  dF^  dv  =  0  sein  soll,  so  läßt 
sieb  jederzeit  au£fa8sen  als  das  Geschwindigkeitspotential  der 
stationären  Bewegnng,  welche,  von  zwei  Quellen  in  n,  b,  c  und  a\  b\  c' 
▼on  den  Ergiebigkeiten  ±,AnQ  ausgehend,  in  dem  mit  inkompres- 
sibler,  reibungsloser  Flüssigkeit  erfüllten  und  von  festen  ruhenden 
Wänden  begrenzten  Raum  k  stattfindet 

Da  eine  solche  Bewegung  imierhall)  jedes  beliebig  gestalteten 
Bereiches  möglich  ist,  so  kann  man  daraus  schließen,  daß  sich  stets 
eine  Funktion      diesen  Bedingungen  entsprechend  bestimmen  lassen 
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muß.  Dieselbe  Schlußweisc  läßt  sich  in  Bezufr  auf  ehvne  Bewegungen 
und  die  ihnen  entsprechende  zweite  GKKEN'sche  Funktion  G*^  resp. 
die  daraus  abgeleitete  7",  —  G\  +  l{e)  —  l{e)  anwenden.  — 

Beutst  die  Flüssigkeit  keine  freie  Oberfläche,  so  sind  alle  zur 
Bestimmung  von  /'  dienenden  Gleichungen  in  dieser  Größe  linear; 
hierauf  beruht,  daß  man  in  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Begren- 
zung der  FlÜBsi^eit  durch  die  Oberfläche  eines  stanen,  beliebig 
bewegten  Körpers  gebildet  wird,  das  Geschwindic^eitspotential  in 
einer  bemerkenswerten  Weise  in  Teile  zerlegen  kann.**)  Wir  be- 
schrftnken  uns  bei  dieser  Betrachtung  wieder  auf  unverftuderliche 
Dichte  Q,  resp.  inkompreasible  Flüssigkeiten. 

Sind  2^,  i  die  Komponenten  der  Lineargeschwindigkeit  eines 
in  dem  starren  K6rper  festen  Punktes  jr,  ^  ^  und  sind  t',  m',  n'  die- 
jenigen seiner  Botationsgeschwindigkeit  um  Parallele  X,  9>  S  2U  den 
absolut  festen  Axen  X^Y^Z  durch  diesen  Punkt»  so  kann  man  setzen 
F^iF^  +  iF^  +  iF^  +  r /i  +  m'F^  +  n'^i,  56) 
wo  nun  wegen  A.y./'^O  und 

•=  U'  +    -  h)^  9)n')co8(ii,«) 

+  {h  +  Cv  -  9)  1'  -  (x  -  j)m')  cos  (n,  z) 
die  Ff^  sämtlich  der  Hauptgleichuug 

A.,./-.'«)  57) 
und  aoBerdem  den  speziellen  Sukdbedingnngen 


=  C08(n,*),  ^  =  -  ^)Qo^{ri,z)  -  (2  -  a)cos(tt,y), 
=  C08(»,i^),    ^  -  (z  -  j)  C08(n,4r)  -  (x  -  j)C08  (»,z), 


57) 


1^'  =  coe(»,z),        «  (j:  -  j)C08(ii,y)  -  (y-  ^)co8(ji,jr) 

genügen  müssen. 

Da  die  La^rf'  der  Obertlärlie  poL'cn  das  absolut  feste  System 
X  y\  />  wechselt,  und  da  die  Bediu^un^'cii  (57  )  an  dieser  Oberfläche 
erfüllt  sein  müssen,  so  siud  die  Funktionen  aulier  von  den  Koordi- 
naten X,  y,  z  der  betrachteten  Stelle  in  der  Flüssigkeit  noch  von  der 
Gestalt  und  der  Lage  des  Körpers  abhängii?:  sie  sind  aber  unab- 
hängig von  st'inen  Translations-  und  Rotationsgeschwindigkeiten. 

Die  vorstellende  Zerlegung;  läßt  sich  ohne  Abänderung  auch 
auf  den  Fall  übertragen,  daß  sich  iiielirert'  starre  Kiupcr  in  der 
Flüssigkeit  bewegen,  und  jederzeit  sind  die  F^  dann  eindeutig  be- 
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stimmt,  wenn  man  sie  den  obigen  Bedmgun<;eii  unterwirft  und 
außerdem  noch  festsetzt,  daß  sie  eindeutige  und  stetige  Funktionen 
der  Kodi'dinaten  sind,  die  im  Unendlichen  verschwinden. 

Wird  nur  ein  starrer  Körper  innerhalb  der  Flüssigkeit  bewegt, 
so  kann  man  den  ganzen  Vorgang  auch  auf  ein  in  ihm  festes 
Koordinatensystem  B,  C  beziehen.  Für  eine  Stelle  a,  4,  c  der 
Flüssigkeit  sind  dann  dFida,  dFjdb,  dFjdc  nach  wie  vor  die 
absoluten  G^schwindigkcitskomponenten.  nur  genommen  nach  den 
bewegten  Azen,  und  die  Funktion  F  folgt  noch  derselben  Gleichung 

58)  AahcF^O, 

da  sie  Diftereutiahiuotientcu  nacii  der  Zeit  iiiciit  ruthült. 

Bezcicluiot  man  mit  a'.  b'.  c'  die  Gescliwimli^kcitskompdin'ntt'U 
des  im  Anlaiig  des  Systems  ('  betindliclien  Punktes  drs  Kör- 

l»('rs,  mit  p',  c\\  r'  die  Kotationsk(jm])()neuteii  des  Körpers,  beide  auf 
das  System  B,  C  bezogen,  so  sind  (a'  +  cq'  —  bx').  (b'  -\-  ax'  —  rp'), 
(c'  +  b\>  —  «iV)  die  absoluten  Geschwiudigkeitskomponenteii  des  Punk- 
tes a.  b.  V  des  Körpers  nach  den  Axen  jB,  C,  und  die  Obertlächeu- 
bedingung  lautet 

58')       1^  =«(tt'+<?q'-Är')cos(ii,a)4-(l)'  +  ar'-cp')co8(n,^) 

1  +  (c'  +  Ä  p  —  a  q  )  cos  (n,  c) . 

Man  kann  daher  auch  iiier  zerlegen 

58")  F^  a'Si  +  t>'dt  +  c'%  +  o'g^  +  q'd«  + 

und  far  die  analoge  Formehi  aufstellen,  wie  (57)  und  (ST');  diese 
Funktionen  sind  hier  aber,  da  die  Lage  des  starren  Körpers 
gegen  das  System  A,ByC  unTeränderlich  ist,  nur  von  der  Gestalt  dee 
Körpers  abhängig.  — 

Nach  den  Yorstehenden  Entwickelungen  ist  die  lebendige  Kraft 
W  eines  Systems  Ton  starren  Körpern  und  der  Flüssigkeit,  innerhalb 
deren  sie  sich  bewegen,  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der 
Geschwindigkeiten  i\  i/,  5',  T,  m',  n'  resp.  a',  b',  c',  v'»  ^%  dieser 
Körper,  welche  Tollständig.  bekannt  ist,  wenn  die  Torstehenden  Glei- 
chungen für  das  betrachtete  System  integriert  sind.  Hierauf  beruht 
die  Möglichkeit,  die  Gesetze  der  Bewegung  eines  solchen  zusammen- 
gesetzten Systems  unter  der  Wirkung  gegebener  ftufierer  Kräfte  aas 
der  HAMiLTOiT'schen  Gleichung  abzuleiten.'*) 

Nach  der  Gleichung  (99]  des  ersten  Teiles  ergiebt  sich  hier 
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wobei  das  Integral  links  ühtT  Körper  und  Flüssigkeit  ausgedehnt  ist. 
Für  die  starren  Körper  kann  man  die  virtuellen  Verriickuiigen  l)e- 
lit'hig  vorselireihen,  auch  so,  daß  su'  für  ^  =  und  /  =  versclnvinden. 
Durch  sie  hestininien  sich  die  virtuellen  Verrückungen  fiir  alle  Teile 
der  Flüssigkeit,  wenn  man  densclhen  noch  die  Bedingungen  auf- 
erlegt, d;iß  sie  für  f  =  t^^  verschwinden,  und  daß  die  durch  sie  hk»- 
diüzierte  Bewegung  der  Flüssigkeit  wieder  eine  Poteutialhewegung 
ist.  Damit  sind  dann  jene  Variationen  auch  für  t  ^  t^  beätiuimty 
aber  nicht  notwendig  gleich  Null. 

Trotzdem  vei*schwiudet  an  der  oheren  Grenze  der  auf  die 
Flüssigkeit  bezogene  Teil  des  Integrals  auf  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (59);  denn  er  läßt  sich  achreiben 

«      F {Öx cos (n, x)  -^dy  cos (n, y)  4-  Öz  cos     r)j  do 

und  beide  Integrale  Tersch winden:  das  Baumintegral  wegen  der 
Inkompressibilitfttsbedingung;  das  Oberflächenintegrali  soweit  es  sich 
auf  die  Grenzen  der  starren  Körper  bezieht,  weil  sich  durch  die 
für  sie  zur  Zeit  t^t^  geltenden  Werte  St^  9y  Sz  ^0  die 
Normalkomponente  der  Verrückung  der  anliegenden  FlUssigkeitsteil- 
chen  ebenMls  zu  Null  bestimmt;  soweit  es  sich  auf  die  unendlich 
fernen  Teile  bezieht,  weil  nach  den  Betrachtungen  auf  Seite  184 
durch  Bewegungen  der  betrachteten  Art  im  Endlichen  für  unendlich 
ferne  Punkte  nur  solche  von  zweiter  Ordnung  hervorgerufen  werden. 
Demgemäß  gilt  auch  im  vorliegenden  Fall 

f  (SW-i-ö'A)dt^O,  59) 

Die  Arbeit  S*ji  wird  teils  an  den  starren  Körpern,  teils  an  der 
Flüssigkeit  geleistet  und  möge  daher  in  S'jiu  +  zerlegt  werden. 
Soll  ein  Geschwindigkeitspotential  existieren,  so  müssen  die  auf  die 
Flüssigkeit  wirkenden  Keifte  konservativ  sein.  Die  Arbeit  solcher 
KrSfte  würde,  wenn  der  ganze  Baum  Ton  homogener  Flüssigkeit 
erfiült  wäre,  bei  jeder  Bewegung,  welche  die  äußere  Begrenzung 
nicht  verändert,  verschwinden.  Hieraus  folgt,  daB  die  foktisch  an 
der  Flüssigkeit  geleistete  Arbeit  d*jif  das  Entgegeng^tzte  ist  von 
der  S^jfuf  welche  an.  den  starren  Körpern  durch  dieselben  Kräfte 
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geleistet  werden  wttrde,  wenn  ihre  Diehte  gleich  deijenigen  der 
Flttfldgkeit  wftre.  Man  kann  demgem&ß 

setzen  und  behaupteu,  ilaB  sowohl  A*/'.  wie  (TA  nur  Ton  der  (lestalt, 
Massenverteilung,  Lage  und  [Bewegung  der  starren  Körper  abhängen. 
Bezeichnet  man  die  Potentiaifunktiou  der  wirkenden  Kraft  mit 
so  ist  nach  dem  Gesagten 

worin  die  Dichte  der  festen  Körper,  mit  dh  yariieren  kann,  (>^,  die 
Dichte  der  Flftesigkeity  aher  konstant  ist.  • 

Die  HAMiLTGM'sdie  Gleichung  läßt  sich  weiter  ToUstAndig  so 
entwickeln,  wie  das  auf  S.  107  angedeutet  ist,  und  fthrt,  wenn  es 
sich  um  die  Bewegung  nur  eines  Körpers  in  einer  unendlichen  und 
im  Unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit  handelt,  hei  Benutzung  des 
im  Körper  festen  Systemes  J,  By  C  auf  die  Formeln  (182)  und  (182') 
des  ersten  Teiles  zurück. 

Den  Wert  der  lebendigen  Kraft  W  zu  bestimmen  muß  man, 
wie  oben  gesagt,  im  allgemeinen  das  Strömungsproblem,  das  durch 
die  Formeln  (58)  und  (58")  definiert  ist,  gelöst  haben;  in  dem  Fall, 
daß  ein  einziger  Körper  Torhanden  ist,  welcher  Symmetrieelemente 
besitzt,  kann  man,  wenn  die  Bewegung  auf  ein  in  ihm  festes  System 
B,  C  bezogen  wird,  wenigstens  die  Form  von  V  bestimmen,  ohne 
jene  Vorbedingung  zu  erfüllen. 

Den  allgemeinen  Wert  ^  der  lebendigen  Kraft  können  wir 
nämlich  definieren  durch 

4-  i>'{a^^ci'  +  «„b'-f  . . .) 
+  c'(fl,ia'+aMb'+ ...) 

+  

worin  die  «^t,  welche  beiläufig  der  Beziehung  a^h  ="  genügen, 
nur  von  der  Gestalt  und  der  Massenyerteilung  des  Körpers  abhängen. 
Denn  W  setzt  sich  zusammen  aus  der  lebendigen  Kraft  des  starren 
Körpers,  welche  von  dessen  Parametern  nur  solche  enthält,  die  sich 
durch  seine  MassenTcrteilung  bestimmen  (nach  S.  100  nämlich  m, 
ff,  ß,  Yf  At  Bf  Fj  A\  B\  r*)  und  aus  derjenigen  der  Flüssigkeit, 
deren  Parameter  nach  dem  zu  (58")  Gesagten  nur  von  der  Gestalt 
des  Körpers  abhängen. 

Fallen  nun  die  Symmetrieelemente  beider  zusammen,  was  z.  B. 
stets  stattfindet,  wenn  der  starre  Körper  homogen  ist,  so  kann  man 
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schließen,  daß  nach  gleichwertigen  Kichtungm  gleiche  Translations- 
oder Sotationsgeschwindigkeiten  des  Körpers  auch  gleiche  Werte 
der  gesamten  lebendigen  Kraft  ergeben.  Hiernach  muß  W  eine 
skalare  Funktion  der  zweimal  drei  Vektorkomponenten  a\  b\  c'  und 
p',  q',  r'  sein,  welclie  die  Symmetrie  des  starren  Körpers  besitzt  und 
nach  den  in  §  17  des  ersten  Teiles  gegebenen  allgemeuien  Gnind- 
sätsBen-  für  spezielle  Fälle  spezialisiert  werden  kann 

üm  dies  ausiuführeiii  zerlegen  wir  den  Ausdruck  (60)  nach 
dem  Schema 

2V=  ^1+2«*^,+  ^,, 

worin 

+  c'(a„tt'+a„b'  +  <i„c'), 

Jede  dieser  drei  Funktionen  hat  den  Typus  II,  der  auf  Seite  187 
behandelt  ist 

Ist  die  Z'Axe  in  Bezug  auf  die  Gestalt  und  Massenverteilung 
des  Körpers  eine  Symmetrieaze  von  höherer  Zähligkeit,  als  zwei, 
so  reduzieren  sich  hiemach  diese  Ausdrücke  auf 

%  -  fl„(o'p'  +  b'q')  +  a^c%  601 

Ist  femer  die  positive  und  die  negative  Drehungsrichtung  um  die 
Koordinatenaxen  oder  die  positiTe  und  negative  Verschiebungsrichtnng 
ihnen  parallel  gleichwertig,  so  muß  Terschwindeni  und  es 
resultiert 

Dieser  Ausdruck  pilt  unter  anderem  für  eine  vier-  oder  seclisseitige 
Pyramide,  für  ein  analoges  Prisma,  für  einen  beliehigeu  Botaüons- 
körper,  sämtlich  mit  homogener  Dichte  erfüllt  ^ledaclit. 

Sind  alle  drei  Koordinatenaxen  gleichwertig,  so  wird  noch 
spezieller  o,,  3=  o^,  a^. 
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§  11.  AUsemeimto  llllaiigriraitibewegimgen  obae  freie  Oberfliolie. 

W(>ndet  man  die  Besuitate  der  in  §  23  des  L  Teiles  allgemein 
durcli^'efahrteu  Zerlegung  vou  Vektorkomponenten  auf  die  G^schwin- 
digkeitakomponenten  u\  v\  w  an,  so  erhält  man  folgendes  Resultat 

Tnnerhall)  eines  beliebig  begrenzten  Raumes  k  lassen  sich  stetige 
Geschwindigkeitskomponenten  jederzeit  darstellen  in  der  Form 


61) 


wobei 


^  ~  dy  ^  dx       dx  ' 

ar  du 

^  "  d*  dx  "  dy  ' 
^      Bx  ^  dy  ^  dx  ' 


Diese  Zerle^niucr  ist.  vorausgesetzt,  daß  luaii  Anteile  an  i\  ^, 
welche  sich  in  dem  obigen  System  recht.s  herausheben,  außer  Be- 
tracht liibt.  eindeutig  bestimmt,  wenn  mau  F  die  Obertiächen- 
bediugung  auferlegt,  daß 

a  Bt        _      _ 

61*)  ti'cos  (v,  x)  +  ©'cos  (v, y)  +  tp'cos  (f,  z)  =s  1^, 

Aus  dem  Ansatz  (61)  folgt  unter  Benutzung  tou  (43'") 

61  )  =  + 

außerdem 

en         Al7«-2/',    AT« -2m',  AÄ^'--2«'. 

Mau  kauu  daher  tür  Ff  U,  1',  II  folgende  Werte  bilden: 

worin      durch  die  Gleichung 

62')  A-Po-O 

und  die  Bedingimg  (61')  bestimmt  ist; 

^^''^   ^'^W'bV'  '"ir^dr'  ^""dS'^'di"' 

worin 


62") 
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Erstreckt  sieb  die  Flüssigkeit  ins  Unendliche,  so  kommt  nach 
S.  191  ftür  die  unendlich  ferne  Begrenzunj^  die  Gleichung  (61)  als 
Bedinfjung  für  P  resp.  in  Wegfall,  und  die  Bestimmung  der 
Funktionen  F,  U,  V,  W  liört  auf,  eindeutig  asu  sein,  ausgenommen 
den  Fall,  daß  imUneiuUichen  verschwindet  und  /{dg  odt)dk. 

Ober  den  ganzen  Raum,  ^/p^du,  ,  Uber  etwaige  im  Endlichen 
liegende  geschlossene  Begrenznngsflftchen  Oj^  erstreckt,  endlich  ist. 
Fehlen  die  Grenzriächen  o^,  was  wir  weiter  zunächst  voraussetzen 
wollen,  so  ist  F^  gleich  Null;  ändert  sich  überdies  für  da-s  einzelne 
Teilchen  die  Dichte  g  mit  der  Zeit  nicht,  ist  etwa  die  Flüssigkeit 
inkompressibel,  so  ist  auch  F^Oy  und  man  kann  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  setsen 

,     dW     dV  dV     BW      ,     BV     Bü  ..... 

wobei 

„     hB     BF  nr     BA  SA  Bü 

und  03') 

ist 

Man  erhält  hier  durch  Kombination  der  letzten  Gleichungen 

=  4^  j  (wi  COS  (vp  1/)  -  Vi  cos  (Vp  z))  ^ 


4nJ  vdjft 


d  V.  \  d  k.  /. 
'  j-^T*-,  U.  8.  f. 


63") 


worin  die  innere  NoniKil»»  auf  do^  bezeichnet,  uihI.  w«»nii  das  anf  die 
unendliche  Begrenzung  bezogene  Ohertlächeniutegrai  verschwindet, 

^'inP^^  "'W^^ 

Es  ist  von  Interesse,  daß  eine  der  vorstehendtMi  analoge  Zer« 
legung  auch  bei  Bewegungen  mit  wechselnden  Dichtigkeitiin  an* 
wendbar  ist,  soweit  jene  stationär  sind. 

Denn  die  Gleichung  (43")  lautet  in  diesem  Falle 

man  kann  also  für  Strömungen  in  emer  unbegrenzten  Flüssigkeit 
setzen 
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U.  Uta,  Meektmk  mekMmrtr  XÜkptr.  UL  Kap, 


U  =  p  M  =   


64') 


10 


Ö  =  Ol?  =  ^ 


und  für  U,  tB  Sludiche  Ausdracke  bflden,  wie  sie  in  (63'")  dar- 
gestellt sind.  — 

Die  Formeln  (68)  und  (68"')  gestatten»  die  Geschwindigkeits- 
komponenten an  jeder  Stelle  der  Flttssigkeit  su  irgend  einer  Zeit 
als  die  Wirkung  der  Wirbel  anfrn&ssen,  welche  gleichzeitig  in  der- 
selben irgendwo  stattfinden.  Jedes  Volnmenelement  9\  giebt  zu 
v'y  vi  Anteile  ^u',  ^o',  ^w',  welche  sich  in  Bezug  auf  Stellen 
in  endlicher  E<ntfemung  tou  Bk^  folgendermaßen  ausdrucken: 


65) 


^w'< 


2n 

2n 


r 

öl 

«» 

-mi 

al 

r 

—  »1 

r 

e| 

Diese  Anteile  kann  man  als  Komponenten  einer  Gtashwindig- 
keit  Bt'  ansehen»  deren  Richtung  sich  dadurch  bestimmt»  daß  nach 
Vorstehendem 

ri^tt'+mi^o'+iiiaw'-O 

d  r  V  ,  .  a  r  v>  ,  .  ö  r 


650 


f3T  ^  ,     0  r  ^  .  .  V  r      ,  f. 


ist;  A.<f'  steht  also  normal  auf  der  Ebene  durch  die  Rotationsaxe  in 
und  durch  die  Verbindungslinie  r;  die  Seite,  nach  welcher  d"*' 

liegt,  folgt  aus  der  Rdtationsriciitung  in  Öky 
Die  Größe  von  Ös  tindet  sich  zu 


65") 


worin  i>|  die  Botationsgeschwindigkeit  und  jif  den  Winkel  zwischen 
der  Botätionsaxe  und  r  bezeichnet 

Gleidie  Bichtung  und  Größe  mit  besitzt  die  Kraft»  welche 
nach  dem  sogenannten  Bior-SAYAST'schen  Gesetze  ein  in  ae»  y,  z  be- 
findlicher magnetischer  Einheitspol  seitens  eines  m  dk^  parallel  2>| 
fließenden  galTanischen  Stromes  von  mit  proportionaler  Stftrke 
erleidet  — 
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Die  erhaltenen  Resultate  über  die  Gr<)b«>  und  die  Richtung  von 
ös'  genügen  in  einfachen  Fällen  —  z.  B.  wenn  ein  einziger  oder 
zwei  parallele  und  coaxiale  kreistorniige  WirbelHidon  vorhanden 
sind  —  um  über  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  und  demgemäß  der 
Wirhelfäden ,  die  nach  S.  271,  falls  nur  konservative  körj)erlich«' 
Kräfte  wirken,  mit  jener  fortschwimmen,  eine  Vorstellung  zu  gebeu. 

Summiert  man  Su,  Sv\  fiw  über  einen  geschlossenen  Wirbel- 
faden,  vom  normalen  Querschnitt  yj,  so  ist  zu  berücksichtigen,  daÜ 
längs  desselben  nach  S.  267  ^^-^i  konstant  ist;  bezeichnet  man  die 
Projektionen  des  Axenelementes  ds^  des  Fadens  durch  dr^,  dy^y 
dzj,  so  erhält  man  für  Punkte,  die  keinem  Teil  des  Wirbelfadens 
nnendlich  nahe  liegen, 


Vergleiclit  man  dies« 


65'") 


System  (170')  des 


Resultate 

yorigen  Teiles,  so  erkennt  man,  dal3  die  (jescbwindigkeit  {ff .s)  nach 
Richtung  und  Größe  übereinstimmt  mit  der  Kral't.  welche  eine 
magnetische  Doppt'lliäclic  von  dem  konstanten  Momrnt  -f  '2  t/, 

welche  durch  den  \\  irbelfaden  begrenzt  ist,  uut  einen  KinheiLüpol 
an  der  Stelle  j-,  y.  z  ausübt. 

Da  jene  Kraft  ein  Potential  liesitzt.  so  hat  auch  die  (je- 
schwindigkeit  {(is)  ein  Geschwindigkeitsj)otential,  was  begreitlich  ist, 
da  die  Stelle,  auf  welche  sich  die  Formeln  beziehen,  außerhalb  des 
Wirbelfadens  liegt.  — 

Für  ebene  Flüssigkeitshew.  nungon  kann  man  nach  S.  200.  wenn 
die  A')'- Ebene  der  Brwegungsebeue  parallel  gelegt  wird,  allgemein 
die  Zerlegung  anwenden: 


ans  der  folgt 


und 


,  dF 

"'ei- 


.    „     du'  ör' 
■       ax  ay 

A,»^-  -2»'. 


dx  ' 
11  dt 


60) 
66") 
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Unterwirft  man  /'  noch  länus  der  Grenze  s  des  Fläclieustücke», 
für  welches  die  Zerlegung  gelten  soll,  der  Bedingung 

««'">  «' ^^'^^ +  ^  ^^"^    =  i^'» 

80  ist  es  dadurch  vollständig  bestimmt;  außerdem  gilt 

und 

Erstreckt  sich  die  Flüssigkeit  über  die  ganze  unendliche  fibene» 
und  genügt  die  Bewegung  der  Bedingung 

80  kann  man  nach  S.  201  F  konstant  setzen  und  erhält 

68")        l       =  —  g^J* (iJiCOs(i'j,x)-  uicoB(p^,y))l{e)ds^ 

Wenn  das  Bandintegral  unendlich  klein  ist,  so  giebt  dies**) 

enie  Fonnel,  die  sich  genau  so  deuten  und  verweilen  läßt,  wie  (63  "); 
^' ist  nach  S,  276  mit  der  StrifUiunL'sfunktion  'S'  identisch,  und 
die  Fonnel  //'  =  Const.  bestimmt  daiier  die  Stromkurven.  — 

Ist  71  zu  der  betrachteten  Zeit  nur  in  diskreten,  unendlich  kleineu 
Flächen  y^,  die  in  endlichen  Entfernungen  von  einander  liegen,  von 
Null  verschieden,  d.  h.,  ist  nur  in  einzelnen  parallel  der  Z-Axe 
liegenden  Fäden  Wirbelbewegung  vorhanden,  und  setzt  man  fUr  ein 
jedes  derselben  den  Wert  von 

6»)  r-^-y. 

80  wird 

69')  r=-.-SA,/(eJ, 

wo  nun      die  Entfernung  der  betrachteten  Stelle  Ton  dem  Atem 
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Wirbelfadeii  bezeichnet  //'  erpiebt  sich  hier  gleich  dem  h)garithmi- 
schen  Potential  eines  Systemes  von  in  der  A'^i -Ebene  verteilten  Massen- 
]>unkten  Da  nach  dem  auf  S.  270  Gesagten  bei  ebenen  Be- 

wegungen unter  der  Wirkung  konservativer  Kräfte  n  für  jedes 
Flüssigkeitsteilehen  konsüint  ist,  so  ist  auch  JV^  eine  den  Wirbel- 
faden  (A)  charakterisierende  Konstante. 

Die  dieser  Strömungsfunktion  //  entsprechenden  Werte  der 
Geschwindigkeiten  u  und  v  an  einer  beliebigen  iStelle  y  sind 
nach  (68') 

h 

jeder  WirbelfeuLen  giebt  also  einen  Anteil  x)^  zur  Gesamtgeschwindig- 
keit, welcher  normal  zu      steht  und  die  Gröfie  NJ«f^  hat 

Dieser  Anteil  ist,  wie  oben  gesagt,  unabhängig  davon,  ob  in  x,  y 
sich  etwa  ein  Wirbelfiiden  befindet;  ein  solcher  wird  also  ebenso  in 
Bewegung  gesetzt,  wie  ein  wirbelloses  FlUssigkeitsteilchen.  Für  den 
Aten  Faden  gilt  somit 

oder  anders  geschrieben 

Aitii--A,^A,^"^^%   Aici=-|-A;-S'A,^p^  69') 

die  Summen  sind  über  alle  Fäden  mit  Ausnahme  des  Aten  zu  er- 
strecken, da  dieser  sich  selbst  eine  Translatiousbewegung  nicht 
erteilt. 

DicNe  Formeln  haben  eine  gewisse  Almiichkeit  mit  d^nen,  welche 
die  Gesetze  der  ebenen  Bewegun«;  eines  Punktsystemes  unter  alleiniger 
Wirkung  innerer  Kräfte,  die  proportional  sind  mit  A,,Aj^  und 
aussprechen;  nur  stehen  hier  die  (Teschwindigkeiten  der  Massen- 
l)unkte  N^^  an  Stelle  der  Beschleunigungen  dort,  und  die 
inneren  Kräfte  liegen  hier  normal,  dort  parallel  der  Verbindungb- 
linie  d^r  Punkte. 

Infolge  dieser  Analogie  haben  einige  aus  dem  System  (09" )  zu 
ziehende  Folgerungen  Verwandtschaft  mit  den  für  Punktsysteme  der 
genannten  Art  gelt^^nden  Sätzen. 

Es  gilt  ein  Schwerpunktssatz 

-rjviii;  =  o,  -r-Äit,i-o,  70) 

ein  Fläcbensata 

ein  Safts  über  cUs  innere  Potential  des  Punktsystemes 
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70-)  STN^NJe^^^C, 

endlich  ein  Satz  Uber  das  Trägheitsmoment  nm  den  Koordinaten- 

die  alle  durch  geeignete  Zusammen&ssungen  der  Formeln  (69") 
leieht  erhalten  werden  IcOnnen;  C  und  C"  bezeichnen  in  den  letzten 
beiden  Formeln  Konstanten  und  die  Summen  2l  sind  über  alle 
die  Summen  2"  über  alle  Kombinationen  Ton  h  und  k  zu  erstrecken. 

Die  allgemeinen  Sätze  (70)  bis  (TO  ")  liefern  jederzeit  Integrale  für 
das  Problem  der  Bewegung  eiues  Systemes  von  geradlinigen,  parallelen 
Wirbelfäden  in  einer  uneutllicheu  Flüssigkeit,  die  aber  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  für  sich  allein  ausreiclien,  um  das  Problem  zu 
Kn(U'  zu  führen.  Die  Bewegung  wird  durch  äußere  Kräfte,  welche 
ein  Potential  haben,  nicht  heeintlußt,  sondeni  nur  der  herrschende 
Druck;  im  allgemeinen  Falle  ist  auf  die  Formeln  (48)  zurück- 
zugreifen. — 

Sind  Bej»renzungen  vorhanden,  so  kann  man  bei  inkompns- 
sibeln  Fliissi<i:kt'iten  nichtsdestoweniirtT  die  \Virl)elbewegungen  /u 
einer  beliebigen  Zeit  willkürlich  vorschreiben,  80  weit  dabei  kein 
Widerspruch  mit  der  identischen  Formel 

dr  dm'  Bjn^  rt 
d  x  ^  d  y      d  *  "  " 

entsteht. 

Wendet  man  dann  für  6;  F,  ff  die  Gleichungen  (63  ')  an,  so 
erfüllen  die  nach  (ü3)  hieraus  folgenden  it\  v,  w'  die  (irenzbedin- 
gungen  nicht;  letztere  lassen  sich  aber,  so  weit  sie  für  die  OberHäche 
nur  die  Normalge8chwin«liijkeit  v'  vorschreiben,  jederzeit  durch  Zu- 
fügung  einer  Potentialbewegung,  d.  h.  durch  Benutzung  des  allge- 
meinen Ansatzes  (Ol),  befriedigen,  wo  nun /'außer  der  Hauptgleichuug 
^  F  =  0  noch  die  Bedingung  zu  erfüllen  hat 


Die  80  erhaltenen  u',  v\  w  gelten  aber  nnr  für  den  Moment, 
für  welchen  die  I,  m',  n'  Torgeschrieben  eind;  damit  de  immer 
gelten,  die  Bewegung  also  stationär  sei,  müssen  körperliche  Krftfte 
spezieller  Art  wirken,  deren  Komponenten  aus  (48')  folgen,  falls  man 
dort  du  jdt,  dv  jdt,  dw  jdt  gleich  NuH  setzt  Wendet  man  auf 
sie  die  Zierlegung  (187)  des  ersten  Teiles  an,  so  erkennt  man,  daß 
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die  Potentialfunktion  0  von  p  j  q  =  n  untronni)ar  ist,  80  daß  nur 
die  Summe  beider  Ausdrücke  sich  bestimmen  läüt 

Bei  vorgeschriebenen  Kräften  ist  die  Bewegung  im  allgemeinen 
veränderlich  und  bietet  dann  der  analytischen  Behandlung  sehr  grofle 
Schwierigkeit. 

§  12.    Omndgleichnngen  far  die  Bewegung  imponderabler  Fluida 
innerhalb  ponderabler  Körper.    Strömung  von  Wärme  oder  Elek- 
trioität  in  einem  Leiterayitem  und  verwandte  Enoheinnngen. 

Wir  wollen  uns  nunmehr  den  Raum,  innerhalb  dessen  die  strö- 
mende Flüssigkeit  sich  befindet,  von  einem  feinen  Netzwerk  von 
regelmäßigem  und  gleichförmigem  Gefüge  erfüllt  denken,  welches 
der  Bewegung  einen  Widei-stand  entgegensetzt.  Die  auf  die  Massen- 
einheit bezogenen  Komponenten  A'^,,  F,,,  i/„  dieses  Widci-staiules 
setzen  wir  an  joder  Stelle  einerseits  der  Dichte  der  strömenden 
Flüssigkeit  jjroportional  und  denken  sie  lunlererseits  von  der  Größe 
und  Richtung  ihrer  Gescliwindigkeit  iildiängig:  in  erster  Aniiälierung 
können  wir  sie  dann  als  lineäre  Funktionen  der  Geschwindigkeits- 
komponenten  it ,  v\  w'  einführen.  Endlich  niaclien  wir,  wie  in  §  8, 
die  Annahme ,  daß  die  inneren  Kräfte  der  Flüssigkeit  vernach- 
lässigt werden  könnrii. 

T)ann  erhalten  wir  aus  (4li),  indem  wir  für  die  auf  die  Massen- 
einheit bezogenen  körperlichen  Kräfte,  ausschließlich  der  Wider- 
standskoinponenten  i'^,,  die  Bezeichnungen  A',  J',  Z  beibehalten 
und  unter       ein  System  von  Konstanten  verstehen, 

~  -f-  (i  (Xji  U  -h  Xjg  r  +        w)  =.  i;  U.  S.  £, 

dazu 

Da  die  innern  Kräfte  der  Flüssigkeit  verschwinden,  kann  in  der 
Grenze  zweier  Körper  (/<)  und  (ä)  eine  unendliche  Kondensation  und 
demgemäß  eine  Flächendichte  f7^j^  entstehen,  deren  Anwachsen  gegeben 
ist  durch 

Ä  («*  cos  («, ,  x)  +     cos  («, , ;/)  -h      cos  (n, ,  z)) 
+  if^(uj^cos(n^,x)  +  ü»cos(iij,y)  +  WjCOs(aj,r))  +  -jf  -  ü, 

worin  w^,  und  //^  die  inneren  Normalen  auf  den  bezüglichen  Ober- 

ilächenelementen  bezeichnen. 

ymoT,  TheoffallHb«  P^Tilk.  19 
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Hierin  wollen  wir  abgekttrzt 

^  V'  «  U|      ^  O'  S3  U)       (}  W    =  tü, 

(» (tf"  008 (», +    C08(ii,y)  +  to'  eo8(ii,  z))  «■  n 

setzen  1111(1  u,  ü,  it)  die  Stri'niiun^skoniponenten  nennen;  sie  stellen 
die  Menge  Flüssigkeit  dar,  weklie  an  der  Stt^ile  r.  y,  z  in  der  Zeit- 
einheit durch  ein  Fläclienelenient  d  y  iiürnial  zur  .V-,  }'-,  /-Axe  resj). 
zur  Kichtuug  vou  n  hiudurclitritt,  durch  dies  Eiemeut  dividiert  Es 
ist  also 

[tt]  -  [u]     [lü]  =  [n]  =  mlr^t-K 

Endlich  nehmen  wir  an,  daß  —  etwa  wegen  der  sehr  bedeutenden 
Gr66e  der  Eonstanten  x^^^  —  die  Beedileunigungen  du'jdtf  dv'jdt^ 
dw'/dt  neben  den  übrigen  Qliedern  Temachlftssigt  werden  kOnnen. 
Dies  wird  stets  dann  stattfinden,  wenn  mit  dem  Verschwinden  der 
äußeren  Kräfte  auch  die  Geschwindigkeit  eines  jeden  Flttssigkeits- 
teilchens  in  unmerklich  kurzer  Zeit  Terschwindet,  also  das  Fluidum 
sich  so  Terbält,  als  besäße  es  keine  Trägheit,  als  wäre  es,  wie  man 
sagt,  imponderabeL 
Dann  erhalten  wir 

71)      {        «iiu  +  i^,»  +  «i,w  =  r, 


71') 


ÖU       ÖD       ÖW       Öp  jj 

dx^  dy^  dx  ^  dt 


at 


«»  +  11»+  -0. 


Die  Koefdzienten  ir^i^,  welche  in  homogenen  Körpern  konstant,  in 
inhomogenen  stetig  mit  dem  Ort  veränderlich  sind  und  in  den 
Grenzen  springen,  heißen  die  Widerstandskoeffizienten  des  Me- 
diums und  spezialisieren  sich  cyentuell  nach  dessen  Symmetrie- 
elementen gemäß  den  früher  hierfUr  angegebenen  Regeln  und  nach 
Schema  II  auf  a  187. 

Die  drei  Gleichungen  (71)  kOnnen  wir  nach  u,  tt,  to  auflösen 
und  also  das  ganze  ^tem  schreiben 
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di^  dy'^  hx  ^  dt 

Die  Faktoivn  A,,.  heißen  die  Leitl'äliiijkeitskoeffizieiiteu  der 
bubbtanz  und  lassen  sidi  älmlii-li  I)ebandeln,  wie  die  x^^. 
Bei  isotropeu  Körpern  wird 

ttnd  analog 

*18  *°  *88  ^  *18"  *lt  ~  *fl  ~  ^»    *ll  ~  ^1  "  *8S  ™  j » 

daraus  folgt,  daÖ  hier  die  Strömung  der  ti*eibeuden  Kralt  stets  par- 
allel verläult. 

Es  m&*^  liervorgehoben  werden,  daÜ  die  letzten  Formeln  un- 
geändert  bleiben,  wenn  wir,  etwa  weil  die  'rrägln  il  der  betraehteteu 
Flüssigkeit  gegen  die  sonst  bekannter  unmerklich  ist,  die  bisherige 
mechanisehe  Definition  der  Masse  und  die  daraus  fließende  der 
Dichtigkeit  aufgel)en  und  irgend  eine  andere,  z.  B.,  wie  bei  den  elek- 
trischen ^fassen,  dit*  durch  ihre  Fern  Wirkungen  gegebene,  an  ihrer 
Stelle  einführen.  Nur  die  x,^f.  und  /.^j^  verändern  dabei  ihre  Dimen- 
sionen und  ihre  numerischen  Werte. 

Die  Formeln  (71)  bis  (71")  sind  geeignet  zur  Ableitung  der 
(besetze,  nach  welchen  die  Strömung  der  als  Fiuida  aufgefaßten 
Wärme  und  Elektricität  in  Leitern  statthndet.  ii,  u,  iu  bedeuten 
auch  dann  die  in  der  Zeiteinheit  parallel  den  Koordinatenaxen  durch 
eine  dazu  nonnale  Flächemiiidieit  stninienden  Mengen,  A',  },  /  die 
auf  die  Masseneinheit  bezogenen  treibenden  Kräfte,  die  im  Falle  der 
Wänneströmuug  Temperaturdifferenzen,  im  Falle  elektrischer  Strö- 
mung meist  elektrostatischen  Ladungen  ihren  Ursprung  venlanken. 

Bei  den  elektrischen  Vorgängen  kann  man  dabei,  wie  in  §  8  des 
ersten  Teiles  schon  benutzt  ist,  zwei  Fiuida  mit  entgegengesetzten 
Dichtigkeiten  in  voneinander  unabhängiger  Bewegung  betindlich 
denken. 

Ferner  sind  die  Formeln  in  etwas  speziellerer  Fassung  auf  den 
Vorgang  der  I)iffusif)n  einer  gelösten  Substanz  innerhalb  eines  Lö- 
sungsmittels odt'i-  derjenigen  zweier  mischbarer  Flüssigkeiten  ineinander 
anwen<lbar  und  l»ieten  auch  Vorteile  zur  anschaulichen  Deutung  der 
Gesetze  der  magnetischen  und  dielektrischen  Polarisation.  — 

Chaiakteristische  Eigenschaften  der  allgemeinsten  tliermischen 
und  elektrischen  Strömungen  erhält  man  durch  Diskussion  der  For- 
meln (71),  die  noch  keinerlei  beschränkende  Aunahnien  enthalten.*  ) 

19» 
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Dil'  durch  sie  tlargestelltt'u  iStrümungskümpüueuteu  lassen  sich 
ia  zwei  Teile  zerlegen  nach  dem  Schema 

u  »  u,  +  11,,  t  s  l)|  +  to,,  w  ■»  »j  4-  w,, 

u,  =  /.,  -V  +  /.; }'  -\-  >:^Zj  Hj  =  —  Tg  j'  -f 
\\  =  /.:,  A  +  /.^  y  +   Zj     =  —  rj  ^  +  tj  a', 


72) 
wobei 
72') 


^'23  —  ^1        ^1  >  —  '*!  » 

Ä,j  =*Äj  —  T, ,        ^  ^  r 

^1     ^a  "~  ^a »   ^1     ^  +  ^a » 
aaflerdem  kurz 

^  •  •  ■  k 

^1  ~  'u  »    'ia  ~  '"a »    ''aa  ~  '-a 

gesetzt  ist. 

Die  Kümpoiieiiten  u^,  Uj,  lUj  ^'eheii  zusammengesetzt  eine  Strö- 
iiuui^'  93j,  welche  gegen  die  Kraftriclitung  ebenso  liegt,  wie  die  Nor- 
male auf  einer  Tang(^iitenel)ene  an  dem  EUipsoid 

72")      1  «        +        +  i^z*  +  2Ä\yz  +  2l\zx  +  2/;,xy 

gegen  den  RadiusTektor  nach  der  Berührungsstelle. 

Das  Ellipsoid  (72^^  heißl^  weil  seine  Azen  mit  den  Wurzeln  aus 
den  Leitlähigkeitskoefldzienten  Xj^^  indirekt  proportional  wachsen, 
das  Widerstandsellipsoid. 

Die  Komponenten  u,.  u^,  ip,  geben  zusammengesetzt  eine  8tr5> 
mang  S,,  welche  senkrecht  steht  auf  der  Bichtung  der  Kraft  K  und 
der  Bichtung  des  Vektors  T,  den  man  erbSlt,  wenn  man  r^.  r,  als 
Strecken  auf  den  Koordinatenaxen  aufträgt  und  zu  einer  Besultierenden 
zusammensetzt   Die  GesamtstrOmung      ist  gegeben  durch 

72"')  ^  A'7'sin(/i',2'); 

sie  hat,  wenn  A'  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet  ist.  den  Charakter 
einer  Kotatioii,  und  man  nennt  demgemäß  die  Konstanten  t^j 
welche  Hir  ihre  Größe  maßgebend  sind,  die  rotatorischen.  9,  Ter- 
schwindet^  wenn  die  Bedingungen  Aj^j^  =  it^j^  bestehen. 

Dasselbe  Verfiüiren  kann  man  auf  das  Formelajstem  (71)  an- 
wenden und  erhält  bei  mit  (72^  korrespondierenden  Bezeichnungen 

73)      ]       ««Ju-hifjto  +  i^tD,   r,  « -sr,to-f-«,u, 

xju  +  ^f'j  ü  +  x^\o,   J?,  SS  —     u  +  ;rj  ö, 


Digitized  by  Google 


§  12.  Impondmi^  Fhrida  imuHM  poHdertMtr  KSrper.  293 


+  2x;ab),  1 


wo  der  Zusammenhang  zwischen  $  und  der  Resultierenden  TOn 
Xj,  i|,  2^  durch  ein  zweites  EUlipeoid 

bestimmt  wird,  welches  man  das  Ellipsoid  der  Leitf&higkeiten 
nennt 

Die  Axen  der  beiden  Ellipsoide  &llen  im  allgemeinen  nicht 
zusammen y  sondern  nur  in  dem  Falle,  daß  die  rotatorischen  Kon- 
stanten T,^  resp.  yerschwinden.  In  diesem  speziellen  Falle  sind 
die  gleichgelegenen  Axen  fftr  beide  Ellipsoide  einander  indirekt 
proportionaL 

Dem  Ellipsoid  der  Leitungsfähigkeiten  kann  man  eine  sehr 
anschauliche  Bedeutung  geben,  wenn  man  aus  den  allgemeinen  For* 
mein  (71)  die  Komponente  S  der  wirkenden  Kraft  nach  der  Strö- 
mungsrichtung, aus  den  Formeln  (71")  die  Komponente  f  der  Strö- 
mung uach  der  Richtung  der  Kraft  bildet.  Man  erhält,  wenn  durch 
n,  b,  c  die  Richtungscosinus  der  Strömung  %  durch  a,  ä,  c  diejeuigea 
der  treibenden  Kraft  A'  Ijezeichnet  werden, 

5=  ^^(x^Q*  +  Xjb^  -f-        +  2x[bc  +  2x;ca  +  2x;Qb), 

oder  wenn  den  Badinsrektor  im  Ellipsdd  (78^  in  der  Richtung  Ton 
%  S  demjenigen  im  EUipeoid  (72")  in  der  Richtung  Ton  K  bezeichnet 

Die  erstere  Formel  gestattet  unmittelbar  die  Anwendung  auf  einen 
lineftren  Leiter,  und  St*,  das  Quadrat  des  RadiuSToktors  im  Leitföhig- 
keitsellipsoid,  erscheint  hier  als  seine  spezifische  Leitungsfuhigkeit 
Bezieht  man  den  Krystall  auf  die  Hauptaxen  X%  Y%  des 
Widerstandsellipsoides  als  Koordinatenaxen,  so  wird 

^'1  ~  ''2  =  ^-3  =  0  ,     /.ft  =  Äa  f  =  ^Ä  » 

und  das  System  (71")  ergiebt 

»  +     X»  -  tJ  i  "  + 

-  -  tJX«  +  Tf  r>  +  z\ 

Dies  System  kann  man  geometrisch  deuten,  indem  man  beide 
Seiten  der  Konnein  mit  einer  unendlich  kleinen  Zahl  «  multipliziert 
und  €u",  «u",  €lü"  als  die  Komponenten  einer  sehr  kleinen  Verrückung 
an  einer  Stelle  mit  den  Koordinaten  A",  1%  Z'^  in  einem  nicht- 
starren Körper  betrachtet. 

Die  Verrückung  dieses  Punktes  ist  dann  nach  dem  System  (74") 
bewirkt  durch  eine  gleichförmige  Dilatation  des  Korpers  nach  den 


74") 
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drei  Axen  .P,  y*\  iiiu  die  Beträge  ,  c/^'.  bX^  und  eine  gleicli- 
zeitige  Drehung  des  Körpers  um  die  Richtung  des  Vektors  T  und 
um  den  Betrag  e  T. 

Diese  Deutung  zeigt  beiläuHg,  thtß  der  Vektor  T  nach  Größe 
und  Richtung  unabhängig  vom  Koordinatensystem  und  allein  durch 
die  Natur  des  Krystalles  bestimmt  sein  muß,  auf  den  sich  die  For- 
mehi  beziehen.  — 

Ist  die  Strömung  eine  ebene,  ist  etwa  io  —  0,  so  wird  durch 
Elimination  von  Z  aus  (71")  erhalten 

75)  '  ^" 

ein  System,  an  welches  ähnliche  Betrachtungen  geknüpft  werden 
können,  wie  oben  an  (71"). 

Noch  wichtiger  ist  der  Fall.  daB  die  eine  Kraftkonii)onente 
verschwindet,  und  die  beiden  anderen,  sowie  alle  für  die  Stnnnung 
gültigen  (ireiizbcdiugungen,  von  der  jener  ent8j)reclienden  Koordinate 
unabhängig  ^sind,  etwa  Z=0  ist  und  A'  und  }'  die  /-Koordinate 
nicht  enthalten.  Dann  sind  auch  u.  i\  w  Funktionen  von  .r  und  y 
allein,  und  der  Vorgang  kann,  obwohl  (He  iStroniung  parallel  /  nicht 
verschwindet,  ganz  in  der  AT- Ebene  verfolgt  werden,  da  die  Grenz- 
bedingungen die  K(ini})onente  \v  nicht  entlialten.  Man  kann  dann  u 
und  t)  ähnlich  wie  oben  zerlegen  und  setzen 

auch  eine  Widerstandsellipse 

die  Sehnittellipse  des  Ellipsoides  (72")  mit  der  Ai'-Ebene,  einfuliren, 
auf  deren  Hauptaxen  bezogen  A^^sAi,  Tj^t,  und  Ai=ü  wird,  und 
das  letzte  Fonuelsystem  lautet 

II  =  Äf  Jt«  -  Tjl'S  »«AJ1*<»  +  tJJ^". 

FäUt  die  ir-Axe  mit  der  Bichtung  des  Vektors  T  auf  S.  292 
zusammen,  so  ist  in  den  wichtigsten  FSllen,  wo  die  rotatorischen 
Glieder  in  der  Natur  vorkommen,  nämlich  bei  gewissen  Gruppen 
des  rhomhoßdrischen,  des  tetragonalen  und  des  hezagonalen  Krystall- 
SjTstemes,  zugleich  die  X>  und  T-Axe  gleichwertig»  vo  mit  Z  gleich  Null, 
und  die  Formeln  (75)  und  {Ib')  nehmen  die  gleiche  G^talt  an: 

75")  u^XX-tV,  tt«Är+TX 
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Aus  derselben  foli^t.  daß,  wenn  man  r  '/.  =  tg£^  setzt  und  den  Winkel 
der  Ströniun^isriehtung  mit  der  A'-Axe  i^,  den  der  Kraftrichtuug 
mit  der  A-Axe  6^  nennty  jederzeit 


ist,  also  die  beiden  Richtungen  um  eine  konstante  Größe  gegen- 
einander geneigt  sind.  — 

Im  Vorstehenden  sind  keinerlei  Annahmen  Uber  das  Oesetz, 
nach  welchem  die  treibenden  Kräfte  wirken,  eingeführt  Der  wich- 
ti^te  hierfür  in  Betracht  kommende  Fall  ist  der,  daB  sie  eine 
Potentialfunktion  besitzen.  Bei  der  Wärmeströmung  ist  dieselbe 
eine  Funktion  der  Temperatur  und  in  erster  Näherung  ihr  pro« 
portional,  kann  aber,  da  die  X^^^  schon  IVoportionalit&tsfaktoren  dar- 
stellen, auch  der  Temperatur  an  der  Stelle  x,  z  einfiBMsh  gleich 
gesetzt  werden.  Gleiches  gilt  bei  dem  Vorgang  der  Diflfusion  in 
Bezug  auf  die  Konzentration  der  Lösung. 

Bei  Existenz  einer  Potentialfunktion  0  werden  die  ersten  drei 
Gleichungen  (71")  zu 


0  betrachten  wir  innerhalb  der  Kiirper  mit  stetig  wechsehider  Be- 
schaffenheit als  selber  stetig,  lassen  aber  zu,  daß  beim  Durchgang 
durch  Flächen,  wo  jene  springt,  die  wir  also  passend  als  Grenz- 
flächen Oj^^  zwischen  zwei  Körpeni  [h]  und  (A)  ansehen,  auch  <l>  un- 
stetig wird.   Wir  setzen,  wie  S.  234, 


und  betrachten  dabei  0^^^  als  gegeben. 

Ein  Sprung  des  Potentiales  läBt  sich  nach  dem  auf  S.  261  Ghe- 
sagten  durch  die  MolekuIarwiikUng  der  diesseits  und  jenseits  der 
Grenzfläche  o^^  verschiedenen  Substanz  der  Körper  (Ä)  und  {k)  er- 
klären; bei  elektrischen  Vorgängen  ist  nach  der  Beobachtung 
eine  der  Kombination  der  Körper  [h)  und  {k)  und  der  Temperatur 
der  GrenzHäche  individuelle  Konstante,  deren  elektromotorische 


-*  e  +  « 


76) 


76') 


Kraft. 


Die  beiden  Formeln  (71) 
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du       ÖD      öro       d\i  ^ 
^   ^  " 

erlbrdeni,  um  zur  Bestinmiuiif^  von  verwertet  zu  werden,  noch 
Festsetzungen  über  die  Funktionen  n  und  die,  wenn  die  Teilchen 
der  Flüssigkeit,  etwa  nach  Art  der  elektrischen  Fluida,  auf  einander 
Fernwirkungen  ausüben,  mit  0  im  Zusammenhang  stehen  müssen. 

Der  einfachste  Zusammenhang  ist  der,  daß  q  mit  0,  und  a^^^ 
mit  dem  2dittelwert  von  0  in  der  Grenze  0^j^  proportional«  etwa 

ist,  worin  ^  und  v  sich  mit  dem  Orte  stetig  ändern  können.  Man 
kennt  übrigens  kein  Beis])iel  für  von  Null  verschiedenes  <7^^.,  wenn 
die  Kr.rptr  (//)  und  (A)  beide  Leiter  sind,  und  kann  daher  an 
Zwiscliengrenzen  aucli  <r^^^  =  0  setzen. 

An  den  äußeren  (irenzriilchcn  des  stronidurcliHossenen  Systemes 
können  je  nach  dereu  Natur  verschiedene  Bedin;^ningen  bestehen. 

Grenzt  in  ihnen  das  System  an  einen  Nichtleiter,  so  wird  dort 

76" ")  "  +  ^<  =  ^» 

wobei  ff^p0  ist  Werden  sie  als  Elintrittsilflchen  für  die  Strö- 
mung betrachteti  so  kann  daselbst  0  oder  n  selbst  Torgeeebrieben 
gedacbt  werden,  es  kommen  ancb  Fälle  vor,  wo  das  Aggregat 
t$^0  -f  II)  in  welchem  ^  eine  Funktion  des  Ortes  bezeichnet,  ge* 
geben  ist  Die  erste  und  letzte  Größe  kann,  soweit  die  Bedingung 
der  Stetigkeit  nicht  verletzt  wird,  als  willkürliche  Funktion  von  Ort 
und  Zeit  gewählt  werden;  die  Wahl  der  n  ist  durch  eine  aus  (T<>") 
folgende  Bedingung  beschränkt,  welche  für  einen  Körper  lautet 


Jfd/t, 


Die  vorstehenden,  aus  der  Vorstellung  einer  gegen  Widerst&nde 
stattfindenden  Flttssif^tsbewegung  abgeleiteten  Formeln  können 
umgekehrt  benutzt  werden,  um  physikalische  Vorgänge,  welche  durch 
eine  Funktion  0  der  Koordinaten  und  der  Zeit  bestimmt  sind,  die 
den  vorstehenden  analoge  Bedingungen  erfüllt,  als  StrOmungs- 
▼orgänge  zu  interpretieren.  — 

Die  Kombination  der  ersten  Formel  (70  )  mit  den  Werten  (76) 
und  (76'")  giebt  der  Hauptgleichung  der  Potentialfunktion  für  einen 
homogenen  Leiter  die  Gestalt 
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wof^  man  nach  (72)  auch  schreiben  kann 


77) 


sie  ist  also  von  den  rotatorischen  Gliedern  glazlich  frei  Anf  einen 
isotropen  Körper  bezogen  nimmt  die  rechte  Seite  die  Gestalt  X^^kiu 
Bei  EinfÜhmng  der  Widerstandsaxen  erfaftlt  man  hieravs 

Die  gleiche  Form  kann  man  bei  Einführung  von  schiefwinkligen 
Koordinatenaxen  3£,  D,  3       unendlich  ?iele  Weise  erhalten'*^). 
Denn  setzt  man 

80  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  die  Beziehung 
das  Sj^stem  Formeln 


^1  «21  «31  +  '2  «22  «32  +  4  '^23  «33  =  ^' 

woraus  man  auch  folgern  kann 

^1'  ,        ,  "31"  _  J 
it,  kl      '1  ' 


*j  *j  *$ 

Die  letzteren  Gleichungen  geben  aber  die  Bedingung  dafür  an,  daß 

4.     4-  **  =      •      4.  Jl 

A,       '1        '»  *• 
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ist,  und  damit  auch  dafür,  daß  die  Axeu  X,  %  ^  in  dem  sogenannten 
Hauptellipsoid 

iE*  X* 

ein  iSysti^m  konju^'itTter  Durcliiuesser  bilden.    Das  Hauptellij)Soi(l 
wird  in  dem  spezielh  n  Falle,  daß  die  rotatorischen  Glieder  ver- 
schwinden, mit  dem  Ellipsoid  der  Leitfähigkeiten  identisch.  <— > 
Macht  man  die  Substitution^^) 

78)       ^yr-fy^;,  y^x^fi^,  z^x^iiii, 

80  bildet  man  dadurch  den  Ton  dem  homogenen  Leiter  mit  den 
Eonstanten  A*,  XI,  XI  eingenommenen  Raam  k  auf  einen  anderen 
n  ab;  dem  Hauptellipsoid  in  k  entspricht  dabei  in  n  eine  Kugel, 
welche  den  gleichen  Inhalt  besitzt,  falls  speziell 

78')  =  a; 

gesetzt  wird.  Zugleich  ninmit  die  Hauptgleichung  (77)  die  Gestalt  an 

wie  sie  für  isotrope  Leiter  gilt. 

Hat  das  Medium,  welches  der  Behandlung  unterworfen  wird, 
speziell  die  Eigenschaft,  daß  für  dasselbe  die  rotatorischen  Eon- 
stanten verschwinden,  so  folgt  aus  den  Werten 

78  0  äaj  »    *^==-'-«  dy»    ^^=-^i  'dx 

die  innerhalb  des  homogenen  Leiters  durch  ein  beliebiges  Flächen- 

stfick  o  gehende  Strömung 

jnrfo-  - /(^rö|cos(»,*)  +  A;^cos(a,jf)  +  A;|^cos(ii,s))if6, 

= -.fXi'^>''- Aj^/j^'''^- 

also 

78  )    j^äo^  ^xj^dt^, 

worin  [das  Integral  über  das  durch  Abbildung  aus  o  gewonnene 
Flilchenstttcko»  zu  erstrecken  ist,  und  w  die  Normale  auf  dem  Flftchen* 
dement  Jo»,  —  A(d0/di')  die  normale  Strömung  durch  dasselbe 
bezeichnet 

Diese  Betrachtungen  ergeben  das  Resultat,  daß  man  für  die 
Behandlung  der  Strömung  an  Stelle  eines  homogenen  krystalli- 
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Iiis  eben  Leiters  jederzeit  einen  durch  die  Substitution  (78)  aus 
ihm  transformirten  isotropen  Körper  substituieren  kann.  Dabei 
bleiben  die  Grenzbedingungen,  soweit  sie  die  Werte  0  Torschreibenf 
stets  nngeändert;  soweit  sie  aber  n  oder  +  n  vorschreiben, 
nur  dann,  wenn  das  >re(lium  rotatorische  Eonstanten  nicht  besitzt. 

Eine  Ausdehnung  dieser  Behandlongsweise  auf  ein  System  kry- 
stallimscher  Leiter  ist  deshalb  nicht  möglich,  weil  die  Widerstands- 
axen  für  die  verschiedenen  Teile  im  allgemeinen  Terschiedene  GrOße 
und  Bichtung  haben.  — 

Schließlich  mag  noch  auf  eine  wichtige  geometrische  Eigenschaft 
der  Substitution  (78)  aufinerksam  gemacht  werden.  Da  sie  lineftr 
ist,  so  ftlhrt  sie  Gerade  wieder  in  Gerade,  Ebenen  in  Ebenen  über 
und  bel&ßt  Abschnitten  tou  gleicher  L&nge  auf  einer  Geraden  auch 
diese  Eigenschaft  Hieraus  folgt  sogleich,  daß  koigugierten  Diame- 
tralebenen und  konjugierten  Durchmessern  des  Hauptellipsoides  im 
Baume  k  zueinander  normale  Diametralebenen  und  zueinander  nor- 
male Durchmesser  im  Baume  n  entsprechen,  und  umgekehrt 

Das  Gleiche  giebt  die  Berechnung  mit  Hilfe  der  auf  S.  297 
aufgestellten  Fonnelsysteme.  — 

Ist  0  nur  Ton  zwei  Koordinaten,  etwa  x  und  y,  abh&ngig,  so 
tritt  der  S.  294  charakterisierte  Fall  ein,  und  man  kann  den  Vor- 
gang ganz  in  der  Ebene  darstellen.  Dies  gilt  zwar  immer,  wenn 
alle  Verhältnisse  des  Problems  längs  der  Z-Axe  konstant  sind,  also 
z.  B.  für  cylindrische  Körper  bei  längs  der  Axenriclitung  konstanten 
Aufangs-  und  Oberflächenbedingungcn.  nicht  aber  anch  stets  bei 
unenrllich  dünnen  Platten  parallel  der  A'i- Ebene;  sind  diese  z.  B. 
nach  beiden  Seiten  liin  durch  Nichtleiter  begrenzt,  so  wird  die 
i>'-Komponente  der  Strönuing,  also  lu,  vei-schwinden  müssen,  und  es 
kommen  fiir  u  und  Ii  die  Foriuehi  (75)  zur  Geltung.  Noch  anders 
gestidten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  längs  der  SeitenHächen  etwa 
5*0+  n  gegeben  ist,  ein  Fall,  auf  den  wir  bei  (Tch-genheit  der 
Wärmeleituug  eingehen  wollen,  wo  er  besonderes  Interesse  gewinnt. 


§  13.    Die  Bewegung  imponderabler  Flnida  innerhalb  ponderabler 
Körper;  allgemeine  8&tse  über  den  stationären  Zoitand. 

Wir  geben  nunmehr  zu  spezielleren  Anwendungen  der  im  vo- 
rigen Abschnitt  abgeleiteten  allgemeinen  (Grundbedingungen  über 
und  wenden  dieselben  zunächst  auf  den  stationären  Zustand  an, 
wo  der  ganze  Vorgang  von  der  Zeit  unabhängig  ist. 
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Hier  rednziereii  sieh  die  Fomeln  (76  )  auf 

t  d  U   .   Ö  D   .   ÖIP  A 


79) 


während  die  Gleichungen  (76)  und  (76')  ungeändert  bleiben,  die 
Bedingungen  an  den  ftuBeren  (Frenzen  des  Syst^ns  aber  die  Gestalt 
annehmen,  daß  entweder  oder  n,  oder  tf»  +  n  als  Funktion 
des  Ortes  Torgeschrieben  ist 

Man  kann  die  Betrachtung  noch  etwas  Terallgemeinem,  indem 
man  in  den  Gleichungen  (79)  die  Null  auf  der  rechten  Seite  je  durch 
eine  gegebene  Funktion  der  Koordinaten  ersetzt,  die  resp.  mit  t  und 
fjL»  bezeichnet  werden  mag;  man  erhSlt  dann 


Diese  Gleichungen  entsprechen  nach  der  Bedeutung  der  it,  k»,  m 
und  n  dem  Falle,  daß  jedee  Yolumenelement  dk  eine  Quelle  Ton 
der  Ergiebigkeit  rdk,  jedes  Grenzelement  do^^^  eine  solche  von  der 
Ergiebigkeit  \,,^(io^^  enth&lt 

Wir  werden  nun  zunächst  beweisen,  daß  die  Gleichungen  (79) 
resp.  (70  )  mit  den  dabei  angegebenen  Neben-  und  Grenzbedingungen 
0  ToUsttndig  bestimmen;  indem  wir  uns  der  8. 181  in  einem  spe- 
zielleren Falle  angewandten  Methode  bedienen  und  zeigen,  daß,  wenn 
zwei  Lösungen  0W  und  4^  mit  gegebenen  r,  f^^^,  ^f^^  und  0 
resp.  II,  oder  S*0  +  n  vereinbar  wären,  deren  Differenz  0'  eine 
Konstante,  und  zwar  im  allgemeinen  gleich  Null  sein  müßte.^^) 

0'  genügt,  falls  wir  die,  statt  aus  0,  aus  0*  gebildeten  Größen 
gleichfalls  durch  den  Index  '  bezeichnen,  nach  (79')  und  (7G')  den 
Gleichungen 


außerdem  muß  an  den  äußeren  (rronzen  des  körperlichen  Systemes, 
je  naclulfm  dort  0,  n,  oder  ^^0  +n  Torgeschrieben  ist,  0',  n', 
oder  3=^  0'  +  n!  gleich  Null  werden. 

Wir  bilden  nun  aus  der  ersten  Formel  (79") 


du 
ö  X 


79") 
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wo  das  Integral  je  über  ein  Bereich  auszudehnen  ist,  innerhalb 
dessen  die  Beschaftenheit  des  Mediums  stetig  väriiert,  —  wie  man 
kurz  sagen  kann,  über  einen  Körper  —  die  Summe  2i  über  alle, 
und  erhalten 

-  nda-^j  (u        +  B        +  „  -g-J  dA  -  0. 

Die  Oberflächenintegrale  yerschwinden,  sawdt  sie  sich  auf 
Zwischengrenzen  beziehen,  nach  den  beiden  letzten  Formeln  (79"); 
soweit  sie  sich  auf  die  ftuBere  Begrenzung  des  Systems  beziehen, 
überall  da,  wo  0'  oder  n'  verschwindcD,  uud  ergeben 

wo 

(/>•  +  n'  «  0 

ist 

Setzt  mau  uoch  abgekürzt  die  quadratische  Form 
so  erhält  uiau 

-T/g'  iHUo  +  ^/ü  dk  =  0. 

Ist  Q  eine  definite  Form,  wie  das  bei  isotropen  Medien  aus 
der  Definition  folgt,  und  wie  wir  auch  bei  anderen  auf  Grand  aller 
Er&hrungen  über  die  Werte  der  Konstanten  X^^  bei  den  Terschie- 
denen  physikalischen  Phänomenen  annehmen  dürfen,  so  folgt  ans 
dieser  Gleichung  in  Verbindnng  mit  ^  b  daß  0*  im  ganzen 
Systeme  konstant  sein  muß^  und  diese  Konstante  bestimmt  sich  stets 
zn  Null  mit  Ausnahme  des  einen  Falles,  daß  an  der  ganzen  äußeren 
Grenze  n  Torgeschrieben  ist,  wo  sie  willkürlich  bleibt  In  diesem 
Ansnahmefiill  ist  also  noch  eine  weitere  Angabe,  etwa  diejenige 
des  Wertes  von  0  für  einen  Punkt,  nötig,  um  das  Problem  toII- 
ständig  zu  bestimmen. 

Sind  Quellen  nidit  vorhanden,  und  ist  an  der  äußeren  Be- 
grenzung überall  n  gleich  NuU,  so  ist  die  Lösung  des  Problemes 
allgemein  stets  angebbar,  wenn  die  Potentialsprüuge  </>^j^,  unter 
Berücksichtigung  der  Durchgangsrichtung  durch  die  Zwischen* 
grenzen  Über  jede  innerhalb  des  Systems  zu  ziehende  geschlossene 
Kurve  summiert,  sich  zu  Null  erj^bizen.  Dann  Ist  für  jeden  homo- 
genen Teil  konstant,  wobei  die  relativen  Werte  der  Konstanten 
durdi  die  Bedingungen 

bestimmt  sind. 
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Diese  Lösung  entspriclU  verschwindenden  u,  ü,  lu,  also  nicht 
einem  Strömungs-,  sondern  einem  Gleichgewichtszustand,  wie  der* 
selbe  in  §  8  näher  untersucht  ist 

Da  alle  Bedingungsgleichungen  für  0  in  dieser  Grobe  lineSr 
sind,  so  kann  mau  <l>  j« derzeit  in  eine  Summe  von  Teilen  zerlegen, 
deren  jeder  Obertlächenbedingungen  unterworfen  werden  kann,  welche 
Ton  den  für  0  gegebenen  abweichen,  etwa  vereinfacht  sind,  wenn 
•  nur  diese  Bedingungen,  über  alle  Teile  von  0  summiert,  die  direkt 
vorgeschriebeneu  liefern.  Jeder  Teil  wird  dann  vollständig  bestimmt 
sein,  wenn  die  für  ihn  geltenden  Bedingungen  den  aus  dem  Vor- 
stehenden ersichtlichen  Charakter  hahen. 

Diese  Zerlegungen  haben  einmal  einen  praktischen  Nutzen,  in- 
dem sie  ein  kompliziertes  Problem  auf  eine  Anzahl  einfEbcberer  re- 
duzieren; sie  besitzen  aber  auch  theoretischeB  Interesse,  weil  bei  der 
Zerlegung  der  liänfluß  der  einzelnen,  0  bestimmenden  Umstände 
sich  anschaulich  sondert  — 

Für  einen  homogenen  krystallinischen  Leiter  ist  nach  dem  am 
Ende  des  vorigen  Paragraphen  Gesagten  und  unter  den  dort  an- 
gegebenen Bedingungen  das  Problem  der  Bestimmung  der  StrOmung 
zurückfbhrbar  auf  dasjenige  der  Ableitung  einer  Funktion  0  aus 
der  Hauptgleichung 

AAi,f  0»-r 

und  aus  gegebenen  Oberriiichenwerten  von 

0,  d0/d»,  8»0-Ad0/dr. 

Diese  Aufgabe,  welche  eine  Erweiterung  des  in  §  10  erörterten 
Problemee  der  stationären  Potentialbewegung  einer  inkompresuibeln 
Flüssigkeit  darstellt,  ist  in  §  22  des  1.  Teiles  allgemein  behandelt 

0  erscheint  dort  als  die  Potentialfunktion  von  nach  ge- 
wissen, durch  die  GnEEN'schen  Funktionen  aus^jedrückten  Gesetzen 
in  die  Ferne  wirkenden  räumlichen  und  tiächeidiafteu  Massen- 
verteilun£?t'n:  hier  bestimmt  es  sich  durch  die  von  den  einzelnen 
Punkten  des  Raumes  und  der  Olx'rHäclie  ausgehciuleii  Strönunigt-n. 
Man  sieht  daraus,  <lal3  mau  dicsi^lheu  Foriiielu  auf  zwei  durchaus 
verschiedene  Weisen  deuten  kann;  ein  Umstand,  der  für  die  Auf- 
fassung gewisser,  später  zu  behandelnder  Erscheinungen  bedeutungs- 
voll geworden  ist. 

Ist  der  homogene  Leiter  unbegrenzt,  und  ist  allein  an  der 
Stelle  a,  b,  r  des  Raumes  also  im  Punkte  ce,  ß,  y  des  Raumes  x 
im  Abstand  o  von  |,  »y,  ^  eine  Quelle  von  der  Ergiebigkeit  ^  vor- 
haudeu,  so  wird 
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60) 


Die  Flächt^i  konstanten  Potentiales  in  k  sind  also  Ellipsoide, 
die  dem  Hau])tellipsoid  (77")  ähnlicli  und  liomothetisch  sind. 
Für  eine  Anzahl  von  Quellen  gilt  analog 

woiin  die  Ergiebigkeit,  und  q\  die  Entfernung  der  Aten  im 
Räume  x  befindlichen  Quelle  Ton  der  Stelle  |,  i],  ^  bezeichnet 

Befinden  sich  die  Quellen  in  einem  endlichen  homogenen 
Körper     so  kann  man  jederzeit  setzen 

^-'''o  +  J^l^S.  ST) 

WO  nun  0^  innerhalb  k  regulär  ist,  der  Bedingung  Af  ,,f  ^/^  =  ^  S®* 
nflgt  und  an  der  Oberfläche  die  Wirkung  der  Summe  so  kom- 
pensieren muß,  daß  die  dort  geltenden  Bedingungen  erfiillt  sind. 

Ist  nur  eine  Quelle  im  Punkte  a,  b,  c  vorbanden,  und  ist  an 
der  ganzen  Oberfläche  0  konstant  oder  5*0  —  gleich  Null 

Torgescbrieben,  so  gilt  fiir  0  der  Reciprocitätssatz  (184  )  auf  S.  186; 
sind  zwei  Quellen  von  entgegengesetzt  gleicher  Ergiebigkeit  an  den 
Stellen  a,  c  und  a',  b\  c  vorhanden,  und  ist  längs  der  ganzen 
Oberfläche  ö0/öi'  =  O,  so  gilt  der  Reciprocitätssatz  (184"). 

kann  in  diesen  Fällen  zur  physikalischen  Deutung  der  Green'- 
schen  Funktionen  6'^  auf  S.  185  dienen;  <P  ist  dabei  wesentlich  iden- 
tisch mit  den  auf  S.  187  aus  ihnen  abgeleiteten  resp.  Funktionen  /J,. 

Ist  der  Kaum  k  durch  eine  Ebene  e  begrenzt,  so  gilt  Gleiches 
vom  Raum  x  und  einer  Ebene  e,  und  man  kann  bei  gegebenen 
Quellen  leicht  0  so  bestimmen,  daß  in  der  Grenze  entweder  0  oder 
d^jdv  verschwindet;  man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  in  den  Spiegel- 
pnnkten  der  Quellen  in  Bezug  auf  «  Quellen  mit  der  entgegen- 
gesetzten oder  der  gleichen  Ergiebigkeit  anzubringen.  Hierdurch  sind 
dann  auch  die  GREE^'schen  Funktionen  (?,  resp.  -Tj  fiir  den 
Halbraum  gegel)en. 

Die  Lage  der,  diesen  Spiegelpunkten  im  Räume  k  entsprechen- 
den kann  man  ohne  Rechnung  finden,  wenn  man  den  oben  ange- 
gebenen Satz  benutzt,  daß  normalen  Durclimesseni  einer  Kugel  im 
Räume  x  konjugierte  Durchmesser  des  Hauptellipsoides  im  Kuume  k 
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eiitspreciieu.  Die  VcrbiiKhingslinie  jeder  Quölle  mit  der  korrespon- 
dierenden ist  sonacli  dem  Durchmesser  parallel,  welcher  der  zur 
Grenze  parallelen  Centraleheiie  des  Hauptellipsoides  konjugiert  ist; 
die  Abstände  beider  Quellen  von  der  Grenzebene  sind  gleich. 

Durch  das  Verfahren  der  wiederholten  Spiegelung  läßt  sich  die 
Strom  Verzweigung  in  einer  Reihe  von  endlichen,  nur  von  Ebenen  be- 
grenzten Körpern  beliandeln;  doch  haben  diese  Probleme  für  Kry- 
stalle  geringeres  praktisches  Interesse,  weil  die  Größe  der  erforder- 
lichen Flächenwinkel  jener  Körper  im  Räume  k  von  den  Leitungs- 
fähigkeitskonstanten  des  Mediiims  selbst  abhängen. 

Gleiches  gilt  von  der  Anwendung  des  Spiegelungsverfahn  ns  in 
Bestug  auf  eine  Kugelfläche  vom  I^adius  P  im  Räume  x;  hier  kann 
man  bei  beliebigen  Quellen  auf  der  Kugelfläche  0  zu  Null  machen, 
indem  man  zu  jeder,  im  Abstand  cr^,  vom  Centrum  befindlichen,  eine 
auf  demselben  Radiusvektor  im  Abstand  er*  «  P'/cTj^  gelegene  hinzu- 
fügt,  deren  Ergiebigkeit  Qi  bestimmt  ist  durch  die  Beziehung 

«;-Ä«i//'-&P/«*  oder  «/«*-«V«i- 

Hierdurch  ist  also  auch  die  GBEEN*8che  Funktion  resp. 
für  die  Vollkugel  gegeben. 

Der  Kugel  im  Baume  x  entspricht  im  Räume  k  ein,  dem 
Hauptellipsoid  ähnliches  Ellipsoid. 

Bei  unkrystallinischen  Medien  haben  diese  Methoden  eine  große 
Wichtigkeit  und  gestatten  dort  auch  die  Anwendung  auf  gewisse 
Systeme  von  homogeneu  Leitern,  die  durch  Ebenen  gegeneinander 
abgegri'n/t  sind.  — 

Das  Strimiungsproljlcin  kann  nach  dem  auf  S.  294  Gesagten  auf 
zwei  verschiedene  Weisen  zu  einem  ebenen  werden,  entweder  in- 
dem lü  gleich  Null,  oder  indem  0  von  z  unabhängig  wird. 

In  beiden  Fällen  kann  man  schließlich  schreiben 

81)  -tt-^„^-h^j,^,  +4,^, 

du  ,   d\)  —  .  —  - 

Hat  der  betrachtete  Körper  keine  rotatorische  Kigenschafl,  ist 
also  A^^  =  ^iii  ^  laam  man  durch  Einführung  eines  Hauptaxen- 
systemes  X^,  1^  aus  (81)  erhalten 

81-)  -u»=^j||, 

und  hierauf  die  (78)  analoge  Substitution 

81")         T  fyf  =  ^  1/         V       ,  A^^  A^,A% 

anwenden,  welche  (he  gleichen  Folgerungen  gestattet,  wie  jene. 
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Ist  nur  eine  Quelle  von  der  Erpehiiikcit  Q  an  der  Stelle  a:=sa,y=s 6 
TorhandeUi  so  erhält  man  den  (Hü)  entsprecliendeu  Wert 

dem  fUr  eine  beliebige  Anzahl  von  Quellen  mit  den  Ei  üfiehigkeiten 
in  den  Punkten  Oj^f  bj^  der  durch  Erweiterung  erhaltene  Ausdruck 

entspricht;  «  res\).  e,^  bezeichnet  die  Entfernung  des  betrachteten 
Punktes  |.  //  von  (1(m-  l)etrrffenden  (Quelle  im  Räume  x. 

Bei  beliebit^er  Begrenzung  ist  das  auf  S.  303  uuseinandergesetzte 
Verfahren  anwendbar  und  gestattet  bezüglich  gewisser  Reciproeitäts- 
sätze,  sowie  bezüglich  der  physikalischen  Interpretation  der  Griien'- 
schen  ebenen  P'unktioncn  Gl  analoge  Folgerungeni  als  dort  bezüg- 
lich der  räumlichen  G'^^  gezogen  sind. 

Die  Methode  der  Spiegelpunkte  gilt  hier  in  der  Ebene,  wenn 
die  Begrenzungen  durch  Gerade  und  Kreisbögen  gegeben  sind,  ähn- 
lich wie  früher  im  Haume  bei  el»enen  und  kugeligen  Grenzen.  — 

Von  besonderem  Interesse  sind  bei  dem  ebenen  Problem  die 
Ifedien,  für  welche  die  rotatorischen  Glieder  nicht  verschwinden. 
Legt  man  die  Z-Axe  in  die  Richtung  des  Vektors  so  nehmen  in 
den  wichtigsten  ersten  beiden  auf  S.  294  angegebenen  Fällen  die 
Gleichungen  (81)  die  mit  (75")  gleichwertige  Gestalt  an: 

—  U  a=  A  .  j   —  H  =  A   b  T  ^  .  82) 

ox         dy  0  y        o  X  ' 

Die  Fauptgleichung  lautet  hier,  soweit  man  von  räumlichen 
Quellen  absieht, 

A.jO'-O;  82) 

die  Komponente  n  der  Strrimung  nach  der  Richtung  der  Normalen  n 
auf  einem  Kurvenelement  dt  wird  zu 

falls  man  cos(n,  x)——  cos(*,  y),  cos(n,  y)  =  +  cos(«,  x)  setzt. 

Ist  das  Bereich  der  A'i^-Ebene,  in  dem  die  Strömung  statt- 
findet, gar  niclit  oder  aber  durch  Kurven  begrenzt,  längs  deren  0 
vorgeschriebene  Werte  annimmt,  so  kommen  die  rotatorischen  Güe- 
der  für  das  Problem  der  Aufsuchung  von  0  nicht  in  Betracht; 
anders  natürlich,  wenn  längs  der  Grenzen  n  oder  5^</>  +  n  vor- 
geschrieben ist,  die  selbst  r  entbalten.  Dies  ist  von  Belang,  wenn 
es  sich  um  den  experimentellen  Nachweis  der  Existenz  der  rotato- 
rischen Konstanten  für  ein  Medium,  eventuell  um  ihre  Bestimmung 

VoiOT,  Th«oroUscbe  Pbyiik.  20 
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handelt,  und  die  J3eobachtung  nur  an  die  Werte  von  0,  nicht  aber 
an  die  Größe  und  Richtung  der  resultierenden  Strömung  an- 
knüpfen kann. 

Die  durch  (82)  dargestellte  Strömuiij^  läßt  sich  jederzeit  als 
eine  Potentialbewe^ung  auffassen,  deren  Potential  im  allgemeinen 
mehrwertig  ist;  hierin,  und  in  dem  eifrcntiimliehen  Zusammenhang, 
der  zwischen  jener  Strömung  und  der  bei  verschwindender  Rotations- 
konstante T  stattfindenden  besteht,  liegt  das  besondere  Interesse, 
welches  diese  Vorgänge  besitzen. 

Setzt  man  t  =  0,  also 

wo  sich  —  als  Strömungspotential  darstellt,  so  kann  mau  nach 
S.  276  für  0  den  reellen  Teil  einer  Funktion  +  »»/)  wählen;  gleich- 
zeitig giebt  dann  der  imaginäre  Teil  eine  Strömungsfunktion  -2", 
deren  Konstantsetzen  die  Gleichung  der  Stromkurven  liefert. 

Bei  nicht  verschwindendem  r  bilden  wir  aus  dieser  Funktion 

indem  wir  wie  auf  S.  295  r/X  «i  tg«  Betzen, 

worin  ^  und      neue  Bezeiohnungen  sind. 
Wegen 

Bx      Bff  *    By  Bx 

gilt  dann 

83T  -^-XT,  -»-a'/,  -n-/.|^, 

'  ö«  '  dy  '  dn  ^ 

sowie 

88")  -»-*^.  —-ilf- 

Demgemäß  stellt  sich  0*  als  das  Potential,  2*  als  die  Strö- 
mungsfbnktion  der  rotatorischen  Bewegung  dar,  und  es  gilt 

0'-0+-^tg«,       = -3'- 0tg«, 

83'") 


83)  j 


j      0'-.0+^tg«,  -3--  0tg«, 


Ergiebt  die  dritte  Formel  </>  mehrwertig,  während  seine 
physikalische  Bedeutung  Kiiiwertigkeit  verlangt,  so  ist  die  bez.  li<)- 
sung  nur  in  einem  angemessen  begrenzten  Bereich  der  Ebene  an- 
wendbar. 
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Die  vorstehenden  Resultate  gestatten  ohne  Eechnuug  wichtige 
Folgerungen  abzuleiten. 

Ist  (ly  =  ax,  ^'=ay,  80  verlaufen  die  Stromlinien  parallel 
der  A'-Axe,  und  es  wird 

0  ist  also  konstant,  wenn  gleiches  für  ytg«  gilt  Diese  Be- 
wegung l&ßt  sich  durch  zwei  Gerade  parallel  zur  Z-Aze  begrenzen, 
falls  in  ihnen  das  Medium  an  Nichtleiter  stößt;  ist  die  Breite  des 
so  erhaltenen  Streifens  gleich  so  ist  die  Differenz  der 
Potentialwerte  in  gegenüberliegenden  Punkten 

<Jlij,  =      sin  a  cos  «;  *  84') 

ihre  Beobachtung  gestattet  die  Bestimmung  von  a  und  somit  die- 
jenige der  rotatorischen  Konstanten  r. 

Ganz  analog  läßt  sich  die  radiale  Strömung  in  einem  schmalen 
Kreissektor  verwenden,  wenn  letzterer  von  Nichtleitern  begrenzt  ist. 

Für  eine  d^uelle  in  der  unendlichen  Ebene  ist  nach  (bl'") 

veorin  Q  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  und  e  ihren  Abstand  von  dem 
betrachteten  Punkt  bezeichnet  Hieraus  folgt  bis  auf  eine  irrelevante 
Konstante 

falls  i9  den  Winkel  zwischen  dem  von  der  Quelle  hinweg  positiv 
gerechneten  e  und  der  A-Axe  bezeichnet,  und 

Es  sind  in  diesem  Falle  also  die  Kunren  sowohl  konstanter  0'  als 
konstanter  2r  logarithmische  Spiralen  mit  der  Quelle  als  Pol; 
erstere  schließen  mit  den  Radienvektoren  die  Winkel  (:t /2)  +  «r, 
letztere,  die  Stromkurvf  ti,  mit  ihnen  die  Winkel  a  ein.  Durch  Ver- 
gleichung  mit  S.  28C  erkennt  man,  daß  in  dem  Torliegenden  Fall 
die  Quelle  zugleicli  die  Holle  eines  Wirbelfadens  spielt 

Ist  parallel  der  A'-Axe  eine  geradlinige  Grenze  vorhanden, 
längs  weicher  n  verschwindet,  so  kann  man  der  dadurch  gelieferten 
Bedingung  genttgen,  indem  man 

20» 
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setzt»  worin  «'  die  Entfernung  des  in  Bezug  auf  die  Grenzgerade  ge- 
nommenen Spiegelpunktes  der  Quelle  und  t^'  den  Winkel  von  e  gegen 
die  X-Axe  bezeichnet 

Diese  Formeln  ergeben  um  den  Spiegeli)uiikt  eine  entgegen- 
gesetzte Rotation,  wie  um  den  Quellpunkt;  der  ihnen  entsprechende 
Ausdruck  für  0  ist  in  der  stromdurchtiossenen  Halbebene  ein- 
werticr. 

Das  Spicireliiiitrsverfalireii  ist  bei  der  Greiizbediiigiiiig  n  =  0 
mitunter  luicli  aiizu wenden,  wenn  mehrere  geradlini^jc  Grenzen  vor- 
handen sind,  und  läßt  sich  mit  einer  der  S.  3U4  en\'ähnten  Ab- 
änderung analoger  auch  auf  kreisförmige  Grenzen  übeilxageu. 


f  14.  Die  Bewegung  latpondenblmr  fliiida  innwlialb  pondenbler 
Körper;  allgemeine  Sitie  ftlMr  den  Terinderliehmi  Zoitand.  Biftiiion. 

"Wenden  wir  uns  nimmehr  zur  Beliandlunt?  des  veränderlichen 
ZuStandes,  so  sollen  auch  hier  zunächst  die  Bedingungen  untersucht 
werden,  welche  neben  den  Formeln  (76")  das  Strömungsproblem 
vollständig  bestimmen*^.  Wir  f^gen  zu  den  oben  benutzten,  daß 
an  den  Zwiscbengrenzen  0^  —  0j^a=  (1)^^  nnd  an  den  äußeren  Grenzen 
des  Systemes  entweder  0  oder  n  oder  5*0+ u  vorgeschrieben  ist» 
noch  die  weitere,  dal3  zu  irgend  einem  Zeitpunkt,  von  welchem  aus 
wir  t  rechnen  wollen,  0  für  das  ganze  System  gegeben  ist. 

Wären  zwei  L(")sun^eu  und  <f>j  mit  diesen  Bedintruncren 
vereinbar,  so  müßte  ihre  Differenz  0j  —  0^  =  </>'  den  beiden 
Gleichungen  (76")  analoge  befriedigen,  es  müßte  an  den  Zwischen- 
grenzen 0'  stetig  sein,  an  der  äiiß(^ren  Begrenzung  des  Systemes 
oder  n'  oder  5'0'  +  n'  verschwinden,  desgleichen  zur  Zeit  im 
ganzen  System  0'  selbst. 

Hieraus  folgt  aber,  wie  sich  zeigen  läßt,  daß  0'  in  dem  ganzen 
System  verschwinden  muß.  Denn  bezeiciniet  man  wieder  alle  statt 
aus  0  aus  0'  gel)ildeten  Funktionen  durch  den  Index  so  folgt 
aus  der  ersten  Formel  (76"),  die  wir  nach  (76"')  schreiben 

wo  die  JS fdh  sich  auf  das  ganze  System  erstreckt  und  die  Inte- 
gration nach  der  Zeit  von  t  =  {)  bis  zu  einem  beliebigen  t  =  ge- 
nommen wii-d;  hieraus  erhält  man  alier  leicht 
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86") 


Das  Oberflächenintegral  Terschwindet  an  den  äußeren  Grenzen, 
soweit  daselbst  4>  oder  n  yorgeschrieben  ist»  nnd  giebt,  soweit  gleiches 
ftr  $»0  +  n  gilt^  +  -l./ /  ^»(/^«rforft  Wo  die  Bedingung  (76"") 
gilty  also  n  +  pdii^/di  ■«  0  ist,  wird  aus  dem  Oberflftchenintegral 

B^r  die  Zwischengrenzen  folgt  dnroh  Zusammenfassung  der  auf 
dasselbe  Flftchenelement  doj^^  bezüglichen  Teile,  falls  man  das 
gelegentlich  der  Gleichung  (76"')  ttber  <f,^^  Gesagte  benutzt,  daß  sich 
die  beztt^chen  Terme  sämtlich  hinwegheben.  Ffihrt  man  noch  die 
durch  (79"')  definierte  Abkürzung  Q  ein  nnd  berücksichtigt,  daß 
fiür  f  BS  0  überall  venchwindet,  so  erhält  man  aus  (86^)  schließlich 


86") 


und  dies  ergiebt,  daü,  wenn  Q  eine  defmite  (|u:ulratische  Form  und 
/i  und  V  positiv  ist,  zu  jeder  Zeit  innerhall)  des  f^anzen  Systemcs 
gleich  Null  sein  muß.  Damit  ist  aucli  erwiesen,  daß  0  durch  die 
oben  zusammengestellten  Bedingungen  vollständig  liestimmt  ist.  — 

Wie  früher  für  den  stationären,  so  bietet  auch  hit-r  für  (h?n  ver- 
änderlichen Zustand  die  Zerlegung  der  Potciitialtunktion  'h  und  dem- 
gemäß diejenige  der  in  ihr  lmeäi*eu  Bediuguugsgleichuiigeu  praktische 
und  theoretische  \'()rteile. 

Wir  wollen  von  diesem  Hilfsmittel  eine  Anwejidung  auf  den 
Fall  machen,  daß  die  Bedingungen  für  die  äußere  (in-nzlliulie  des 
körperlichen  Systeme'-J  die  Zeit  nieht  exi)licit  enthalten,  also  fp 
resp.  n  oder  A"'/>-i-u  als  Funktionen  des  Ortes  allein  gegeben  sind, 
worein  verschwielendes  rr  einbegrifteii  sein  mag.  l>:inn  bestimmen 
dieselben  mit  den  Gleieiiunseii  (70)  und  den  Bedingungen  (TT»)  und 
(76')  zusammen  eine  Funktion  0',  welelie  den  mit  den  Bedingungen 
▼ereinbar-'u  stationären  Zustand  charakterisiert  Ist  dabei  an  der 
ganzen  Oberflädie  u  Torgeschriebeu,  so  muß  fndo^O  seio. 

Setzen  wir  nun 

0  «  0*^  +  87) 
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80  muß  ^  die  unter  Bttcksicht  auf  (76)  gebildete  Hauptgleichung 

erfüllen,  in  den  Zwischengrenzen 

87")  a>;  =  0i   und   ii^  +  ni  =  0 

und  an  den  äußeren  Grenzen  des  Sjstemes,  je  nach  den  dort  itür  0 
Yorgesohriebenen  Bedingungen,  0**,  n*  oder  8*  0^  +  i?  gleich  Null 
ergeben.  Ist  zur  Zeit  f  =  0  der  Wert  Ton  </>  gleich  F  (x,  z)  yor- 
geschrieben,  der  natüili(  Ii  den  Bediugungen  0;^—  ^f*^  geuügen 

muß,  so  gilt  ebeuda  für  0'^ 

f/j'^  =     _  01. 

Multipliziert  man  die  Gleichung  (87')  mit  0^dk  und  integriert 
ül>cr  das  ganze  körperliche  System,  so  erhftlt  man  unter  Benutzung 
der  Bezeichnung  (79'") 

Das  ()l)orri;tchouiiitegral  verschwiudet,  soweit  es  sich  auf  Zwisclieu- 
grenzeu  bezieht,  und  gieht  an  den  äußeren  Grenzen  den  von  Null 
verschiedenen  Wert   -  ^  f  ^^{iiyf-  do  nur,  soweit  u<>  =  Ü 

vorgeschrieben  ist   Man  erhält  sonach  ^^) 

Diese  Formel  zeigt,  daß  der  Mittelwert  von  (0**)*  in  dem  ganzen 
Svstem  dauernd  abnimmt;  diese  Abnahme  muß  indessen  mit  der  Zeit 
immer  langsamer  werden,  da  p  {(I^Y  dk  jedenfalls  nicht  kleiner 
als  Null  werden  kann,  und  sie  verschwindet  ganz,  wenn  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  (87"')  verschwindet.  Im  allgemeinen  ist  hierzu 
erforderlich,  daß  auch  (p^  im  ganzen  System  verschwindet,  nur  m 
dem  speziellen  Falle,  daß  längs  dessen  gesamter  Außengrenze  n 
vorgeschrieben,  also  n*'  =  0  ist,  geschieht  dies  schon,  wenn  inner- 
halb des  Syst«*nies  konstant  ist. 

Hieraus  ist  zu  folgern,  «laß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
mit  wachsender  Zeit  endlich  ein  stationärer  Zustand  eintritt.  «Kr 
im  allgemeinen  gar  nicht,  in  dem  speziellen  Falle,  daß  an  der 
ganzen  äußeren  Fläche  n  gegeben  ist,  aber  nur  in  einer  additiven 
Eonstante  Ton  dem  Anfangswert  (U  =  F  abliängt 

Diese  Konstante  C,  die,  wie  S.  301  gesagt,  bei  dieser  letzteren 
Form  der  Oberfl&chenbedingung  durch  alleinige  Betrachtung  des 
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definitiven  Zustandes  ohne  eine  spezielle  auf  sie  bezügliche  Angabe 
nicht  bestimmbar  ist^  findet  sich  bei  Rücksicht  auf  die  Anfangswerte, 
aus  welchen  jener  Zustand  sich  entwickelt  hat,  und  auf  die  Be- 
dingung       ndo  =  0  folgendermaßen. 

Aus  (86)  erhält  mau  durch  Integration  über  das  körperliche 
System 

±sf^  0äk  -  -  sfC^  +  ^  +  ^l)äk  -  +  Sfläo  -  0, 
somit  also 

2:fu(l^dk  =  Const.. 

oder  da  zur  Zeit  ^  =  0  gilt  0  »  zur  Zeit  des  stationären  Zu* 
Standes  0—0,  auch 

C  ist  somit  das  in  einem  gewissen  Sinne  berechnete  arithmetische 
Mittel  ans  den  An£uigswerten  von  0.  — 

Über  die  Art  der  zeitlichen  Yer&nderong  von  0**  erhftlt  man 
ftr  Medien  ohne  rotatorische  Qualität  eine  merkwürdige  Fprmel, 
indem  man  durch  Integration  über  dQ^jdt  bildet 

woraus  gemäß  der  Hanptgloichung  und  den  Ghrenzbedingungen  Ton 
a  301  Air  0^  folgt 

Setzt  man  hier  den  Wert  der  Klammer  links  aus  (87'")  ein,  so 
erhält  man 

oder,  was  hiermit  identisch  ist, 

-S/mW^^I^^A-O,  88) 

eine  Formel,  die  gar  nichts  auf  die  örtliche  Veränderlichkeit  von 
bezügliches  mehr  enthält. 

Beim  Eintritt  des  statioiuuiii  Zustandes  ist  0^  im  ganzen 
System  konstant  und  zwar,  wenn  längs  der  ganzen  Oberfläche  n  von 
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der 'Zeit  uoabb&iigig  ist,  im  aUgemeiim  von  Null  Tersdiieden;  hier 
wird  dann  noch  eiidacher 

88")  .  Sf^^äk^o.- 

Zum  Zwec  ke  der  Aijleitung  allgemeiner  Sätze  über  den  ver- 
äiiflcrlichen  Zustand  in  cinoni  homogenen  kn'stallinischen  KörptT 
kann  man  die  erste  Gleichung  (76")  durch  Eiiiluhnmg  der  scboü 
oben  benutzten  Substitution  (78)  auf  die  Form 

reduzieren.  Führt  man  eine  FunJstion  X  ein,  welche  der  Gleichung 

genQgt,  so  erhält  man  ftlr  0  und  X  eine  dem  GüEBB'schen  Satze 
ähnliche  Gleidiung,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit  Xdudif  die 
zweite  mit  0dxdt  multipliziert  und  die  Differenz  üher  einen  Baum  jr 
im  J^HZ-System,  innerhalb  dessen  0^  X  und  ihre  ersten  DeriTierten 
sich  regulär  yeihalten,  sowie  über  ^e  Zeit  von  ^ »  0  bis  zu  dem 
betrachteten  Momenti  der  <  »  ^  gesetzt  werden  mag^  integriert  Der 
Baum  X  entspricht  dabei  einem  Baum  A  in  dem  eigentlichen  Körper, 
wie  er  durch  die  Substitution  (78)  sich  aus  ir  ergiebt**). 
Man  erhält 

j'rf.p«  (X    A  *  -  ^-^j  -  *(  A  A  iC+  M^)] 

891  =_,;.,p.(x^^-*4f) 

-  fi  fdxi^X),^  +  fi Jdx(0X\  -  0. 

Hierin  bezeichnet  (o  die  Ohertläche  von  und  v  die  nach  innen 
positiv  gerechnete  Normale  auf  dto. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  X  werde  zu  dem  Zeitpunkt  t  = 
an  einer  Stelle  ß,  y  des  Raumes  x  unendlicli  und  gleichzeitig  im 
übrigen  Baume  x  gleich  Null,  so  muß  man  in  den  auf  die  Zeit  /  — 
bezüglichen  Teilen  der  vorstehenden  Integrale  den  Punkt  a,  y 
durch  eine  kleine  Oberfläche  oi',  sagen  wir  durch  eine  Kugel  Tom 
Badius  (»,  ausschließen  und  das  Baumintegral  nur  auf  den  in  Bezug 
auf  sie  äußeren  Teil  » —  jtf*  Ton  x  ausdehnen,  das  Oberflächen- 
integral  aber  auch  auf  die  Oberfläche  o»'  von  Das  erste  Baum- 
integral  über  »  — verschwindet  dabei  nach  der  Annahme;  das 
fragliche  Oberflächenintegral,  welches  zu  dem  in  (89")  vorhandenen 
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hinzutritt,  lautet,  da  nur  die  unmittelbar  ^  benachbarten  Elemente 
des  Zeitintegrales  einen  Wert  geben, 

worin  r  eine  sehr  kleine  Zeit  bezeichnet 

Nun  wollen  wir  spezieller  annehmen,  daß  X  in  der  Nähe  von 
t^t^  sich  verhälti  wie  die  dar  Gleichung  (89')  genügende  Funktion 

Vi«  ' 

worin  r  =s  —  (»^  =  —  a)*  +  (i?  —  /9)*  +  —  y)^  und  C  eine  Kon- 
stante ist 

Es  ist  dann 

dp  %xl  ' 

und  man  kann  schreiben 

<»-» 

Läßt  man  hierin^  und  t  zugleich  unendlich  klein  werden  und 
zwar  so,  daB  p'/r  an  der  unteren  Grenze  yersohwindet,  an  der 
oberen  ^ber  unendlich  wird,  so  läßt  sich  das  Integral  berechnen. 

Setzt  man  idboiHdi 


4vi 

SO  wird 

0 

und  ee  Tersohwindet  wegen  o>* «  4» das  erste  Glied  der  £lammer 
mit  verschwindendem  q,  das  zweite  giebt,  da  0  stetig  ist, 

Verfügt  man  noch  ttber  die  willkürliche  Eonstante  so,  daß 
SO  folgt  schließlich 

J^^f,0,f,^  90'") 

und  die  Gleichung  (89")  nimmt  die  Gestalt  au 
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U     

91)  =  -  }.j rf^y^rfo.  (X  ^  -  0^]  +         dx  (0X)o, 

0 

drückt  also  den  Wert  von  <l>  zur  Zeit  an  einer  beliebigen  Stelle 
von  X  mit  Hille  der  Funktion  X  durch  die  Randwerte  von  0  und 
d<Pldv  zu  jeder  Zeit  z^vischen  0  und  ^  und  den  Anfangswert  0^ 
von  0  im  ganzen  Innern  von  x  aus. 

X  ist  indessen  durcb  die  bisherigen  Festsetzungen  noch  nicht 
vollständig  bestimmt. 

Legt  man  ihm  die  Bedingung  auf,  daß  es  an  der  Oberfläche 
von  X  verschwindet,  so  fällt  d  0/dv  aus  der  letzten  Gleichung  heraus, 
und  0aßY  bestimmt  sich  allein  durch  0  und  0^;  legt  man  ihm  die 
Bedingung  dX/dv  Const  auf,  so  wird  (l^aßy  ^  ^u^®  additive 
Eonstante  durch  60 109  und  0^  ausgedrückt;  setzt  man  endlich 
8f'X*AdX/d9aB0,  worin  8  auf  der  Oberfläche  variieren  kann,  so 
wird  0^ßy  durch  das  Aggregat  $'0  —  Xö  0/09  und  0^  gegeben. 

Daß  durch  diese  Festsetzungen  X  jedesmal  völlig  bestimmt  ist^ 
folgt  aus  den  Betrachtungen  auf  S.  309,  in  denen  nur  die  Zeit  t^t^ 
an  Stelle  von  ^  >s  0  zu  setzen  ist 

In  der  Tha^  vertauscht  man  in  der  Hil&funktion  X  das  Argu- 
ment i  mit  ti^i  und  bezeichnet  das  Besultat  als  Funktion  von  t 
durch  0^,  so  erfikllt  0^  nach  (89')  die  Gleichung 

91)  AA0'-i»^'«O 

und  verhält  sich  in  a,  /  zur  Zeit  /  =  0  nach  (90')  und  (90")  wie 
die  Funktion 

ist  aber  im  übrigen  mit  seinen  ersten  Denvierti'n  endlich  und  stetig. 

Diese  Funktion  0'  hat  dann  eine  einfaclio  Bedeutung. 

Sei  über  die  Oberflächenwerte  von  (p  resp.  ö  0 ,  ö  r  so  verlugt, 
daß  das  Oberflüclicnintegral  verschwindet,  und  sei  überall  gleich 
Null  mit  Ausnahme  eines  Volumenelementes  x  an  der  Stelle  %  £y 
wo  es  gleich  Eins  ist,  so  wird  aus  (91) 

0.^,«*'(X)c.o-»W.o«,; 

also  ist  0'  identisch  mit  dem  Potentialwert  0,  welcher  unter  diesen 
Bedingungen  zur  Zeit     in      /9,  y  eintritt,  dividiert  durch  jf'. 

Setzt  man  in  (89")  für  X  den  früheren  Wert  und  zugleich 
für  0  die  Funktion  0  mit  dem  Pol  in  tf',  ß',  /  statt  in  er,  ßt  y  ein, 
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was  durch  0"  bezeichnet  werden  mag,  so  muß  für  die  Zeit  t^t^ 
der  Punkt  a,  ß,  für  /  =  0  der  Punkt  a,  ß'j  /  ausgeschlossen 
werden.  Die  Banmintegrale,  welche  Uber  den  äußeren  Kaum  zu 
entrecken  amd,  Terschwinden  beide;  von  den  OberAächenintegralen 
bleiheOi  wenn,  wie  vorher,  die  auf  die  äußeren  Begrenzungen  bezüg- 
lichen durch  die  Verfügungen  über  X  und  zu  Null  genuusht 
werden,  nur  die  Uber  die  HilMAchen  erstreckten  und  liefern 

Da  nun  aber  X{t)  =  0'{t^  —t)  ist,  so  giebt  dies  auch 

-  ^of^fi.  91 ") 

und  damit  den  Satz: 

Wird  an  der  ganzen  Oberfläche  ttt  entweder  0,  oder  00/ dp 
oder  — Ad<f>/dy  dauernd  gleich  Null  erhalten  und  wird  0zur 
Zeit  t^O  einmal  in  a,  ß,  das  andere  Mal  in  u\  ß^^  y  gleicher 
Weise  unendlich,  im  ftbrigen  Null,  so  hat  0  zur  Zeit  t^t^  das  erste 
Hai  in  a\     y\  das  zweite  Mal  in  u^ß^y  den  gleichen  Wert  — 

Ist  der  Raum  A  unbegrenzt,  so  genügt  man  allen  lär  ^  ge- 
stellten Bedingungen,  indem  man  X^x  setzt hierdurch  erhült 
man  dann  aus  (91) 

worin  ^« -  <,)2 +  (,; +  ist. 

Es  trägt  also  jedes  Raumelement  dx  einen  mit  dem  Anfangs- 
wert 0Q  proportionalen  Teil  zu  dem  in  Uy  ßy  y  zur  Zeit  statt- 
findenden Wert  0  bei,  gemäß  der  räumlichen  und  zeitlichen  Ent- 
fernung in  der  Weise  geschwächt,  wie  es  der  Faktor  von  0^du 
im  obigen  Ausdruck  angiebi 

Ist  nur  in  einem  Baumelement  von  Null  Terschieden,  und 
xwar  0Q<f»    9>o>  ^  erhält  man  ftkr  alle  endlichen  Werte  g 

Hieraus  folgt,  daß  zu  einer  Zeit 

T^^^  92") 
0  einen  Maximalwert  erreicht  von  dem  Betrage 

Dieser  Maximalwert  nimmt  also  indirekt  der  dritten  Potenz  der 
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Entfernung  ab,  und  die  Zeit,  welche  bis  zu  seinem  Eintritt  verläuft, 
ist  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  proportional;  die  Fortpflanzung 
gescliit'ht  also  nicht  gleichförniifj. 

Ist  längs  C4erader  parallel  zur  Z-Axe  konstant  vorgeschrieben, 
80  giebt  Formel  (92) 

worin  =s  (I  —  a)'^  +  ('/  —  ß)*  ist;  gilt  gleiches  für  Ebenen  parallel 
zur  ^if-Ebene,  so  erhält  man 

Diese  Formeln  lassen  sich  fthnlich,  wie  (92),  anf  die  FftUe 
spezialisieren,  daß  0^  entweder  nur  längs  einer  Geraden,  oder  nur 
Iftngs  einer  Ebene  Ton  Nnll  yerschieden  ist,  und  ergeben  ähnliche, 
aber  abweichende  Gesetze  filr  die  Fortpflanzung  von  0^  — 

Ist  der  Baum  A  irgendwie  begrenzt,  so  kann  man  X  —  /  + 
setzen,  wo  Xq  der  Gleichung  (89 )  genügt,  sich  in  k  regulär  yer- 
hält  und  dazu  dient,  um  die  Wirkung  von  x      der  Grenze  so  zu 
kompensieren,  daß  die  dort  geltenden  Bedingungen  erfüllt  werden. 

Für  eine  Ebene  kann  man  die  Bedingung,  daß  JV  oder  dXjdv 
längs  derselben  verschwindet,  dadurch  ci-fullen,  daß  man  resp. 
gleich  —X  oder  4-^  setzt,  wo  /'  diejenige  Funktion  bezeichnet, 
welche  aus  x  wird,  wenn  man  darin  die  Stelle  a,  ß,  y  mit  ilurem 
Spiegelpunkt  a\  ß,  y'  in  Bezug  auf  die  Grenzebene  vertausclit. 

Um  die  Wirkung  allein  der  in  der  Grenzebene  vorgeschriebeneu 
Werte  von  <U  oder  d^h  öv  zur  Geltung  kommen  zu  lassen,  kann 
man  den  Anfangswert  0q  iil)erall  gleich  Null  setzen  und  erhält  so, 
da  X  <ler  Grenze  gleich  öx jdv  ebenda  gleich  —dxfäv  wird, 
die  beiden  Formeln 


94) 


U 


li^0.ßr^  +  2A  fdr  j |f  C^)(,-.)rf«i; 

0 

Ist  im  Baume  n  die  Grenze  die  £&*Ebene  und  ist  längs  der- 
selben 4>  oder  d^jdv  drtlich  konstant»  obwohl  zeitlich  variabel,  so 

ergiebt  dies  wegen 


Digitized  by  Google 


§14.  Diffmitm, 


3 

^  4it 


und 
die  Besnltate 


94") 


0 

welche  angese^hen  werden  können  als  die  Fundanientalgesetze  für 
die  Fortpflauzttog  ebener  Wellen  des  imponderabeln 
Fluidums*!). 

Ist  z.  B.  0  als  periodische  Funktion  der  Zeit  mit  der  F'( -rinde  T 
gegeben,  so  pflanzen  sich^  wie  die  Ausrechnung  des  letzten  Inte- 
grales lehrt,  in  großer  Entfernung  y  die  Maxima  und  Minima  mit 
der  Geschwindigkeit  y47t?,/fiT  parallel  der  Z-Aze  fort,  während 
ihre  Größen  in  geometrischer  Progression  abnehmen.  — 

Von  den  speziellen  Vorgfingen,  auf  welche  die  in  diesem  Para- 
graphen angestellten  allgemeinen  Überlegungen  Anwendung  gestatten, 
werden  die  wichtigsten  in  qAterea  Abschnitton  Besprechung  finden. 
In  näherer  Yerbiadttng  mit  den  in  diesem  TeQ  behandelten  Be- 
wegungen ponderabler  Maasen  ateht  Ton  ihnen  nur  die  Diffuaion 
einer  gelösten  Substanz  in  einem  Lösungsmittel,  fiüls  man  die  bei 
der  Lösung  stattfindende  Volumenftnderung  veraarhUfcfwigen  darf. 
Damit  ist  verwandt  die  Diffuaion  zweier  Flflasigkeiten,  die  sich  in 
allen  YeriüUtnissen  und  ohne  Kontraktion  mischen**). 

Hier  Hegen  die  Verhftltnisse  insofern  besonders  ein&ch,  als  bei 
einer  Flüssigkeit  alle  Bichtungen  unterschiedslos,  und  die  Formeln 
(76)  daher  mit  den  ein&cheren 

„._i»*,  »--iA*,  »--A-^* 

zu  vertauschen  ^^ind. 

Die  Potentiallunktion,  welche  die  Diflusion  ]>owirkt.  wird,  wenn 
man  von  der  Scliwcre  absehen  kann,  nur  von  «ler  Konzentration  der 
Lösuim  oder  auch  der  Dicht«  (>'  der  gel»»sten  Sul)stanz  innerhalb  der 
Lösung  abhängen  und  kann  nach  der  Beobachtung,  welche  die  aus 
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dieser  Aimahme  gezogenen  Folgerungen  befriedigend  best&tagt,  der 
Dichte  proportional,  oder  bei  geeigneter  Definition  des  Faktors  X 
ihr  gleich  gesetrt  werden. 
Man  erhSlt  so 


A  ist  der  Difinsionskoeffizient,  über  dessen  kinetische  Deutung  S.  74  . 
gesprochen  ist;  hängt  ^'  nur  Yon  der  ^-Koordinate  ab,  so  ergiebt 
(95')  die  dort  erhaltene  spezielle  Form 


bare»  Substanz  o  =  {)\  d.  Ii.  ^Meich  der  Dichte  in  konzentrierter 
Lösun^r.  Flächen  letzterer  Art  sind  also  als  Eintrittsflächen  zu 
betrachten,  und  zwar  streng?  fjenommen  als  mit  der  Zeit  veränder- 
liche, da  die  Hei-stellung  der  vom  Obertlächenelement  do  während  dt 
abströmenden  Menfje  dm  =  —  o  n  du  dt  die  Auflösung  einer  Schiclit 
von  der  Dickt-  dn  ('rf(»rdert,  gegeben  durch  dm  =  —  gffdndo,  worin 
die  Dic  hte  d(  r  festen  Substanz  bezeichnet  Es  gilt  sonach  für 
die  Verscliiebuug  der  Grenzfläche 


indessen  kompliziert  ihre  Berücksichtigung  das  Problem  überaus,  da 
sie  neben  der  Bewegung  der  gelösten  Substanz  auch  noch  eine 
soldie  dee  Lösungsmittels  veranlaßt;  man  trifft  deelhalb  in  Praxis 
Vorkehrungen,  dieselbe  bei  Beobachtungen  zum  Zweck  der  Bestim- 
mung von  X  zu  yermeiden* 

§  15.  Bewegungen  tropfbarer  Flüssigkeiten  mit  freier  Oberfläche. 

Die  Strömung  von  Elektricität  und  W&rme  erstreckt  sich  in 
einem  unendlidien  Leiter  jederzeit,  wenn  auch  cTentuell  mit  un- 
endlich abnehmender  Intensität,  nach  allen  Seiten  bis  ins  Unend- 
liche; dagegen  sind  in  wirklichen  Flüssigkeiten,  welche  bis  ins  Un- 
endliche reichen,  Bewegungen  möglich,  die  sich  auf  endliche  Bezuke 
bescbrünken  und  durch  eine  Unstetigkeitsfiftche  gegen  den  üufieren 
ruhenden  Teil  abgegrenzt  werden,  so  lange  nur  die  Grundeigenschaft 


9ä)     u--a||,  B 


und  aus  (86)  wegen  /i 
95) 
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der  idealen  Flüssigkeiten^  keine  tangentialen  Dnickkomponenten  zu- 
zulassen, vorhanden  ist 

Längs  solcher  Flächen  muß  dann  also 

cos  (n, x)  4-  V  cos  (n,y)  +  w  cos (n,  z)  =  0 

und 

7«/'(x,y,r),  96) 

d.  h.  gleich  derjenipeii  Funktion  der  Koordinak'u  sein,  welche  den 
Druck  in  dem  nduTidt  ii  Teile  der  Flüssigkeit  uach  den  in  §  4 
dieses  Teiles  entwickelteu  Gesetzen  angiebt.  Wirken  keine  Kräite, 
so  giebt  die  zweite  Bedingung  p  =  C'oust.  Dasselbe  gilt  angenähert, 
wenn  die  Unstetigkeitsflüclie  die  (^renze  zwisclien  einer  bewegten 
tropfbaren  Flüssigkeit  und  einem  ruhenden  Gas,  also  eine  ireie  Ober- 
Üäche  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  ist. 

Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  kann  der  Druck  in  der  Unstetigkeits- 
fläcbe  auch  yerschwinden,  ohne  daß  der  Vorgang  unmöglich  wird, 
und  dann  kann  man  ohne  Änderung  der  Bewegung  die  ruhende 
äußere  Flüssigkeit  vollständig  beseitigen  und  dadurch  die  Grenze 
im  strengen  Sinne  zu  einer  freien  Oberfläche  machen. 

In  diesem  Falle  ist  auch  die  Voraussetzung,  daß  die  Unstetig- 
keitsfläche  ruht,  nicht  mehr  nötige  jede  Fläche  77  =  0  wird  eine  freie 
Oberfläche  darstellen  können,  wenn  nur  die  Bedingung 

erfüllt  ist  _  _ 

Um  die  neue  Bedingungsgleichung  p  ■=  f{x^y,z)  oder  p  aa  Const 
auch  durch  die  Geschwindigkeiten  auszudrücken,  müßte  aus  den 
Hauptgleichungen  (43)  erst  ein  Wert  für  p  durch  einmalige  Inte- 
gration gewonnen  werden.  Dies  ist  aber  weder  auf  Grund  der 
Gleichungen  (43)  direkt,  noch  auch  mit  Hilfe  der  allgemeinen  Sub- 
Btitation  (61)  möglich.  Kau  gelangt  dazu  aber^^  mit  Hilfe  jener 
zweiten  Zerlegung  von  vi,  1/,  u^,  die  S.  198  angegeben  ist,  und  gemäß 
welcher  man  setzen  kann 

Hieraus  folgt  sogleich  fttr  die  Wirbelkomponenten 

dBdO  BQdH 


~  dy  6%     By  B%* 

2iii'«^^^^  — —  — 
T»  ö»  Bx* 

2ri  —  —  —  — 

~~  Bx  By      Bx  By ' 


97') 
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und  diflB  gie1»t 
Ö7") 


l   h  m  -3  h  n  -r—  =  0, 

ax         Oy         ox  ' 

dx         ay        dx  ^ 


d.  h.  die  Wirbellinien  Bind  die  Schnittkurven  der  Oberflächen  G  «  Gonst 
und  M  OB  CoDst 

Durch  eine  ein£Bushe  R^wim^ng  findet  man  weiter 

dx 

dG  ÖH 
~  dt  b» 


dt^      9  [BF     „dG\     dHda  dQ 

dt  "^U*      Bt)    a#  d»  "  et 


dV^  dHBQ 
a«      dt  dx 


u.  s.  f.  und  die  Gleichungen  (43)  nehmen,  falls  man  ein  Kräfte- 
potential 0  Toranssetzt  und 


97"') 

abkürzt,  die  Grestalt  an 


98) 


dHdO 

dO  dH  _ 

dSl' 

dt  dx 

dt  dx'  ~ 

dx  ' 

dH  dG 

dG  dB  _ 

d^i' 

dt  by 

dt  dy  ~ 

dy  ' 

dHdO 

dO  dH  _ 

dSl' 

dt  dx 

dt  dx  "~ 

"  dx  ' 

Nun  bewegen  sich  aber  nach  S.  271  die  Flüssigkeitsteilcben  bei 
Einwirkung  konservativer  körperlicher  Kirifte  mit  den  Wirbellinien, 
und  hieraus  folgt,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 


dH  da  n 
dt"'  dt*'^ 


98) 

und  a 

d.  h.  gleich  einer  Funktion  Ton  /  allein  sein  muß.  Diese  Gleichung 
liefert  allgemein  das  Gewünschte,  denn  sie  ergiebt 

98T 

oder  auch,  da  nach  (98  ) 

jrBO  tr(  >d  ,d  O  ^      ,d  (i\ 

dt  \    dx         dy  Ox) 

und  dies  nach  (97) 


ist,  auch 


r*  I     'BF.     ,  d  F  .     I  d  F 
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-  TT«  ^-ir^  +  lj-y.  98"') 

Für  die  stationftre  Bewegimg  einer  inkompreadbeln  FlOssigkeit 
folgt  aus  (98") 

=  98"") 

worin  C  eine  Konstante  bezeichnet;  dies  gieht,  wenn  äußere  Kräfte 
nicht  wirken  und  an  irgend  einer  Stelle  der  Flüssigkeit  p  =  p^, 
/'=s^  vorgeschrieben  ist, 

also  die  klematen  Dracke  an  den  Stellen  größter  Geschwindigk^t 
Verbinden  wir  mit  dieeen  Formeln  die  auf  S.  266  gemachte 
Bemerkung)  daß  innerhalb  tropfbarer  F11l88i|^iton  der  Zusammen- 
hang zerreißt»  wenn  der  Dmök  einen  gewiesen  negativen  Grenzwert 
erreicht,  so  können  wir  achließen,  daß  stets  diskontinuierliche  Be- 
wegungen einsetzen  werden,  wenn  die  Geschwindigkeit  eine  gewisse 
Größe  überschreitet 

Ein  hierher  gehöriger  besonders  einlacher  Fall  ist  derjenige 
einer  ebenen  stationären  Potentialbewegung,  welche  durch  eine  feste 
Wand  begrenzt  wird,  die  irgendwo  eine  einspringende  scliarfe 
Kante  besitzt  An  ihr  würden,  wenn  man  das  (4eschwindigkeits- 
potential  nach  den  früher  gegebenen  Regeln  berechnet,  die  Potential- 
liilclieii  unendlich  nahe  zusaiunienrücken;  es  würde  also  die  Ge- 
schwindigkeit unendlich  groß  werden  und  der  Druck  unter  jede 
negative  Grenze  herabsinken,  d.  L,  die  so  gefundene  Bewegung  würde 
unmöglich  sein. 

In  Wirklichkeit  verlassen  daher  die  bisher  längs  der  Wand 
verlaufenden  Stromlinien  an  jener  Kante  in  zunächst  tangentialer 
Richtung  die  Wand  und  erfüllen  weiterhin  eine  Fläche,  längs  deren 
die  Bewegung  diskontinuierlicli  ist.  Der  zwischen  ihr  und  der  Wand 
liegende  Raum  kann  im  einfachsten  Fall  mit  ruhender  Flüssig- 
keit angefüllt  sein,  er  kann  auch  unabhängige  Strömungen  ent- 
halten; jedenfalls  aber  müssen  in  der  DiskontinuitätsHäche  die  Be- 
dingungen (44)  und  (44  )  erfüllt  sein. 

Auch  bei  der  Strömung  gasförmiger  Flüssigkeiten  würde  eine 
ähnliche  Anordnung  eine  DiskontinuitätsHäche  hervorrufen;  denn  an 
der  Kante  würde  eine  unendlich  kleine  Dichte  und  demgemäß  eine 
faktische  Trennung  des  Gases  von  der  Wand  eintreten.  DaiTOL^en 
würde  sie  bei  einem  imponderabelu  Fluidum  keinerlei  Singularitäten 
bewirken.  — 

Beschränken  wir  uns  weiterhin  auf  Grenzen,  in  denen  p  s  Const 
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ist,  SO  gilt  dort  nacli  (98"),  da  mau  die  Konstante  mit  7'  vereinigeu 
kann,  ganz  allgemein 

oder 

99)  +  = 

bei  einer  Potentialbewegung  wird  spezieller,  wegen  ^  =  0, 

99")  0  +  = 

bei  reiner  Wirbelbewegung,  wo  dFjdt »  0  ist,  gilt  nach  (99  ) 

Im  Falle  des  stationären  Zustandes  folgt  aus  (98")  allgemein 

99")    •  a*4-iF*  =  Con8t 

Die  Kontinuit&tsgleichang  (43")  lautet  bei  Einfllbmng  der  obigen 
Snbstitation  und  unter  der  Annahme,  daß  jedes  Elttssigkeitsteücheii 
seine  Dichte  unverändert  beibehält, 

sie  giebt  mit  den  zwei  Gleichungen  (98),  die  aust'ührlidi  lauten: 

dU  IdFdll  dFBH  dFBH\ 
dt       \b  X  V  X    '    h  ij  b  ij       d  ;  c'  «  / 


100) 


"^^[dx  6x      dij  dy'^  6x  dtj'^^* 


dt      \d  X  V  X       b  y  b  y       b  x  b  x  j 


eo  .  (b  F  d  (!        F  ö  (! 

by  by 

2       /a>r3v2  /az-nS 


^((ll)V(||)V(|f)>o. 


die  drei  Hauptgleichuncon  des  Problems,  denen  zu  genügen  indessen 
große  Scliwierigkeit  liietet.  DenigcinäB  sind  Probleme,  welche 
Wirl»elbewegiingeii  mit  freier  OberHüche  lictretieii.  streng  überhaupt 
noch  nicht  beliMiulelt,  iiinl  aiu  li  bei  Potentlaibewegungen,  für  web^be 
die  letzten  beiden  Gleiebunu'<'n  icb-ntiseh  erfüllt  sind,  ist  nur  die 
1  hirchfübrung  gewisser  ebener  Prol»leme  gelungen,  noch  dazu  be- 
schränkt auf  stationäre  Stnunungen. 

Hier  giebt  nacb  27tl  der  reelle  Teil  einer  beliebigen  Funktion 
von  X  ii/.  /..  R.  /'  j-  /  >' =  /  (•»'+  »y).  ''in«'  partikuläre  Lösung  tur 
/•'.  und  ilir  <Tn  ii/lM'(liiigungen  lassen  sieb,  falls  äußere  Kräfte  fehlen, 
dahin  formulieren,  daii  zugleich  mit     auch  /  konstant  sein  muti. 
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Diese  Umstände  haben  gestattet,  eine  Reibe  von  ebenen  Bewegungen 
zu  finden,  die,  von  Unendlich  nach  Unendlich  Terlanfend,  teils  von 
freien  Bandkniren,  teils  Ton  festen  Wftnden  begrenzt  sind  nnd  als 
ebene  Flflssigkeitsstrahlen  bezeichnet  werden  können.'*)  In  dem 
Falle,  daß  mehrere  solcher  flttssigkeitsstrahlen  zusammenstoßen, 
können  dann  die  festen  W&nde  ganz  in  Wegfiill  kommen/^) 

Weicht  die  freie  ObeMl&cbe  der  bewegten  Flüssigkeit,  deren 
Gleichung  nach  (99"')  durch 

gegeben  ist,  nur  wenig  von  einer  Potentiallläche  " 

ab,  welche  dieselbe  Flüssigkeit  im  Zustand  der  Ruhe  zu  begrenzen 
vermöchte^  so  kann  man  die  Aufgabe,  eine  ihr  entsprechende  statio- 
näre Potentialbewegung  zu  finden,  durch  successiTe  Annäherung 
lasen.*^  _ 

Hierzu  kann  man  zuerst  die  Fläche  0=6'  als  feste  Wand 
betrachten  und  ein  ihr  entsprechendes  Geschwindifikeitspotential  i\ 
nach  früheren  Metliodeii  aufsuchen,  aus  deniseiben  /  in  erster  An- 
näherung =  /  j  berechnen  und  die  Obertiäche 

bestinniien.  Diese  korri^'erte  Oberfläche  wird  fiir  ein  neues  Prohh  iii 
als  feste  Wan<l  lieliaiidelt,  eine  /weite  Annäherung  für  /'  aufge- 
sucht und  mit  dieser  eine  zweite  korrigierte  GrenzHäche  von  der 
Gleichung 

bestimmt  u.  s.  f. 

Es  gelingt  auf  diesem  Wege  leicht,  Bewegungen  spezieller  Art 
innerhalb  einer  unendlichen  oder  geeignet  begrenzten  schweren  Flüs- 
sigkeit mit  freier  Oberfläche  zu  finden.  — 

Beschränkt  man  sich  von  vornherein  auf  so  kleine  Geschwin- 
digkeiten, daß  man  überall  die  in  ihnen  quadratischen  Glieder  neben 
den  Uneären  yenachlässigen  kann,  so  gelingt  es  auch,  Fälle  nicht 
stationärer  Bewegung  mit  freien  Oberflächen  aufzufinden,  die  mnn 
allgemein  als  Wellen  bezeichnen  kann.^^ 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  gilt  zunächst  der  S.  272 
bewiesene  Satz,  daß  körperliche  Kräfte,  die  eine  Potentialfunktion 
haben,  stets  eine  Potentialbewegung  veranlassen;  ^  ist  also  im 
obigen  Ansatz  (97)  (r  »  0  zu  setzen,  das  Geschwindigkeitspotential  F 

21* 
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aher  als  &m  GrOfie  enter  Ordnung  zu  betrachten,  welche  bei  Vor- 
aussetzung einer  inkompreeaheln  Flüssigkeit  die  Gleidiiing  erfllUt 

101)  A/'=0. 

Ferner  nehmeu  hier  die  Bedingungen 

]»*sCk>nst  und  dpIdtssQ 

relativ  ein&che  Gestalten  an.  Denn  aua  (QS'')  folgt,  &U8  man  die 
willkflrliche  Funktion  T  der  Zeit  in  F  hineinzieht, 


dF 

=  v  i- 

also  als  erste  Grenzbedingung 


dies  giebt  direkt  die  Gleichung  der  freien  OberHüche.  Die  zweite 
Bedingung  aber  lautet,  weuu  0  die  Zeit  nicht  explicite  enthält, 
wegen  dx  j  dt  =  d F j  d x, 


ö/»  d.r  8x  dy  dy  dx  ö* 
und  muß  gelten  für  Puuitte,  welche  der  vorigen  Gleichung  genügen. 
Da  aber  alle  Glieder  der  letzteren  Formel  bereits  erster  Ordnung 
sind,  muß  sie  bei  Vernachlässigung  der  Gheder  zweiter  Ordnung  für 
Punkte  erfüllt  sein,  welche  0  «  Const.  raachen ;  das  sind  die  Punkte 
einer  freien  Oberfläche,  welche  die  Flüssigkeit  im  Gleichgewichts- 
zustande zu  begrenzen  vormag. 

Die  letzte  Formel  kann  man,  wenn  man  mit  v  die  Normale 
auf  der  Oberfläche  ^  =  Const  bezeichnet,  auch  einfincher  schreiben: 

Ist  die  wirkende  äußere  Kraft  die  Schwere,  und  ist  die  Z-Axe 
yertikal  nach  unten  gelegt,  so  wird  <f»8s  —  yz,  die  letzte  Gleichung 
wird  also  für  ein  bestmimtes  z,  etwa  für  x    0  gelten  und  lauten 

dazu  kommt  für  die,  die  Flüssigkeit  sonst  noch  begrenzenden  festeu 
Wände 

101")  4^  =  0. 

Im  Falle  periodischer  Bewegungen  ist  Rmia{t  1^)  zu 
setzen,  worin  ^  und  ^  Konstanten  bezeichnen,  deren  erste  mit  der 
Periode  r  der  Bewegung  durch  die  Beziehung  eer  =  2jt  zusammen- 
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hängt,  während  R  eine  Funktion  der  Koordinaten  aUein  ist»  fär  die 
folgende  Beziehungen  gelten 

B  0  für  alle  Pnnktey 
u»^-¥9^^0  &it  z^O,  I  102) 

d~R  I 

^  ==  0  an  begrenzenden  festen  W&nden.  j 

Diese  Bedingungen  haben  die  größte  Ähnlichkeit  mit  denen, 
durch  welche  S.  181  *u.  t  eine  Funktion  F  der  Koordinaten  bestimmt 
worden  ist  Doch  sind  swei  Unterschiede  zu  beachten. 

Erstens  ist  a  hier  nicht  durch  das  Fhiblem  direkt  gegeben, 
sondern  ist  selbst  erst  aus  den  Bedingungen  (102)  zu  bestimmen. 

Zweitens  ist  in  der  zweiten  Formel  (102)  das  Vorzeichen,  welches 
die  beiden  Glieder  Terbindet,  das  entgegengesetzte  von  demjenigen 
in  der  Grenzbedingung  J^F— dr/dn  *  0,  welche  in  der  allge- 
meinen,  auf  S.  181  behandelten  enthalten  ist  Hieraus  folgt,  daß 
auch  bei  gegebenem  a  das  System  (102)  die  Aufgabe  nicht  eindeutig 
bestimmt 

Ein  wichtiger  spezieller,  aber  immerhin  noch  ziemlidi  allge- 
meiner Fall  ist  der,  daß  die  Begrenzung  der  Elflssigkeit  nach  unten, 
d.  h.  fü^  zsah,  durch  eine  horizontale  Ebene,  nach  den  Seiten 
durch  ehien  Tertikaien  Cylinder  gebildet  wird.  Hier  erh&lt  man 
eine  Lösung  durch  den  Ansatz 

in  dem  JS  nur  z,  U  nur  x  und  y  enthält  Die  Gleichungen  (102) 
nehmen  dabei  die  Form  an 

1    rfV^  _    _     1       .  TT 


«t*Z-\-g^  =0  für 


d% 

di 


^-0  für  z-A, 


0  längs  des  Gylinders. 


102') 


dn 

Aus  der  ersten  Formel  folgt,  daß  sowohl  d«'r  rechts-,  als  der 
linksstf'heiide  Ausdruck  konstant  sein  muß;  wählt  man  diese  Kon- 
stante positiv  gleich  x-,  so  erhält  man 
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Z  bestimmt  sich  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  A  zu 

lOST")  Z  =  )  + 

wahrpinl  als  Beziehung  zwischen  u  und  x  folgt 

102"")  x<7(ff«'*  -  f-«'')  =  4-  <?-"'•). 

Die  Bedingungen  für  U  nehmen  eine  Gestalt  an,  die  uns  bei  der 
Beliaiullung  der  ächwingungen  innerhalb  einer  elastischen  Flüssig- 
keit beschäftigen  wird,  wo  Uberhaupt  die  allgemeinen  Eiigenschaften 
der  Wellenbewegungen  ausführlich  zur  Sprache  kommen  werden. 

Fehlt  die  seitliche  Begrenzung  der  Flüssigkeit  durch  den  Cylin- 
der,  so  bleibt  tt  willkürlich,  im  anderen  Falle  werden  durch  die 
Orenzhedingung  öL  'dn  =  0  unendlich  viele  diskrete  Werte  als  mit 
dem  Problem  vereinbar  bestimmt;  jedem  x  entspricht  nach  (102"") 
eine  Bewegung  mit  anderer  Periode. 

Eine  interessante  partikuläre  Lösung  erhält  man,  wenn  man  die 
Gleichung  (101")  statt  nur  fttr  2  =  0.  für  alle  r  gültig  annimmt**) 
Man  kann  sie  dann  auch  nach  z  differentiieren  und  unter  Benutzung 
von  Ai^^O  aus  ihr  bilden 

eine  Gleichung,  die  neben  aF^O  für  alle  Punkte  gelten  kann, 
weil  die  eine  nicht  die  andere  nicht  z  enthält  Als  Grenz- 
bedingung für  jrsO  bleibt  die  Formel  (101'")  bestehen;  hinzu 
kommt,  wenn  die  FlOssigkeit  unendlich  tief  ist,  noch  die,  daß 
F^i  0  sein  muß  für  2  »  00.  — 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  von  der  durch  kapillare  Wirkung 
erzeugten  Oberflächenspannung  abgesehen.  Berücksichtigt  man  die- 
selbe, so  ist  p  nicht  konstant,  sondern  nach  (22*)  um  eine  Kon- 
stante von  dem  Kapillardruck /»^  verschieden  zu  setzen;  daher  lautet 
die  erste  Grenzbedingung  (101'),  falls  und  die  HauptkrOmmungs- 
radien  der  Oberfläche  bezeichnen,  unter  Berücksichtigung  von  (Sl^ 


Coust 


In  dem  F.illr.  daß  die  ein/ige  itnßcrt'  Kratt  die  Scliwere.  also 
*l)  —  —tfz  ist,  \v(  i(  lit  di«'  tVeit'  Oberlläche  unendlich  wenig  von  einer 
horizontalen  Ebene  ab,  es  ist  also 

dies  giebt,  wenn  man  die  Gleichung  (105)  nach  t  diflerentiiert  und 
berücksichtigt,  daß 
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^*  und  ^F^Q  ist, 


dt  B% 

-^inr  +  TTT  +  Y'öi?'  ^'  ^^^^ 

die  Fundameiitalgleichuug  für  die  Beliaiidlung  der  KapiUarwelleü**), 
die  eine  der  obigen  analoge  Behandlung  gestattet. 

§  16.  Andm  Formen  der  hydrodynamiiolien  Qnmdgloioliiuigaik 

^Von  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  (14)  für  nichtstarre 
Edrper  gelangt  man  durch  Einfthrung  der  Fundamentaleigenschaft 
der  idealen  Flüssigkeiten 

und  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  wirkenden  körperlichen  Krälte 
der  Masse  proportional  sind,  zunächst  zu 

Die  in  §  9  l)enutzte  Betrachtungsweise  behandelt  weiterliin  die 
Geschwindigkeitskomponenten  dxjdt  —  u'y  dyjdx^v',  dzldt^w 
als  Funktionen  der  Koordinaten  und  der  Zeit,  untersucht  also,  was 
an  beliebigen  Stellen  zu  wechselnden  Zeiten  stattfindet ^  ohne  Rück- 
sicht darauf,  welche  Teilchen  der  Flüssigkeit  dabei  ins  Spiel  kommen. 

Umgekehrt  kann  man  die  Betrachtung  auf  die  wechsebiden  Zu- 
stände richten,  welche  ein  und  dasselbe  Flüssigkeitsteilchen  mit  der 
Zeit  annimmt  Bezeichnen  a,  e  irgend  welche  Parameter,  welche 
ein  bestimmtes  Flüssigkeitsteilchen  definieren,  so  werden  seine  Ko- 
ordinaten zu  beliehiger  Zeit  y,  z,  seine  Dichte  g  und  der  ihm  zu- 
gehörige Druck  p  Funktionen  von        e  und  t  sein. 

Multipliziert  man  nun  die  Gleichungen  (104)  mit  dxfda,  dy/dof 
dzlda  oder  dxidbf  dyjdb^  dzjdh  oAet  dxjdcy  dy/de,  dz/dc 
und  addiert,  so  ergiebt  sich  das  System 

ldp,{d*x  Y\öx,(d*y  y\öy,i(t**  yW*«n 
Idp     [ä2x_j.\djc  _y\dy      /d»x_^\dx  Q 

welches  m  dem  Falle,  daß  ein  Kräftepotential  0  existiert  und  die 
Dichte  Q  nur  Tom  Druck  p  abhängt,  wenn  man  wieder 

^^dn  104") 
9 


104) 
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setzt,  die  Form  annimmt 


104"') 


dt*  da      dt*  5o  "**  dt*  dn  " 


da 

db 

Fe 


.d^xdx     d^ydy.cPxdx  « 


Diese  Gleichimpfen  rtihren,  wie  die  früheren  (4ruii(]gleichuiigen  (43)^ 
von  EuLEK^^)  her,  werden  alter  gewöhnlich  nach  LAaiiAlfaE*^)  ge- 
nannt, der  sie  unabhängig  von  Euler  gefunden  hat. 

Die  Kontinuitätsbedingung,  welche  aussagt,  daß  die  Masse  eines 
beliebig  abgegrenzten  Bereiches  von  Flüssigkeitsteilchen  während  der 
Bewegung  sich  nicht  ändert,  läßt  sich  allgemein  schreiben 


105) 


dt 


0, 


worin  d  k  ein  Yolumenelement  der  Flüssigkeit  bezeichnet  Bei  Ein- 
fuhrung Yon      bj  c  läßt  sich  schreiben 


105') 


d  X  dy  dx 
d  a  d  (I  da 

dx  dy  dx 
Fbdbdb 

dx  dy  dx 
de  de  de 


.  dadhdefm  Bdadhde; 


die  Konstans  von  gdk  kommt  sonach  auf  die  Gleichung 

105")  i>  0  =  Const  (0, 

oder,  wenn  q  konstant  ist,  auf 

105'")  (9=.  Const  (0 

heraus.    Der  Fall  0  =  0  ist  hierbei  ausgeschlossen. 

Die  Begrenzung?  der  Flüssigkeit  enthält  nach  S.  218  immer  die- 
selben Teilchen;  denkt  man  also  ilire  (rleichung  in  ;r  und  t  aus- 
gedrückt, so  muß  bei  Einführung  der  Werte  von  x,  y,  z  in  a,  c 
und  t  letzteres  aus  der  Formel  für  die  Oberliäche  der  Flüssigkeit 
heran  st  allen,  und  diese  sich  in  eine  Gleichung  zwischen  a,  b  und  c  Tei^ 
wandeln.  Dalier  ist  es  vorteilhaft,  über  die  Grr)ßen  a,  b,  c  so  zu 
verfügen,  daß  das  Konstantsetzen  einer  Ton  ümen  die  Gleichung 
der  Bcirrenzung  giebt. 

Neben  dieser  Bedingung  ist  in  der  Grenze  zwischen  zwei  Flüssig- 
keiten h  und  k  noch  die  weitere  zu  erfüllen,  daß  dort  jp^'-p^'^Pn 
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sein  inuB;  gleiches  gilt  fUr  etwaige  UnstetigkeitsHächen  und  i'ür  Ireie 
Oberflächen. 

Die  vorstehenden  Formehi,  welche  anscheinend  in  allen  den 
Fällen  Vorteile  bieten,  wo  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  veränder- 
lich ist,  sind  erst  in  sehr  wenig  Fällen  integriert  worden,  von  denen 
der  interessanteste  Wellen  von  endlicher  Höhe  an  der  Oberfläche 
einer  schweren  Flüssigkeit  liefert'^.  Auch  für  die  Gewinnung  all- 
gemeiner Sätze,  wie  sie  S.  268  bis  271  abgeleitet  sind,  bieten  sie 
gegenüber  den  dort  benutzten  Formeln  (43)  besondere  Vorteile  nicht  — 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (104'")  mit  dt  und  integriert 
sie  zwischen  Grenzen  t^O  und  t^t^j  so  erhält  man  nach  geeigneter 
Umformung  des  zweiten  Gliedes  durch  teilweise  Integration, 
wenn  man 


setzt: 


d»d»  dy  dy  .  dxBx 
di  9a      dtBa"*"  dt  Ba 


0, 


lOü) 


106) 


Verfügt  man  über  a,  h,  c  spezieller  so,  daß  sie  den  Anfangswerten 
von  X,  y,  z  gleicli  werden,  und  nennt  die  korrespondierenden  Anfangs- 
werte der  Geschwindigkeitskomponenten  resp.  tf^,  v'^,  lo^,  so  erhält 
man  fUr  die  untere  Grenze 

dm  f  dy  ,  d%  ,  hx  ,  bx  p.  d»  n  ,  „  r 
rff-«o»  rf7  =  V  57««^o»    öä=l»  ^  =  0u.8.f. 


do 


und  für  die  Gleichungen  (IW)  daher  die  Form: 


Ba  ■**  rf<  da      dt  Ba 


dt  Ba 

dSl'     dxBx  ,dydy  dx^Bx 
Bh      dtWb'^  dtWE"^  dt  Bb^ 

BSI'  dxB9  .dyBji  .d*  Bx^ 
Be      dt  Fe      dt  Bc      dt  Be  ' 


lOö") 


Zu  diesen  Formeln,  welche  wie  die  EuusB'schen  (43)  vom  zweiten 
Grade  und  der  ersten  Ordnung  sind,  kommen  die  Gleichungen  (104") 
und  (105")  hinzu,  um  das  Problem  vollstiindig  zu  bestimmen;  sie 
sind  von  H.  Weueh  tjegebeu,  aber  zu  speziellen  Folgerungen 
noch  nicht  benutzt  worden. 
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IV.  Kapitel 

Elasticität  und  Akustik 


§17.   Das  Oesets  der  elattiiclien  Kräfte. 


Em  Körper  heißt  elastiech,  wenn  in  ihm  eine  you  einem  be- 
liebigen AnfimgBsuBtand  aiugehende  Deformation  Spamrangen  erregt 
welche  diese  Deformation  rftckgSngig  zu  machen  streben;  er  heißt 
▼ollkommen  elastisch,  wenn  bei  konstanter  Temperatur  der 
Spannnngszustand  allein  von  dem  augrablicklichen  Deformations- 
zustand abhängt  und  die  Spannungen  nur  mit  den  Deformationen 
verschwinden. 

Bedeuten,  wie  in  §  1,  «,  tp  die  Komponenten  der  die  De- 
formation bewirkenden  Yersduebung  eines  Punktes  mit  den  Anfangs- 
koordinaten  y,  z,  so  ist  nach  S.  213  der  Defoxmationszustand 
eines  geeignet  um  den  Punkt  y,  z  abgegrenzten  Bereiches  B  toU- 
kommen  bestimmt  durch  die  sechs  Deformationsgrößen 


Von  diesen  .stellen,  wie  8.  216  p^psagt.  die  drei  ersten  die  liiieäreii 
Dilat^itiouen,  die  drei  letzten  die  Winkel;i!iilenin«'[en  für  drei  zu  den 
Axen  X,       Z  parallele  Kiehtungen  innerhall)  des  Rereielies  B  dar. 

Bezeii  luK'ii  wir,  wie  in  §  2,  die  Komponenten  der  gegen  ein 
Fliiclienelement  mit  der  inneren  Normale  //  wirkenden  Druckkraft 
mit  -Y^,  i'^,,  Z^,  so  ist  nach  225.  hei  Ausschluß  von  auf  die 
kleinsten  Teile  wirkenden  1  )reliuugs)m)iin  nteii.  der  Spannungszustand 
des  I^c  reich  es  B  vollständig  bestimmt  durch  die  sechs  Druck- 
komponeuteii 


welche  gegen  Flächenelemente  normal  zu  den  Koordinatenaxen 
wirken. 


107) 


By^    '•~  8x 


Bv  .  Bw  Bw  .  Bu 


107) 
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Soll  also  der  Spannuii^yszustaiid  des  K<>ri)i  is  nur  vun  dem  augen- 
blicklichen DetonnatidMsznstand  al)liängen.  so  müssen  die  sechs 
DruckkompQjienten  (107')  an  jeder  Stelle  im  allj^emeinsten  Falle 
Funktionen  der  sechs  r)et"ormatiousgröi5en  (107)  im  ganzen  Körper  st-in. 

Die  denkhar  einfachste  Annahme  ist  nun  (>flenl»ar.  daB  der 
8i)anuungszustand  innerhalb  B  von  der  Deformation  allein  des 
Bereiches  B  ablüingt.  und  weiter,  daß  die  Beziehungen  zwischen 
den  DruckkomjMuienten  und  den  r)el'ormati()nsgrr»ßen  lineare  sind. 

Demgemäß  machen  wir  als  erste  Annäherung  den  Ansatz 


') 


Die  \^effizienten  Cf^j^  heißen  die  ElaBticitätskonstanten  der 
Substanz;  in  nicht  homogenen  Körpern  betrachten  wir  sie  als  stetige 
Funktionen  der  Koordinaten. 

Löst  man  die  Torstehenden  Gleichungen  nach  den  x, . . .  au^ 
80  erhält  man 

-     -  +      ^,  +  -^aa     +  *14  ^.  +  +         r  l^^") 

worin  die  Koeftizienten  .V;^,  ,  weil  sie  die  haujitsächlichsten  der  beobacht- 
baren elastischen  Veränderungen  messen,  die  Elastici tätsmoduln 
genannt  werden. 

Diese  Formeln  gelten,  wie  vorausgeschickt,  nur  dann,  wenn  die 
Temperatur  l)ei  der  Deformation  sich   nicht  ändert.    Die  Drucke 

X  V   sind   dal)ei   die   durch  die  Deformationen  .r  r 

J  .         .  .  '' 

erregten,   aber   nicht   immer   die   gesamten  vorliandenen: 

bei  Gasen  z.  B.  ist  notwendig  vor  der  Deformation  bereits  ein  von 

Null  verschiedener  Anfangswert  A'^*^  =  }'^"  =  Z^**  =      vorhanden,  zu 

dem  sicli  die  obigen  (Trößen  addieren. 

Die  Anzahl  der  Konstanten  und  Moduhi  reduziert  sich  ganz 
allgemein,  wenn  man  die  Annahme  einfuhrt,  daß  auch  auf  die 
elastischen  Kiirper  die  EnergiegU'ichung  anwendbar  ist. 

Nach  den  auf  S.  22b  und  229  abgeleiteten  Formeln  wird  der 
Zuwachs  der  Energie  eines  elastischen  Körpers  in  der  Zeiteinheit 
gegeben  ilurch  den  Ausdruck 


ll=J^^[i^  dt  -iV.w^+i,.f +  /,  ^; 


108) 
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Damit  der  Ausdruck  rechts  ein  Diflferential  einer  nur  vom 
augenblicklichen  Zustand  abhängigen  Funktion,  eben  der  Energie, 
nach  der  Zeit  sei,  ist  erforderlich,  dali  die  Druckkomponenten 
Diflerentialquotienten  einer  Funktion  der  sechs  Deformationsgroßen, 
nämlich  des  elastischen  Poteutiales  (f  der  Volumeneiulieit, 
nach  ihren  Argumenten  sind,  also  die  Formeln  gelten 


108) 


s^'       8i';^^~d^*  ei; 

if  =  —  ^   X  —  ^"^ 


ex,'    '  das,* 


woraus  folgt|  daß  sein  muß 

d»,      dp,     dxg      B»g     dy,      d»,     Bx,      dy, ' 

Setzt  man  in  (108;  die  Werte  (107"')  der  Deformationsgrößen 
und  die  Werte  [107")  der  Druckkomponenten  ein,  so  kann  man  den 
Zuwachs  der  Energie  in  der  Zeiteinheit  auch  schreiben 


109) 


dE 
dt 


vergleicht  man  dies  mit  der  Formel  (108),  so  erkennt  man,  daß, 
falls  (f  den  Wert  von  (f  bezeichnet,  wenn  darin  die  Deformatious- 
größen  nach  (107"')  durch  die  Druckkomponenten  ausgedrückt  sind,  auch 

1091       '  '"^^  '''' 

^  ar/  ^'      hz;  BX, 

sein  muß,  woraus  dann  folgt 

109)  £!i»if^  iüjL^^f^ 

^     BZ,      BYy    BX^     BZ,*    BY,     BXj   BX,  BY,*'" 

Diese  je  fünfzehn  Gleichungen  (108")  und  (100")  ergeben,  mit 
den  obigen  Ansätzen  (107 ')  und  (107"')  verbunden,  je  fünfzehn  Be- 
ziehungen von  der  Form 

imd  reduzieren  so  die  Anzahl  der  unabhängigen  Elasticitätskoustanten 
tmd  •moduln  im  allgemeinsten  Falle  je  von  36  auf  21. 
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Für  das  Potential  ip  der  Volumeneinheit  erhält  man  zugleich 
die  allgemeine  Beaehung 

für  die  Energie  €  der  Volumeneinheiti  falls  'f  die  lebendige  Kraft 
derselben  bezeicbnety 

t^^^qf.  110") 

Weitere  Bednktionen  treten  ein,  wenn  der  elaiiieehe  Körper 
ein  homogener  EiTstall  iet,  welcher  Symmetrien  besitzt,  nnd  ein 
spezielles,  das  Hauptaxensystem,  eingefiüirt  wird.  Hier  konmien 
die  auf  S.  217  und  S.  225  angegebenen  Eigenschaften  der  Defor- 
mationsgrOßen  nnd  der  Dmckkomponenten  zur  Geltang,  daß  resp. 

y,,  V         zjY2,  xjp 

und 

j;,  r,,  z„  r,p,  z,Y2, 

sich  bei  Einfllhning  anderer  Koordinatensysteme  transformieren,  wie 
die  Aggregate  von  Vektoikomponenten 

X*,  n  z\  Yzf2,  zx^2,  xiyj. 

Daraus  folgt  dann,  daß  man  die  ans  (101")  gebildeten  Formeln 


III) 


ohne  weiteres  nach  dem  Schema  IV  auf  S.  148  f&r  die  Terschiedenen 
Erystallgruppen  spezialisieren  kann;  es  steht  nur  beispielweise  e^^ 
an  Stelle  von  c^^,  «^i«/^  an  Stelle  Ton  c^^,  2e^  an  Stelle  von  c^. 
Analoges  n^t  für  die  aus  (107  ")  gebildeten  Formeln 


y2  "       1/2  V2 


/2      V2*     V2'     VT  2    *         2    •         2  * 


III') 


in  denen  beispielsweise  an  Stelle  von  Cjj,  »iJ^^  an  Stelle  von 
C|4,  '44/'^  an  Stelle  von  c^^  steht 
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Wir  worden  im  folgenden  &st  alle  auf  EiTstalle  bezüglichen 
Untersuchnngen  an  die  allgemeinsten  Formelsysteme  (107")  resp.(107'  ] 
anknüiifen,  also  die  speziellen  Gestalten,  welche  jene  annehmen 
können,  nicht  benutzen. 

Doch  ist  die  eine  Bemerkung  mehrfach  Ton  Interesse,  daß»  wenn 
die  ^-Koordinatenaxe  eine  zweizählige  Symmetrieaze  ist,  ron  den 
Konstanten  c^^  und  Ton  den  Moduln  s^^  die  mit  den  Indices 

111")  (14),  (24),  (84),  (04)  und  (15),  (25),  (35),  (65) 

vei-schwindfii.  und  daß,  wenu  die  Zähligkeit  der  Axe  höher  ist,  als 
zwei,  außer  anderen  Eelationen  jederzeit  die  gelten,  daß 

Häutig  macht  es  das  spezielle  Problem  wünschenswert,  neben 
dem  Hauptkoordinatensystem  X,  Y,  Z  noch  ein  anderes  S,  //,  Z  ein- 
zuführen; dann  liandelt  es  sich  um  die  Transformation  des  elasti- 
schen Potentiales  in  die  neuen  Koordinaten.  Seien  die  Koeffizienten 
der  Transformation  durch  das  Schema 


112) 


X 

A 

Vi 

y 

u 

z 

«3 

/3 

gegeben,  und  seien  die  Deformationsgrößen  x^.,»x^  kurz  mit   p^, 

die  analogen  . . . mit  7t^...7iQ  bezeichnet,  dann  ist  das  elastische 
Potential  in  der  ursprünglichen  Form  tp  gegeben  durch 

h  k 

in  der  transformierten  durch 

m  • 

wobei  alle  Summen  S  von  1  bis  6  zu  erstrecken  sind. 
Ist  dabei 

P,,  =  -      '\  ,u  '     ^r..  =  ^ PAn* 

worin  und  d^,^  die  nach  der  Begel  auf  S.  333  sogleich  angeb- 
baren Ttansformationskoeffizienten  für  die  Deformationsgrößen  be- 
zeichnen, so  findet  sich 

h   k         m  n 

*  —  —      ^«  —  —  '^hk^'hm^kn » 

IN    n  h  k 
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woraus  der  Wert  der  abgeleiteten  ElastidtätskonstaDte  Ymn 
giebt  zu 

y-.--5-^««»».*».i  1120 

dem  entspricht  umgekehrt 

m  m 

Ganz  ebenso  läßt  sieh  die  Transformation  der  Moduln  ausführen. 
Man  hat,  fkUs  X^,...Jy  kurz  durch  analog 
durch  /7p... /7g  bezeichnet  wird, 

h  1t  m  n 

dabei  gilt,  wie  nach  S.  333  leicht  zu  erkennen, 
und  hieraus  folgt 

r  nK  m    hm  h  kn 

h   k         III  n 

also 

iT^n'^^^^nAn^.nr  ebenso     =  112") 

^    i:  «II 

Die  Elasticitätsmoduln  lassen  sich  anschaulich  deuten,  wenn 
man  die  Gleichungen  (14)  und  (14'")  fttr  das  Gleichgewicht  nicht- 
starrer Körper  benutzt,  wo  sie  Unten: 

^     dX  dX 


.r  +  T  =  r  +  r„  =  /  +  /  =  0.  HS") 

Mau  kann  aus  iluu'n  niimlicli  sclilit'ßen,  daß  für  ein  rechteckiges 
Prisma,  dessen  Flächen  den  Koordmatenehenen  parallel  sind,  und 
das  keinen  körperlichen  Kräften,  sondern  nur  OberHächendrucken 
von  für  jede  Fläche  konstanter  (TröBe  und  Kichtuni?  ausgesetzt  ist, 
die  inneren  Spannungen  X^,...A'^  sämtlich  konstant  sind  und  sich 
nach  den  Gleichungen  (113')  durch  tlie  Obertläcliendrucke  bestimmen. 
Man  kann  über  diese  jederzeit  so  verfügen,  daÜ  von  allen  sechs 
Spannungen  X^, . . .  A'^  nur  je  eine  von  Null  verschieden  ist,  und  daher 
in  den  Gleichungen  (107'")  für  die  Deformationen  je  nur  ein  Glied 
abrig  bleibt 

$0  liefert  ein  normaler  Zug  +  A,  auf  die  Einheit  der  beiden 
PrisTuenHächen,  welche  normal  zur  A-Axe  stehen,  ausgeübt,  X^wm^A 
und  demgemäß 
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IIB")  I  l^f-'u^'  '.-'it^» 

1    y.-"u^»   'm^'li^f  *,«'ie^» 
womus  also  sogleich  die  s^^  sidi  als  die  Moduln  der  lineftren  Dila- 
tationen und  der  WinkeUknderungen  bei  dem  Zug  parallel  der  X-Axe 
ergeben.  Gleicher  Weise  deuten  sich  die      und  s^^. 

Für  die  Interpretation  der  ttbrigen  muß  man  auf  je  zwei 
Flftchenpaara  tangentiale  Kräfte  wirken  lassen,  so  auf  die,  deren 
äußere  Normale  die  ±  ^Axe  ist,  eine  Kraft  F  pro  Fl&cheneinheit 
parallel  der  7  7-Aze  und  umgekehrt  Dann  ist  Y^wb  ^  F 
und  es  wird 

daher  stellen  sich  die  s^^  als  die  Moduln  der  Axeudilataüonen  und 
Axenwinkeländerungen  bei  tangentialen  Drucken  F  heraus. 

Dabei  ist  erkenubari  daß  die  Moduln  der  Axenwinkeländerungen 
bei  normalen  Drucken  und  die  Moduln  der  Azendilatationen  bei 
tangentialen  Drucken  in  engster  Beadehung  stehen. 

Wirken  parallel  der  A'-,  Y-  und  ^Axe  gleichzeitig  gleiche 
Drucke  von  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  OrOße  so  wird 
die  räumliche  Dilatation 

118"")    ^^(:r,  +  y^  +  z,)«  -^«1,  +      +  *38  +  2^3  +  *8i  +  ^is))- 

Da  &  eine  Invariante  ist,  so  mub  gleiches  von  dem  Aggregat  der 
Moduln  Sf^^.  rechts  gelten;  dasselbe  giebt  den  Modul  tler  raiiiulichen 
Kompression  ))ei  allseitig  gleichem  Druck  an  und  behält,  ebenso  wie 
die  ganze  Formel  (113  "),  ihre  Bedeutung,  wie  weiter  unten  gezeigt 
werden  wird,  auch  bei  beliebiger  Form  des  dem  allseitigen  Druck  p 
ausgesetzten  Körpei-s. 

Die  Elasticitätskonstaiiten  gestatten  im  Anschluß  an  die  Formeln 
(107")  gleichfalls  eine  Deutung,  nändich  durch  die  (Tcsamtheit  der 
äußeren  Drucke,  welche  erforderlich  sind,  um  eine  einzige  Axen- 
(lilatation  oder  Axenwinkcländerung  hervorzubringen:  aber  diese 
Interpretation  ist  minder  anschaulich,  als  die  für  die  Moduln  nach 
obigem  möglielie.  — 

Die  Dimensionen  der  Elasticitätskonstanten  sind  gegeben  durch 

114)  h,] 

die  der  Moduln  durch 

114-)  [,„]-m-l/rt 

Beide  werden  seltt-ner  im  (cm,  gr,  sec)  System  angegeben, 
sondern,  da  sie  meist  durch  Beobachtungen  gefunden  werden,  l>ei 
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denen-  Gewichte  die  wirkenden  Kräfte  repräsentieren,  in  einem 
eignen  System,  in  welchem  das  Kilogramm  die  Krafteinheit,  das 
Millimeter  die  Längeneinheit  ist   £s  gellt  dann  der  Zahlwert 
resp.      in  physikalischen  Einheiten  aus  dem      resp.     in  diesen 
technischen  hervor  gemäfi  der  Beziehung 


c„  =  98,1.10«c,, 


.10-«  — 


U4") 


Wenn  nun  auch,  wie  ohen  gesagt,  die  folgenden  Entwickelungen 
bezflglich  der  Eryetallgruppeu  meist  durchaus  al  gemein  gehalten, 
also  keine  speziellen  Terein&chenden  Annahmen  über  ihre  Slfmmetrie- 
yerhältnisse  eingeführt  werden  sollen,  so  erscheint  doch  mitunter 
die  Anwendung  oder  Beschränkung  der  Betrachtungen  auf  isotrope 
Körper  erwünscht 

Für  diese  nehmen  die  Formeln  (107")  und  (107"')  nach  dem 
Schema  auf  S.  144  die  spezielle  Gestalt  an: 


und 


+  cz^  = 

-  -V  =  i(c 

-r.-i(c 

-y.-2(* 

-  'l)^  - 

115) 


115^ 


Hierin  ist  kurz  A'^  +  i  ^  +     =  0  gesetzt 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  bei  isotropen  Medien  die  tangen- 
tialen Druckkomponeuten  J'.,  A',^  mit  den  Wiukeländerungen 
y.,  z^,  gleichzeitig?  Tersch winden:  bei  ihnen  fallen  also  auch  nach 
S*.  215  und  S.  22«  die  Haui)tdru(  k,t\eii  1'»,  und  die  Haupt- 
dilatationsaxen  Vy,  J^.  ziisaniiueu,  was  bei  krystallinischen  Medien 
im  allgemeinen  keineswerjs  stattfindet. 

Aus  den  Systemen '1  lä)  und  (115  )  tnl<;t  sogleich  der  Wert  des 
elastischen  Potentiales  (f  <Ier  Vttluiueneinlieit 

VoMT,  TbcorctiMli»  PhrMk.  22 
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oder  kürzer 

115")  2<p^e^&^  +  c^Ö'; 

fthnlich  bei  Einfahrung  der  Druckkomponenten 

2y  =  ...  (1'  +  »,  (^A,"  +      +  2,"  +  2(J-.»  +  Z,'  +  A,^), 
oder  kurz 

115"')  2(f'=        +  Sj^('J\ 

Diese  Resultate  ^^tclien  in  Übereinstimmung  mit  der  Forderung; 
daß  <f  vom  Koordinatensystem  unabhänp:ig  sein  muß;  denn  &  resp.  Ä 
ist  die  erste,  ^(//^  _  ö')  resp.  ^{h^  —  (-f)  die  zweite  der  in  den 
Formeln  (5')  resp.  (15")  angegebenen  Invarianten. 
Für  ideale  Flfissigkeiten  ist  nach  S.  233 

u,;)  r^^z,^x^^o,  A,=  j^  =  ;^.  =  ;>, 

also 

110")  c  =  Ci,  p^-ciV-;  2<3r  =  +c^*; 

ftlr  Gase  wird  noch  spezieller  wegen  der  Gültigkeit  des  BoTLE'scben 
Gesetzes,  welches  aussagt,  daß  bei  konstanter  Temperatur  das  Pro- 
dukt aus  Druck  und  Volumen  konstant  ist,  die  einzige  Konstante 

116)  c^p«, 

d.  h.  gleich  dem  Anfangsdruck,  unter  dem  das  Gas  vor  der  Defor- 
mation stand. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  gelten,  wie  ausdrücklich  her- 
vorgehoben, nur,  wenn  die  Deformation  ohne  Temperaturänderung 
vor  sich  geht,  ein  Fall,  der  bei  Problemen  des  Gleichgewichtes  meist 
nahe  realisiert  ist,  weil  hier  die  infolge  der  Deformationen  immer 
auftretenden  Temperaturdifferenzeu  Zeit  haben,  sich  auszugleichen. 

Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kompliziert  das  Problem  sich  erheb- 
lich und  ist  überhaupt  nicht  ohne  Rücksicht  auf  Wärmeleitung  und 
Strahlung  zu  behandeln;  wir  werden  uns  im  nächsten  Teile  damit 
beschäftigen. 

Nur  in  einem  speziellen  Falle  ist  von  jenen  Wirkungen  abzu- 
sehen, nämlich  dann,  wenn  die  Deformationen  so  schnell,  etwa 
periodisch,  wechseln,  daU  ein  Temperaturausgleich  von  irgend  welchem 
Belang  nicht  eintreten  kann.  Dann  gelten,  wie  die  späteren  Ent- 
wickelungen zeigen  werden,  Formeln  von  genau  derselben  Gestalt, 
wie  (107")  und  (107"'),  aber  mit  anderen  Werten  der  Konstanten  und 
Modulen.  Man  nennt  im  Gegensatz  zu  den  früheren  isothermi- 
schen dieselben  udiaba tische. 
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Der  Unterschied  beider  Arten  von  Konstanten,  der  im  nächsten 
Teil  theoretisch  bestiimut  werden  wird,  ist  bei  festen  und  tropf bnr- 
fltlsdgeii  Körpern  kaum  merklich,  hingegen  bei  Gasen  sehr  beträcht- 
lich; v  ir  werden  ihn  demgemäß  hier  auch  nur  bei  letzteren  aus- 
drücklich berücksichtigen.  — 

Der  Ansatz  (107")  für  die  Komponenten  der  inneren  oder 
elastischen  Drucke  ist,  wie  gesagt,  nur  als  eine  erste  Annäherung 
zu  betrachten,  die  allerdings  in  den  bei  weitem  meisten  und  wich- 
tigsten F&Uen  die  Beobachtungen  mit  genügender  Genauigkeit 
darstellt  Indessen  ist  in  einzelnen  FäUen  eine  weitere  Annäherung 
dadurch  gefordert,  daB  die  Krfulurung  Abweichungen  tou  der  Pro- 
portionalität zwischen  den  Drucken  und  den  Deformationsgrößen 
erwiesen  hat;  um  ihnen  Kechnung  zu  tragen,  hat  man  den  Ansatz 
(107")  durch  Glieder,  welche  Potenzen  und  Produkte  der  Defor- 
mationsgrößen enthalten,  zu  erweitem.  Die  ganze  Betrachtung 
kompliziert  sich  hierdurch  bedeutend  und  die  strenge  Durchführung 
spezieller  Probleme  stoßt  auf  nahezu  unüberwindliche  Schwierig- 
keiten. 

RelatiT  einfach  gestaltet  sich  die  Erweiterung  der  Theorie  in 
dem  angedeuteten  Sinne  bei  isotropen  Körpern'^,  weil,  wie  auf 
Seite  215  bewiesen  ist,  nur  drei  Toneinander  unabhängige  Inva- 
rianten der  Deformatiousgrößen  existieren,  nämlich  außer  den  oben 
schon  benutzten  i^*  und  t*^  noch 

Will  man  also  das  elastische  Potential  isotroper  Körper  (115  ') 
durch  Glieder  höheren  Grades  erweitem,  so  können  dieselben  nur 
ganze  Funktionen  von  i^-,        iV-"  sein. 

Besihränkt  man  sicli  auf  Glieder  dritten  Grades  und  bezeichnet 
mit  c'j,  cv  drei  Ergänzungskoustanten,  so  wird  <p  gegeben 
sein  durch 

2y  »Cj  &*  +  c^&'  +  Ci&^'{-c'^{^*^  +c^d^.  117) 

Auch  die  Gestalt,  welche  das  elastische  Potential  ^  in  der  an- 
gegebenen Erweiterung  bei  Einführung  der  Druckkomponenten  an- 
nimmt, läßt  sich  leicht  angeben,  weil,  wie  S.  226  bewiesen, 

-  ^.       +  2 i.^«^,  -     i.«  -  1]^^,'  -  Z,X^'     117  ) 

filr  sie  die  einzige  Invariante  dritten  Grades  ist  Man  kann  daher 
schreiben 

2(f'=  e-  +  s^c-y  +  *;e«  +       +  in") 

22* 


340 


Avo  sich  die  Ergänzungsmoduln  s^',  s^'  leicht  durch  Annähe* 
ruüg  aus  den  Elasticitätskonstanten  berechnen  lassen. 

Diese  Erweiterung  betriflt  die  eine  der  Seite  329  gemachten 
Annahmen,  nämlich  den  lineären  Zusammenhang  zwischen  Druck- 
komponenten und  Detormationsgrößen;  aber  auch  bezüglich  der 
anderen  wäre  denkbar,  daß  die  Erfahrung  eine  Korrektion  yerlangte, 
dahingehend,  daß  nicht  nur  der  Deformationszustand  in  der  ni^ha^n 
Umgebung  B  eines  Punktes  die  dort  stattfindenden  Spannungen  be* 
stimmte,  sondern  ein  größeres  Bereich  in  Betracht  zu  ziehen  wäre. 
Dies  würde  darauf  liinauskommen,  daß  in  den  Gleicliungen  (3)  noch 
höhere,  wie  die  in  |,  7/,  ^  lineären  Glieder  als  fOr  die  Deformation 
maßgebend  zu  betrachten  wären. 

Jiline  Ausdehnung  der  Theorie  nach  dieser  Biohtimg  hin  ist 
allgemein  noch  nicht  yorgenommen  worden. 


§  la  Bindeutagksit  cIm  elastischen  Problems. 

Mit  den  Torstehend  abgeleiteten  Formeln  ftlr  die  elastischen 
Drucke  sind,  um  das  Problem  des  Gleichgewichtes  oder  der  Be- 
wegung eines  Systemes  elastischer  Körper  zu  umfassen,  die  allge- 
meinen Gleichungen  (14)  und  (14"')  für  die  Abhängigkeit  dieser 
Drucke  von  körperlichen  und  Obertiächenkräften  und  die  allgemeinen 
Bedingungen  (9")  resp.  i9"')  für  die  Verrückungeu  in  der  Grenze 
zweier  nichtstarrer  Körper  zu  verbinden. 

Das  System  der  Hauptgleichungen  (14).  \velclios  für  jeden 
inneren  Punkt  des  krirperliclien  Systems  gilt,  nimmt,  wenn  man 
wegen  der  Kleinheit  der  Verrückungen  in  den  ausführlichen  Werten 
Von  d^ujdt^,  d^Vidt',  d'wjät^  die  Glieder  zweiter  Ordnung  ver- 
nachlässigt, die  Gestalt  an 


118) 


^dt*"  dx       du  dx* 

d^w     sn     ^      ^  ^Js. 


dt*  dx       du  dx 

in  ilim  bezeichnen  die  A",  )  \  die  auf  die  Volumeneinlieit  be- 
zogenen Komponenten  der  wirkenden  k<>rperlichen  Krilfte,  die,  falls 
letztere  mit  den  Massen  ])n)portioiial  sind,  wie  S.  221  gezeigt,  mit 
(>A,  ül\  üZ  vertausclit  werden  kihmen. 

Die  Hed i iigu Ilgen  für  die  äußere  Begrenzung  des  Systems 
lauten  verschieden  je  nach  den  dort  obwaltenden  Umständen. 
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Eine  erste  Klasse  von  Oberflüclicneleiiu-nten  Inlden  diejenigen, 
l?lnjrs  deren  alle  Verrückunirskorapoueuteii  (etwa  gleich  Null)  vorge- 
schrieben sind;  hier  setzen  wir 

«-V  o- w««^,  118') 

indem  wir  mit  gegebene  stetige  Funktionen  des  Ortes  und 

der  Zeit  bezeichnen. 

Andere  Oberflächenelemente  mOgen  nach  Bichtung  und  QröBe 
gegebene  Drucke  erleiden;  hier  gilt  also 

+  Y=Z^  +       0,  118  ") 

worin  X,  7,  ^  als  Funktionen  des  Ortes  und  der  Zeit  gegebene  Gröfien 
bezeichnen.  Ist  die  gesamte  äußere  Begrenzung  des  Systemes  von 
dieser  Art,  so  müssen  im  FaUe  des  Gleichgewichts  die  gewöhnlichen 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  durch  die  Z',  7',  Z*  und  X,  Z 
zusammen  erfiült  werden. 

Weiter  kann,  wie  beim  Andrücken  eines  starren  Körpers  an 
einen  elastiseheni  nur  die  normale  Komponente  der  Verschiebung 

ttC08(n,x)  +  vco8(n,y)  +  fPC08(n,2)  =  n„  118"') 

gegeben  sein;  gleiclizeitipj  sind  dann,  wenn  äußere  Keibung  feblt, 
die  tangentialen  Konij)onenten  der  Druckkralt  gleicli  Null,  d.  h.,  es  gilt 

^:i;:^.aC08(M,x):cos(ji,^):cos(ii,4  118  ") 

Erstreckt  sich  das  System  ins  Unendliche,  so  kann  es  dort  mitunter 
absolut  fiastgehalten,  also  v^w  Ton  beliebiger  Ordnung  unendlich 
Idein  angenommen  werden;  in  anderen  Fällen  ist  das  Verhalten  der 
Verrftckungen  im  Unendlichen  aus  denjenigen  im  Endlichen  zu 
erschließen. 

Weiter  betrachten  wir  die  Flächen,  welche  zwei  elastische 
Körper  gegeneinander  scheiden,  sehen  aber  dabei  von  den  auf 
S.  222  eingefthrten  Grenzdrucken  mit  dra  Komponenten  X^^^  Y^^^^  \^ 
Ton  Tomherein  ab. 

Hängen  die  Körper  in  der  Grenze  fest  zusammen,  so  ist 

=  "^Ä-'^fc^^O         ]  ^^^^ 


berOhren  sie  dagegen  einander  nur,  imd  zwar  ohne  Reibung,  so  ist 
K  —  i^cos(«,4  +  (ojk  -  ^co8(»,y)  +  (tt>^  —  i^)cos(ii,z)  -  0, 


VW) 
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und  zugLeicli  auch 

119")  (l-J, :  (?J, ;  (ZJ,  =  {XX :  Ü'A ilX  =  «>8(«r  ^) :  C08(n,  y) :  C08(n,  z). 

Handelt  es  sich  um  ein  Bewegiingsproblem,  so  muß  noch  für  irgend 
eine  Zeit,  z.  B.  für  <  0,  der  Anfangszustand  des  Systems  gegehen 
sein,  etwa 

120)  «»t^»,  »«Wo» 

*o,.#*  dti       ,      dv       ,      dw  , 

»210  57=-«..    0,=»..  ^-«'.. 

worin  die  u^^  w',, . . .  stetige  Funktionen  der  Koordinaten  bezeichnen. 
Alle  Yorstehenden  Qleichunp^en  können  ebenso  wie  auf  ein  absolut 
festes,  auch  auf  ein  parallel  mit  sich  gleichförmig  bewegtes  Koor- 
dinatensystem bezogen  werden. 

Um  die  Eindeutigkeit  zunftchst  des  Gleichgewichtsproblems 
zu  untergehen,  nehmen  wir  an,  es  seien  zwei  Systeme  von  Ver- 
rückungen mit  den  vorstehenden  Gleichungen  bei  gleichen  Werten  der 
▼orgeschriehenen  Funktionen  Toreinbar,  und  setzen  deren  Differenzen 
gleich  «*,  V*,  to',  die  Differenzen  der  ihnen  entsprechenden  Drucke 
analog  ^eich  X^^,,*X^,  Dann  gelten  für  «*,  o*,  w'  in  jedem  inneren 
Punkte  die  Formeln 


121) 


^       dx  ^  dy  ^  dx  ' 

dZl      BZ'  ÖZ' 
"      dz  ^  by  ^ 


femer  an  den  yerschiedenen  Arten  Yon  Oberflädienelementen  resp. 

121 )  m'=  17=  0, 

oder 

121")  J;=]^  =  ^-0, 

oder 

1»*  cos  («,  x)  -f  V  cos  («,^)  +  w  cos  (m,     =  0 
und 
X|^•,Yl\!^^  cos (n, .r) : COS (n,y) : COS («, z); 

endlich  an  den  verschiedeueu  Zwiscliengrenzen  dieselben  Bedingungen 
(119)  l)is  (110  ).  denen  die  n,  v,  ic  selbst  genügen  müssen. 

Multipliziert  man  die  drei  Okichungen  (121)  resp.  mit  u'rfik, 
oVA,  w^dk,  addiert  sie,  integriert  das  Besultat  über  jeden  Körper, 
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(1.  h.  über  jeden  Teil  iles  elastischen  Systems,  innerhalb  dessen  das 
elastische  Verhalten  stetig?  ist,  und  summiert  danach  über  alle,  so 
ergiebt  sich  nach  Austührung  einer  teihveisen  Integi'ation 

0  ( Jx  COS  (w,  x)  4-  Xy  COS  («,  y)  -f  AV  cos  (n,  z))  u' 

+  (  i  co8  {ji,  x)-^     cos  (n,  y)  +  i,'  cos  (n,  z))  u' 
+      C08(«,*)  +  ^  C09(ii.y)  +  ^'  cos  («,  z))  tr' 

oder  nach  (12)  imd  (UÜ  ") 

wo  9*  das  elastische  Potential  der  Volumeneinheit  bezeichnet,  ge- 
bildet von  dem  Verrückungssystem  u\  v\  w\ 

Die  Oberflächenintegrale  Terschwinden  einzeln  an  den  äußeren 
(Frenzen  nnd  zerstören  sich  gegenseitig  in  den  Zwischengrenzen,  es 
bleibt  daher  nur 

0  =  ^f2ff'iik.  1220 

ff'  ist  nun  nach  S.  333  eine  (luadratische  Form  der  sechs  Argu- 
mente Xx,...  ist  <liese  det'init.  was  wir  auf  Grund  aller  bislicrii^en 
Beobachtungen  über  die  Werte  der  Elasticit;it^knnstanten  annehmen 
dürfen,  so  kann  das  integral  nur  verschwinden,  wemi  überall  in 
dem  ganzen  System 

f ; » jf ; «  z;     »  4  »   -  0 

ist.   Dies  ergiebt  für  u\  v\  w*  durch  Integration  die  Werte 

u'  =  a  +  ffz  —  Ay, 

ü'  «4  +  Äx-/>,  122  ) 

w*— c  +  />  — ^x, 

welche  nach  den  Grenzbedinguntzen  mit  denselben  Konstanten 
«,  b,  c.  f,  h  für  alle  Teile  des  elastischen  Systems  «gelten  und  nach 
den  Fonueln  (118)  des  I.  Teiles  die  Werte  der  Vcrriickungskompo- 
nenten  bei  einer  heliehigen  Parallelverschiebung  und  Drehung  des 
Systems  im  ganzen  angeben. 

?/,  r,  ?r  sind  demnach  durch  die  aufgestellten  Bedingungen  1  is 
auf  Glieder  von  der  Form  (122"}  bestimmt;  die  gemachten  Annahmen 
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ergeben  also  stets  die  Deforniiition  des  Systemes,  bestimiut-u 
aber  im  allgciiu-inen  uiclit  zu»ik'ich  seine  Lajze. 

Auch  letztere  ist  vollständig  gegeben,  falls  die  Gleichungen  (121) 
oder  (121"')  genügen,  um  die  sechs  Konstauten  a,  h,  c,  f\ h  als  der 
Null  gleich  zu  bestimmen;  oder  anders  ausgedrückt,  falls  jene  Be- 
dingungen, in  denen  man  v,  ic  als  <lie  Verriickuiigskomponentt-n 
auffabt,  dem  elastischen  System  eine  Bewegung  ohne  Deformation 
unmöglich  machen.  Dies  tindet  z.  B.  statt,  wenn  in  dem  ursprüng- 
lichen Prol)lpm  7/,  r,  w  für  drei  oder  mehr  nicht  in  einer  (Tcraden 
liegende  Punkte  gegeben  wareo,  u\  ti?'  sich  also  fUr  dieselbeu  zu 
Null  l)estimmen. 

Keicheu  diese  Bedingungen  zur  Befestigung  des  Köri)er8  nicht 
aus,  so  kann  man  deren  willkürliche  zufügen,  welche  aber  natürlich 
nur  die  Lage,  nicht  die  Deformation  des  elastischen  Systems  beein- 
flussen dürfen.  Fehlen  Bedingungen  von  der  Art  (118  )  oder  (1 18  ") 
gänzlichi  so  ist  auch  die  Lage  des  Systemes  gänzlich  unbestimmt; 
sie  wird  in  diesem  Falle  ohne  Beeinflussung  der  Deformation  am  ein- 
fachsten dadurch  bestimmt,  daß  man  für  ein  einzelnes  Volumen- 
element die  Lage  im  deformierten  Zustand,  d.  h.  also  die  Verschie- 
bung und  die  Drehung  aus  der  ursprünglichen  Position  herans» 
TOllständig  Torschreibt,  nämlich  die  Werthe  Ton 

(dw      dc\     (du     dw\     fdv  du\ 

u,v,w,  (äi-ä^j»  [ei-Si] 

angiebt 

Die  im  vorstehenden  durchgeführte  Betrachtung  liefert  eine 
notwendige  Ergänzung  zu  der  auf  S.  835  u.  f.  gegebenen  Deutung  der 
Elasticitätsmoduln.  denn  sie  erweist  unsere  Berechtigung,  bei  fehlen- 
den körperlichen  Kräften  die  Drucke  A^,  •  •  •  -^y  innerhalb  eines  mit 
seinen  Flächen  den  Koordinatenebeneh  parallelen  Prismas  konstant 
zu  setzen,  wenn  dessen  Flächen  konstante  äußere  Drucke  erfahren. 
In  der  That  sind  die  Deformationsgroßen  und  demgemäß  die  Kom- 
ponenten X^, . . .  durch  die  aufgestellten  Bedingungen  (118)  und 
(113')^  wie  wir  gesägt  haben,  eindeutig  bestimmt 

Auch  die  allgemeine  Bedeutung  des  in  (113"")  angegebenen 
Modul  der  kubischen  Kompression  ist  dadurch  bewiesen;  denn  all- 
seitig gleicher  normaler  Druck  p  gegen  einen  beliebig  gestalteten 
Körper  hat  f&r  sein  ganzes  Innere  die  Beziehung 

zur  Folge.  — 

Fttr  das  Bewegungsproblem  treten  an  Stelle  der  Haupt- 
gleichungeu  (121)  die  folgenden 
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et^  ,  öA-  .  öA-:  .  öA- 


dfi  ^  dx  ^  dy  ^  dx 


123) 


Äußerdem  onlnen  sich  den  Xebenbedingungen  noch  die  aus  der 
Festsetzung  des  Anfangszustaudes  Hiebenden  zu,  daß  f ür  ^  =  0 

«•-«'— •-o.^'  =  'a7  =  '^-«>  128-) 

sem  maß.  Die  Gleichungen  (121')  bis  (121''')  bleiben  nng^dert 
bestehen,  selbst  wenn  in  (tl8')  tind  (118")  die  »o»  *i^e  und  X,  0 
als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  shid. 

Multipliziert  man  dann  die  Gleichungen  (123)  resp.  mit 
{ßu! jdt)dkdt,  {dv  /dtjdkdt,  {dw' / dfjdkdtf  integriert  und  summiert, 
wie  oben,  über  das  ganze  elastische  System  und  integriert  schließlich 
ndch  ül)er  die  Zeit  von  ^  =  Ü  bis  so  erhält  man  durch  ähnliche 
Behandlung  wie  oben 

und  hieraus  folgt,  wenn  (p  eine  definite  quadratische  Form  ist»  daB 
u\  v\  fo'  Yon  t  unabhängig  und  von  der  Gestalt  (122")  sein  mttssen. 
I>ie  Bedingungen  (128')  bestimmen  aber  älmtliche  Kmistanten  dieses 
Ansatzes  und  damit  ti',  v\  ir'  selbst  dauernd  und  Überall  zu  NulL  Dies 
liegt  daran,  daß  mit  gegebenem  Anfangszustande  jene  Festsetzungen, 
die  beim  (Tleichgewichtsproblem  mitunter  erst  zugefügt  werden 
mußten,  um  das  Problem  zu  bestimmen,  jederzeit  implicite  ge- 
geben sind. 

Die  Voraussetzung?  der  Gültigkeit  dieser  Untersuchung  ist  die 
Kleinlieit  der  Verriickuiigeu  gegen  ein  absolut  festes  oder  aber 
gleichförmig]:  i>arallel  mit  sich  bewegtes  Koordinatensystem.  Auf 
endliche  yerschiel)un^en,  w^e  sie  in  der  Praxis  bei  sehr  dünnen 
Stäben  oderPlatteu  vorkommen,  siud  die  Resultate  nicht  anwendbar.^^) 


§  19.   Blastlsohe  Tltaigkeiten.  Ebene  uid  Kugelwellen  im 

unendlichen  Baume. 

Die  Erscheinungen  der  Elasticität  sind  bei  festen  und  l)ei 
flüssigen  Körperu  in  so  vielfältiger  Weise  verschieden,  daß  es  sich 
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empfiehlt,  für  die  Behandlung  eine  Sonderung  derselben  gem&8  der 
Natur  der  betraditeten  Medien  eintreten  zu  lassen. 

Wir  wenden  uns  zunächst  zu  denjenigen  Körpern,  in  denen  die 
elastischen  Vorgänge  die  ein&chste  Gestalt  annehmen,  zu  den 
elastischen  Flftssigkeiten.  Unter  ihnen  nehmen  wiederum  die 
Gase  deshalb  eine  ausgezeichnete  Stellung  ein,  weil  ihnen  gegenüber 
die  festen  elastischen  Körper,  z.  B.  die  Gef&ßwftnde,  in  großer 
Annftherung  als  starr  angesehen  werden  können;  dies  hat  nfimlich 
zur  Folge,  daß  man  deren  eventuelle  Beteiligung  an  den  elasttsdien 
Erscheinungen  innerhalb  eines  mit  ihnen  in  Berührung  stehenden 
Gases  ganz  ignorieren  kann,  was  eine  bedeutende  VereiniiEushung  der 
Au^^e  bewirkt.  Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  ist  dies  im  allge- 
meinen nicht  zulässig,  da  deren  elastische  Widerstandskräfte  nur 
unbedeutend  geringer  sind,  als  diejenigen  fester  Körpw. 

Die  Hauptgleichungen  fUr  eine  homogene  elastische  Flttssit^eit 
lauten  nach  (14)  und  (116) 

124)   p^«J+e^-^,    ,,_^,«r+c^,  p.^^^-«^+c^; 

an  den  äußeren  Begrenzungen  kann  der  Druck  oder  die  Xormal- 
komponente  der  Verschiebung  vorgeschrieben  sein,  an  den  Zwischen- 
grenzen ist,  wenn  man  von  Grenzdrucken  p,^j^  absieht  und  die  Ach- 
tung der  Normalen  mit  v  bezeichnet: 


1240  j 


(«A  -     ^"^s  ("» +  («'jk  —  «^ik)<^08  (r,y)  4-  (u7j  —  if  J  cos  (f,  z)  =  0, 

Ph-Pk' 

Gleichgewicht  ist  wegen  der  Bedingungen 


124)         A"«-c|^,   r«-c^,  r=-c|^ 

nur  ni<tglii-li  unter  der  Wirkung  von  konservativen  Kräften,  und 
zwar  gilt  für  deren  Poteutiai  einfach 

124")  <l»'-c«^  +  c, 

wo  e  eine  belanglose  Konstante  bezeichnet 

Fehlen  äußere  Kräfte,  so  ist  die  räumliche  Dilatation  konstant 
und  durch  den  sie  bewirkenden  Oberflächendruck  p  gegeben  nach 
der  Formel 

p  SS  ^e&» 

Diese  Beziehung  zeigt,  daß  man  die  einzige  Elasticitätskon- 
stante  c  einer  Flüssigkeit  durch  die  Beol>ji(  htung  der  einer  gegebenen 
Druckzunahme  p  entsj »rechenden  Komprcbsiun  —     bestimmen  kann. 
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Geschieht  die  Kompression  so»  dafi  eine  Temperatorsteigerung  aus- 
geschlossen ist,  80  liefert  die  Methode  die  8,  888  definierte  iso- 
thermische  Konstante  e^;  bei  Gasen  hat  c,  speziell  den  Wert  des 
Anfiingsdrackes  p\  — 

FOr  den  Fall  der  Bewegung  kann  man  yon  der  Wirkung 
kdrperlicher  Kr&fte,  soweit  sie  die  Zeit  nicht  enthalten,  absehen,  da 
deren  Wirkung  sich  einfach  Uber  die  der  Bewegung  lagert;  man 
kann  also  ausgehen  von  den  Hauptgleichungen 

d*u        dä        d*v        dit        6«w  ,o-v 

^W^^d^*  ^d^-'Jü^  ^d?"-^al-  ^2^> 

Diese  Formeln  ergeben 

woraus  folgt,  daß  die  räuinlic-lie  Dilatation  sich  mit  Zeit  und  Ort 
ändert,  während  die  Rotation  an  jeder  Stelle  in  der  einmal  erregteii, 
natürlich  unendlich  kleinen  Intensität  nngeändert  fortbesteht. 

Dies  zeigt,  daß,  wenn  die  Verrückungen  «,  v,  w  Anteile  be- 
sitzen, welche  einf  Rotation  geben,  diese  keine  eigentlich  elastischen 
Erscheinungen  bewirken,  wie  sie  denn  nach  (110)  und  (116)  auch 
keine  elastischen  Kräfte  erregen;  wir  können  sie  daher  weiterhin 
immer  von  der  Betrachtung  ausschlieben. 

Setzen  wir  demgemäß 

dip      3»    Bu 

~dp~"dx*   dx~dx*  Jx^Jy^ 

80  bestimmen  wir  hierdurch  die  Verrttckungskomponenten  als  die 
partiellen  Differentialquotienten  einer  und  derselben  FVmktion  F  der 
Koordinaten  und  der  Zeit,  des  Deformationspotentiales,  so 
daB  güt 

«-äJ'  "-Fj,'  ""'^r 

und 

&=aF.  126') 

Eine  durch  Formeln  von  der  Gestalt  von  (126)  gegebene  De- 
formation wollen  wir  weiterhin  eine  Potentialdeformation  nennen; 
bei  Flüssigkeiten  kann  sie  als  die  allgemeinste  Form  einer  Defor- 
mation gelten.  Sie  hat  das  Eigentümliche,  daß  in  jedem  Moment 
eine  Schar  von  Flächen  /'«Const  existiert,  senkrecht  zu  welchen 
an  jeder  Stelle  die  Verrückung  S,  d.  h.  die  Yerl)indungslinie  der 
momentanen  mit  der  ursprünglichen  Lage  des  dort  befindlichen 
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Massenteilchens  steht;  außerdem  ist  der  normale  Abstand  beuach- 
barter  und  gleichen  Zuwachsen  der  Konstanten  entsprechender 
Flächen  an  jeder  Steile  der  Größe  der  Verrückung  S  indirekt 
proportional. 

Hieraus  folgt  indessen  keinr-wegs,  daß  die  Bewegung  der  ein- 
zelnen Punkte  der  Flüssigkeit  eine  geradlinige  ist,  denn  sonst 
müßte  aus  dem  Verhältnis  uw.w  die  Zeit  gauz  lieraus£aJieu,  was 
im  allgemeinen  nicht  ^tatttindet. 

Aus  den  drei  Gleichungen  (125)  köuueu  wir  uuumehr  schlie^u 

12(n  e^-cA/', 

wobei  eine  belanglose  additive  Funktion  der  Zeit  allein  in  /'  hinein- 
gezogen ist. 

Die  Bedingungen  für  eine  starre,  beliebig  bewegte  Wand  redu- 
zieren sich  darauf,  daß  öJ-  'ön  als  l)eliebige,  aber  stetige  Funktion 
des  Ortes  und  der  Zeit  vorgeschrieben  ist;  tür  eme  ObeiÜäclie,  längs 
deren  der  Drut  k  p  gegeben  ist»  muß  wegen  p  =  —  c  A^=  —  gd^Fjdt* 
das  Potential  /'  die  Form 

126'")  Fm.r+ irt  -\{^fp  {^ft? 

haben,  worin  I"  und  Funktionen  der  Koordinaten  allein  be* 
zeichnen,  über  die  man  mitunter,  z.  R.,  wenn  ein  gleichf<)rmiges 
Wachsen  oder  Abnehmen  TOn  mit  der  Zeit  durch  die  übrigen 
Bedingungen  des  Problemes  ausgeschlossen  ist,  einfach  verfügen  kann. 

Aus  gegebenen  Anfangsverrückungen  w,  v,  w  und  Geschwindig- 
keiten u\  ü,  w'  kann  man  nach  den  in  i;  23  des  T.  Teiles  gegebenen 
Hegeln  die  zur  Zeit  ^«=0  stattfindenden  Werte  von  /'und  i\  Ton 
dFjdt  berechnen. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  der  rftumlichen  Düatation 
0-  handelt,  nicht  auoh  um  die  der  VerrQckungen  ti,  lo,  und  wenn 
an  den  Grenzen  &  und  zur  Zeit^asO  &  vaidd&ldt  Torgeschriebcn 
ist,  kann  man  auch  Ton  der  Gleichung  (125')  ausgehen;  im  allge* 
meinen  ist  es  stets  praktischer,  direkt  das  Deformationspotential  F 
aufinisuchen. 

Von  den  Gestalten,  in  denen  dieses  sich  findet,  und  weldie  je 
nach  der  Gestalt  des  von  FlQssigkeit  erftdlten  Raumes  und  den  an 
den  Grenzen  und  zur  Zeit  ^»0  geltenden  Bedingungen  verschieden 
sind,  haben  zwei  eine  besondere  Wichtigkeit,  die  durch  die  Art  der 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  charakterisiert  sind. 

Eüne  erste  spezielle  Bewegungsform  ist  gegeben  durch  em 
Potential  von  der  Form 
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?=  A'(.r,y,z)r(0.  127) 

Wegen  der  hieraus  folgenden  Beziehungen 

«  =  i\t)      » =  m  1^ ,  ,<•  =  y  1^  127') 

werden  dahd  die  größten  EUongationen ,  wie  die  Buhelagen 
«■büwmO,  im  ganzen  Räume  gleichzeitig  erreicht;  derartige 
Bewegungen  nennt  man  stehende  Schwingungen. 

Femer  finden  die  Bewegungen  fiberall  geradlinig  statt»  und  ihre 
Richtungen  stehen  überall  normal  zu  der  Schar  fester  Flächen 
R » Const,  welche  man  die  Wellenflächen  der  stehenden 
Schwingungen  nennen  kann.  Wo  R  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
mum besitzt»  ist  die  Verrttckung  dauernd  gleich  Null,  befindet  sich 
also,  wie  man  sagt,  ein  Schwingungsknoten;  wo  A-ßfi^^ichNuU 
ist»  Terschwindet  dauernd  die  räumliche  Dilatation  befindet  sich, 
wie  man  sagt,  ein  Schwingungsbauch. 

Setzt  man  den  Wert  (127)  in  die  Hauptgleichung  (126")  ftkr  F 
ein,  so  eifaält  man 

1  ^U.  —  '•^^ 

T  dt*  ~  ' 

woraus  folgt,  dati  jedes  Glied  dieser  Gleichung  einer  Konstanten 
gleich  sein  muß. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  diese  Konstante  negatiT,  sagen 
wir  gleich         ist,  weil  er  wegen 

vi* 

auf  periodische  Schwingungen  führt;  die  Periode  r  hängt  dabei 
mit  er  durch  die  Beziehung  u  =  2iIt  zusammen,  und  die  allgemeine 
Lösung'  ftir  T  lautet,  da  eine  multiplikatiTe  Konstante  in  R  gezogen 
werden  kann, 

r»8in(<r/  +  /^ 

Ffir  R  gilt  gleichzeitig  im  Innern  der  Flüssigkeit  die  Formel 

(>a*Ä  =  0;  127'") 

an  der  UherHäclio  ist  dlijön  oder  R  vorgeschriclR-n,  je  nachilcni 
dort  die  Verrückung  oiler  der  Druck  als  periodische  Funktion  der 
Zeit  gegeben  ist. 

Die  Werte  von  a  re>|).  r  wi  rdeii  dal>ei  diircli  die  Nebeiiltedingungon 
des  l'roldeiiis  l»estiinnit.  Ijleibrn  also  willkiirlicii,  wenn  solche  niei.t 
existieren;  im  erstereii  Fall  bii<iel  sich  je  nach  Umständen  für  sie 
l)ald  nur  ein  einziger  Wert,  bald  eine  unendliche  Anzalil  diskreter 
\\  erte,  z.  B.  Wurzeln  trauscendcnter  Gleichungen,  und  beides  sai:t 
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aus,  «laß  unter  den  gestellten  Bedinfjungen  stellende  periodisclie 
Schwingungen  nur  von  hi'stinnnten  iSchwingungsdauern  nir)glicli  sind. 

Bei  dem  einer  stellenden  periodischen  Schwingung  entsprechen- 
den Deformatiouspotential 

127" ')  F^U{x,y,z)  Wk{at  +  ß) 

beißt  dann 

fidls  fi  die  Normale  auf  der  Flftche  R  =  Const  bexeidmety  die  An- 
plitude,  und  das  Argument  des  Sinus  die  Phase  der  Sohwingoog. 
Der  zweite  spezielle  Bewegungstypus  ist  durch  das  Poteotiat 

128)  ^^■f{',y^z)q{t^t\x,y,z)) 

gegebeu. 

Hier  findet  eine  Ubereinstimmung  der  Bewegungen  in  versclm- 
denen  'i'eilen  des  Kaumes  in  der  Hinsicht  statt,  daß  der  Faktor  V 
in  verschiedenen  Oberflächen  yon  der  Gleichung 

welche  man  die  Wellenfläclien  der  fortscli reitenden  Seliwin- 
gungen  nennt,  zu  den  Zeiten  /  =  C\  den  gleichen  Wert  anniiunit 
Jeder  Wert  von  Q  schreitet  also  von  Wellentläclie  zu  Wellentläche 
fort,  und  daher  heiC^en  die  durch  (128)  gegebenen  Bewegungen 
fortschreitende  Sch  .vingungen. 
Bringt  man  /'  auf  die  Form 

/•(ar,y,«)«  j»/v(f,i7), 

wo  ^  =  Const.  und  i,  =  Const.  die  (ih'ichungen  einer  nonualeD 
Trajekturie  aller  Olx'rtiächen  /'=  C,^  darstellen,  und  s  die  auf  ihr 
von  einer  lieliehigeii  dieser  Flächen  aus  ahgegrenzte  Länge  hezeichiut 
so  heißt  V  —  nicht  zu  verwechseln  mit  der  Verrückung  r  —  die 
Fortj)rianzungsgesch  windigkei  t  längs  j.ner  Trajektorie. 

Die  Funktion  /'verhält  sieh  \vt';,fcn  des  Faktors  7' konii"lizierter 
als  Q,  ihr  altsoluter  Wert  äntlert  sich  von  einer  Ohertiäche  /' zur 
anderen;  ihre  wesentliche  Eigenschaft  stimmt  aber  mit  der  vuu  ^ 
überein. 

Ein  Wert 

1280  F=r(x,y,,)Q{t+f(x,y,z)) 

stellt  eine  Bewegung  dar,  die  sich  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit 
in  den  gleichen  Wellen,  aber  in  der  entgegengesetzten  Richtung  fort- 
pflanzt, wie  die  durch  (128)  gegebene. 
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J)ii'  aus  folf^eiidt'U  AusdriK-ke  für  m,  v,  ic  werden  zieinlic; 

kompliziert;  bezeic  hnet  man  mit  Q'  den  Ditt'erential(|U()tienteü  von  Q 
nacli  t  oder  nach  dem  ganzeu  Argument,  so  erhält  mau 


12b  ) 


die  \\'erte  lassen  sicli  in  zwei  Teile  zerlegen,  welche  je  eine  gerad- 
linige Bewegung  normal  zu  einer  Fläche  Q  =  Const.  resp.  /  =  ('(inst., 
oder,  anders  ausgedrückt,  normal  zu  einer  Fläche  konstanter  Anijdi- 
tude  und  einer  Fläche  konstanter  Phase  von  F  darstellen.  Knthält 
Q  die  Koordinaten  nur  in  der  Kombination  so  sind  beide  Teile 
parallel. 

Der  wichtif^ste  Fall  ist  wieder  der  einer  periodischen  Be- 
ixregung.   Setzt  man  Q  =  sin  a{t  —  / ),  also 

/'«Psina(/-/0,  128  ") 

80  erhält  man 

n  - sin  -  aP  |/co8  « (/  -  /  ),  128"  ') 


Bringt  man  (128  ")  auf  die  Form 

i'coscf/'sincf/  —  Psmafco9at 

nnd  vergleicht  dies  Resultat  mit  der  Formel  (127""),  so  erkennt 
man,  daß  eine  fortschreitende  periodische  Schwingung  als  die  Super- 
position  zweier  stehender,  mit  gleicher  Periode,  aher  verschiedener 
Phase  und  Amplitude  betrachtet  werden  kann. 
Andererseits  zeigt  die  Beziehung 

P(9intt{t-  f)  4-  sin  a(t  4-  f))  =  2  /^cos  afsmat, 

daß  eine  steliemle  pi  ri<Mlis(  ]it'  ScliwiiiLiung  sich  jetlerzcit  anllassi  n 
läßt  als  die  Supcriinsition  zweier  durch  dirsclhen  WellentläciKMi  mit 
der  gleichen  Gt  sc  hu  indigkeit  in  entgegengesetzter  Edchtung  fort- 
schreitender Schwingungen  gleicluT  Periode,  — 

Unser  Olir  liat  die  P'ähigkeit.  periiKÜsclie  Sciiw  ingnngen  der 
uingelienden  Atniuspliiire  als  Töne  autzufassen,  und  zwar  sidclie.  für 
wclclic  das  Deforniationsjiotfiitial  durch  eine  einzige  trigonometrische 
Funktion  der  Zeit  gegeben  ist,  als  einfache,  solche,  für  welche  es 
durch  eine  Summe  derartiger  Glieder  dargestellt  ist,  im  allgemeinen 
als  zusammengesetzte  Töne.  Die  empfundene  'l'onhöhe  liängt 
von  der  Größe  der  PV'n(Kle  r  oder  von  der  sogenannten  Scliwin- 
gungszahl        l/r  ab,  die  empfundene  Intensität  wahrscheiniicii 
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von  der  mittleren  Kuergie  der  statttiiideadeu  Luftbewegung  in  der 
Nähe  des  Ohres. 

Die  augenblickliche  Energie  «  der  Voiumeneinheit  ist  nach 
(UO")  und  (116') 

129)  9^i{Qn  +  e&^. 

Daraus  folgt  die  mittlere  Energie      gemäß  der  Formel 

worin  t  eine  beliebige  Zeit  und  r  die  Dauer  einer  Periode  der 
Schwingung  bezeichnet 

Sind  die  Schwingungen  stehende,  so  ist  nach  (127) 

entsprechen  sie  einem  einfachen  Ton  mit  der  Periode  r,  so  ist 
nach  (127") 

also 

^  =  i(pa»eÄ  +  e(AÄ)*), 

oder  wegen  (127  ")  und,  weil  c/(>  =      ist,  auch 

UV)  -  ip«'(eÄ  +  . 

Hieraus  folgt,  daß  in  Schwingnngsknoten  gilt 

e^  =  ic(Ai?)^  =  ie^*ÄS 
in  Schwingungsb&uchen 

Für  fortschreitende  Schwiii<rinigen  eines  einfachen  Tones 
erhält  man  ülmlich  allgemeine  Kelati(»nen,  wenn  man  sie,  wie  S.  351 
gezeigt,  als  Superposition  von  zwei  stehenden  Schwingungen  ansieht. 
Es  folgt  dann  nach  leichter  Keclmung 

=  i (('«'[e(iP  cos  af)  +  e{P  sin  «/")] 
'     '  +  c[A*(P cos  af)  +  A*(P sin  «/)]). 

Ist  die  Hewefxunp  eine  8uiier|Htsiti(iji  verschiedener  einfacher 
Töne,  so  ist  dii'  Kneririe  gleich  der  Summe  der  Energien,  welche 
jeder  einzelne  Ton  fiir  sich  besitzen  würde;   denn  die  bei  der 
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Bereohntmg  TOn  auftretenden  Glieder,  die  sich  auf  zwei  Töne 
beziehen,  yerschwinden  bei  der  Integration  Uber  die  gemeinsame 
Periode.  — 

Von  besonderer  Einfachheit  und  von  großer  Wichtigkeit  ist 
der  Fall,  daß  die  Bedingungen  des  Problems  derart  sind,  daß 
nur  Ton  einer  Koordinate  abhängt,  sagen  wir  Ton 

s  =  ix  -\-  my  +  7/r, 

worin  /,  m.  n  die  Kichtungscosmus  der  Welleiuiornialeu  s  gegen 
die  Koordiuateuaxen  bezeichnen.  Dann  wird  die  Hauptgleichung  zu 

und  ihre  allgemeine  Lösung  besitzt  die  Form*<^ 

^•'  =  /i(*+  vt)-\-l^[s~vt),  130) 

worin 

v*-=-  130") 

ist 

Ist  die  elastische  Flüssigkeit  unbegrenzt,  und  ist  für  0 

80  erhält  man  durch  eine  einfache  Bechnung  den  allgemeinen  Wert 

^-  i  (^'.  ('         +  ^i,  {"  -  "'))  +  ä  - / '\  W  d",  180"') 
der  sich  auch  schreiben  läßt 

und  aussagt,  daß  sich  nach  der  Seite  yon  +'  der  halbe  Wert 
eines  Deformationspotentiales 

nach  der  Seite  von  — «  der  halbe  Wert  eines  Potentiales 


mit  der  Geschwindigkeit  v  in  ebenen  Wellen  for^flanzt 

Wenn  die  unendliche  Flüssigkeit  durch  eine  Ebene  0  be- 
grenzt ist,  die  als  Ganzes  in  gegebener  Bewegung  erhalten  wird, 
d.  h.,  längs  deren  di('  Verrückungen  als  Funktionen  der  Zeit  allein 

VoiOT,  ItaMttetlMh«  FhTaik.  28 
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vorgeschrieben  sind,  so  i)rianzen  sich  nach  dem  S.  347  GesufjU^n 
die  tan^eutiakn  Kumpouenteii  nicht  fort,  und  die  Grenzbedingung 
lautet  für  ä  =  0 

Beginnt  diese  Bewegung  zur  Zeit  /  =  0,  und  ist  im  ganzen  Ton 
der  Flüssigkeit  erflUlt  gedachten  Halbraume  >  0  sowohl  F^,  als 
i\  gleich  Null,  so  erhält  mau  durch  eine  einfache  Kechnung 


131] 

woraus  folgt 
1311 


t-t  V 


für 


^  dt 


Ist  beispielsweise  6'{t)==  Asiuutj  so  wird  für  x^O  und  ty'Sjv 

i>__ilco»«(t-i). 

Die  erzeugte  Bewegung  ist  also  eine  mit  der  Geschwindigkeit  v 
fortschreitende  Schwingung.  Führt  man  die  Periode  r  ein  und 
bezeichnet  das  Produkt  vt<,  die  Wellenlänge,  durch  ^  so  giebt  dies 


181") 


Ist  dagegen  und  F^  zur  Zeit  /  =  0  nicht  gleich  Null,  son- 
dern je  [rloicli  einer  gegebenen  Funktion  von  s,  und  ist  die  Ebene 
« aes  0  festgehalten,  dFjds  dort  also  gleich  Null,  so  kann  man  lür 
den  positiven  Ualbraum  die  Formel  (130")  anwenden,  wenn  man 
nur  die  Funktionen  F^  und  F^  in  dorn  negativen  Halbraume  so 
definiert,  daß  sie  für  «  s  —  denselben  Wert  annehmen,  wie  er 
für  #  SS  +     vorgeschrieben  ist  — 

Wenn  auch,  der  Üliereiustimmung  mit  dem  allgemeinen  Fall 
wegen,  oben  die  Untersuchung  ebener  ^\\'llell  nü  das  Deformations- 
potential angeknüpft  ist.  so  empfiehlt  es  sicli  doch  bei  dem  vor- 
liegenden speziellen  Fall  mehr,  von  der  Betrachtung  der  resultieren- 
den Verrückung 


dF 

08 
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auszugehoii.  welche  nonnal  zur  Welleuebeiie.  also  lonjiitudiual, 
statthudet,  uud  fUr  weiche  uach  (125)  dieselbe  Hauptgleichuug 

6*S        ö»5  -„g. 

gültig  ist,  wie  für  F.  Die  bisherigen  Resultate  sind  auf  S  direkt 
übertragbar.  So  schreibt  sich  die  Formel  (180'")  für  die  Wirkung 
einer  Anfangsverrückung  8q  und  einer  AnfSrägsgeschwindigkeit  8^ 

t-  vt 

für  die  FortpÜanzuug  der  normalen  Verschiebung  der  Ebene  s^^O 
gilt  nach  (131') 

S^S'lt^  *\     für  t>  \  \ 

^  "  182") 

5  =  0  für       — ;  j 

für  die  iHirinnlt'  ficriexion  an  der  legten  Wand  s  —  i)  hat  man  den 
AnfanL'^/.iistaiid  in  den  negativen  Halbranni  so  fortzust^'t/t  ii .  dal5 
entgegengesetzten  Argumenten  .v  auch  entgegengesetzte  Funktions- 
werte ■S'rt  und  'V,  ent.spreehen.  und  dann  die  Forniel  (L'^i  )  zu  benutzen. 

Außerdem  bietet  die  Kintiilirung  von  .9  aber  besondere  ^  orteile, 
wenn  es  sich  um  die  W  irkung  einer  Begrenzung  handelt,  an  welcher 
der  Druck,  und  daher  wegen  p  ~  —  ei'/  =  —  cdSjds  auch  dS  Ids 
als  Funktion  der  Zeit  vorgeschrielien .  oder  aber  dauernd  gleich 
Null  ist,  wie  letzteres  au  der  freien  UberÜäche  einer  tropfbaren 
Flüssigkeit  stattlindet. 

Ist  zunächst  im  positiven  Halbraume  =  6',  =  U,  und  ist  für 
*  =  0  und  /  >  0  vorgeschrieben  ÖÄ  /  6*  =  <S"(/),  so  wird 

t  -  »  V 

S^^v  fS"(G)dff     für  1 

i  "  132'") 

Ist  dagegen  f\ir  den  i»ositiven  Halbraum  6,,  und  >j  als  Funktion 
von  .V  v()rgeN<  Ill  ieben  und  o  V  f)s  =  i)  l'iir  .v  =  U,  so  hat  man  und 
.Vj  in  den  negativen  Halbraum  einlach  spiegelbildlich  fortzusetzen 
uud  die  Grundformel  (132  )  anzuwenden. 

Die  Superj)osition  der  beidtni  Iv'esultate.  die  sich  auf  in  der 
(Tren/ebene  gegebenes  sowie  derjenigen,  die  sich  auf  ebenda  ge- 
gebenes öiijös  beziehen,  gestattet  dann  gleichzeitig  vorgeschriebenes 

28* 
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\  und  emei*seit8,  gegebeues  6'  resp.  6"  audererseits  zu  berück- 
sichtigen. 

Dabei  tritt  hervor,  daß  die  Ketiexion  noniiai  auffallender 
ebener  Wclk-n  an  einer  Ebene  in  dersellien  Weise  statttindet,  ob 
Ä  daseil)st  ijt'lit'bijLj;  wechselnd  gegeben  ist,  oder  dauernd  versclnvindet; 
ebenso  ergiebt  beli{'i)ig  wechselnd  vorgeschriebenes  dS/ds  diesellie 
Reflexion,  wie  dauernd  vi-rschwindendes.  Im  ersten  Falle  werden 
die  auffallenden  Verrückungen  mit  umgekehrtem,  im  letzteren 
mit  gleichem  Zeichen  reHektiert. 

;Man  kann  leicht  die  Betrachtung  auf  den  Fall  erweitern,  daß 
an  zwei  ])arall('len  Ebenen  .«  =  0  und  s  =  L  entweder  S  oder  öSids 
auf  Null  erhalten  wird,  indem  man  den  zwischen  ihnen  gegebenen 
Anfangszustand  durch  wiederholte  geeignete  S])iegeiuug  an  den  beiden 
Grenzebenen  in  den  äußeren  Ixauni  fortsetzt.  — 

Größeres  Interesse,  als  diese  Probleme  f(»rtschreitender 
Schwingungen,  besitzen  diejenigen,  welche  sich  aufstehende  Schwin- 
gungen zwischen  den  Ebt  nen  s  =  0  und  s  =  L  beziehen. 

Die  speziellen  nach  dem  Typus  (127"")  gebildeten  Wert© 


133) 


worin 


resp. 


Si  B    sin    sin     -h  t^y 


iSii  =s  ^  cos    sin  a  + 


uL  ~  71  h  v.    h  =»  1,  2,  3  


entsprechen  den  Fällen,  daß  S  resp.  dSjds  für  .s  =  0  und  *  »  Z 
verschwinden;  die  Schwingongsdauem  r  und  die  Wellenlängen  l 
folgen  dabei  dem  Gesetz 

rs2£/Av,  A»2Z//i. 

Dagegen  entspricht 

133')  Sm  =  i<8in"^sina(f  +  g, 

worin 

aL  =i  — Ä  s=s  ü,  1, 2, ... 

SS 

ist,  dem  Falle,  daß  f&r  «  — 0  und  dS/dsifSLr  s^Z  verschwindet; 
zugleich  gilt 

T  =  4X/(2Ä-|- l)t;,    Ä«4X/(2/i-H  1). 

I)ie  Schwingungszalden  c  =  1  'r  schreiten  in  den  ersten  beiden  Fällen 
wie  die  n:itürlichen .  in  dem  dritten  wie  die  ungeraden  Zahlen  furl. 

Scbw  ingungsknoten  ents|ireclien  den  Stellen,  wo  S,  SchwingUML^'«- 
bäuche  denen,  wo  ö^jös  verechwindet;  die  Entfernung  benachbarter 
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beträgt  /./2,  und  ihre  Messung  liefert  >\cgeii  X^tv  ein  mehliges 
Mittel  zur  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  tr. 

Diese  Verhältnisse  liegen  angenähert  bei  den  Pfeifen  vor,  d.  h. 
bei  «^lindrischeu,  mit  Luft  erfüllten  Röhren,  welche  an  den  Enden 
entweder  dnrdi  feste  Bdden  geschlossen  sind  oder  sich  in  den  Luft- 
raum Öffiien;  wenn  der  Querschnitt  der  Pfeife  klein  ist,  kann  am 
offenen  Ende  eine  merkliche  Verdichtung  oder  Verdünnung  nicht  ein- 
treten, ist  also  näherungsweise  die  Bedingung  ^»0,  d.  h.  dSjds^O 
erfiUlt  Eine  streuge  Analyse  muß  allerdings  die  Ton  dem  Bohr  ans 
im  umgebenden  Loftranme  fortgepflanzten  Schwingungen  mit  in  Be- 
tracht ziehen*');  auch  der  Einfluß  der  Beibung  und  des  Wärmeaus- 
tausches mit  den  Seitenwänden  giebt  zu  Abweichungen  von  den 
obigen  Fonneln  Veranlassung. ''^)  — 

Ist  'S»  0  für  «nO,  und  ist  Sm^A^nat  fär  «^X,  soeihSltman 

^  sin  siun/ 

-..  133') 

Bin 

V 

.y  wird  also  unendlich,  wenn  uL  =  hiv  ist,  iin<l  hieraus  ist  zu 
schließen,  daß.  falls  die  Ebene  s  —  L  eine  nur  unendlich  schwaolie 
Bewejjunj^  austidirt,  welche  die  8u|)eri)(>sition  selir  vieler  Scliwiii- 
^un^'en  mit  vcrseliiedeiien  Perioden  hildet,  nur  diejenitren  hteheiiden 
Schwin^Miii^en  innerhalb  der  Flüs^i^fkt  it  merklich  em-gt  werden,  für 
welche  die  Bedinj/uiii;  c(L  —  //Tr  erfüllt  ist;  dies  sind  dieselben 
Schwiii<^qingen,  welche  bei  beiderseitig  festgehaltener  JBegrenzuug 
allein  bestehen  k<'miien. 

Abiiliclie  Fnrnieln  wie  (133")  gelten,  wenn  für  s  =  0  nicht  «f, 
sondern  0-  verschwindet,  und  auch«  wenn  für  «  «X,  statt  \^  vor- 
geschriel)en  ist. 

Die  Krre^uiijL^  von  stehenden  Sclnvinizunf^en  in  Pfeifen  bei  Ein- 
wirkuim  auf  deren  Endquerschnitte  kann  man  als  Kesonanz  im 
weiteren  Sinne  bezeichnen:  ist  die  Einwirkung  eine  ])eriodisciie 
Druckänderunjr.  die  durch  über  ein  offenes  Ende  ziehende  Wellen 
im  äußeren  Luftraum  bewirkt  wird,  so  giebt  dies  eine  Resonanz  im 
engeren  Sinne.  Wir  mhrn  weiter  unten  auf  allgemeinere  Vor- 
gänge dieser  Art  ausfidirlicher  eiti.  — 

Der  Wert  der  mittleren  Ent  rifie  e„  nimmt  bei  Schwingungen, 
die  in  ebenen  Wellen  stattfinden,  eine  besonders  einfache  (jestalt  an. 

Für  stehende  Schwingungen,  die  einem  einlachen  Ton  ent- 
sprechen, ist  nach  (127"")  allgemein 

=  a  cos  ^  (*  -h  *o)     « +  ^)  I 
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und  daraus  folgt  nach  (129"') 


"=  4t.i^       -,r(*  +  '«)  +      „  (*  +  'o)) 


worin  das  erste  Glied  der  Klammer  den  kinetischen,  das  zweite 
den  potentiellen  Anteil  der  (i(  samtenergie  ani;ie])t.  Diese  IVile 
wechseln  also  von  Stelle  zu  Stelle »  während  ihre  Summe  überall 
konstant  ist 

Führt  man  die  grOßte  Amplitude  A^aajv  der  resultierenden 
Verrückung  S^dP/ds  ein,  so  giebt  dies  auch 


Für  fortschreitende  Schwingungen  mit  dem  Potential 


ist  das  Resultat  bezüglich  der  Gesamtenergie  das  gleiche;  aber 
die  zeitlichen  Mittelwerte  des  kinetischen  und  des  potentiellen  Teiles 
sind  hier  im  ganzen  Kaum  konstant,  und  zwar  einander  gleich.  — 

Fallen  fortsclireitende  ebene  Wellen  auf  eine  ebene  (^reuze 
zwischen  zwei  yerschiedenen  Flüssi^j;keiten  auf,  so  werden  sie  zum 
Teil  zurückgeworfen,  zum  Teil  in  die  zweite  Flüssigkeit  hinein  fort- 
gepflanztNach  Symmetrie  müssen  alle  die  entstehenden  Be- 
wegungen wieder  in  ebenen  Wellen  stattfinden,  deren  Normalen  der 
Ebene  durch  das  Lot  auf  der  Grenze  und  durch  das  Lot  auf  der 
einfallenden  Welle,  der  sogenannten  Einfallsebene,  parallel  liegen. 

Wählt  man  die  AT-  zur  Grenzebene,  die  XZ-  zur  Kinfalls- 
el)ene  und  rechnet  die  /-Axe  von  dem  ersten  ins  zweite  Medium 
positiv,  so  sind  ebene  fortsclireitende  Wellen,  welche  bei  dem  be- 
trachteten ^'()rgang  auftreten  können,  gegeben  durch  das  Defor- 
mationspotential 


wonn  .V  =  l.r  -{-  uz  ist.  und  /,  ü  und  n  die  ßichtungscosinus  der  in 
der  üichtung  der  FortpÜanzung  positir  gerechneten  Wellennormale  s 
bezeichnen. 


Die  Bedin,<7ungen  für  die  Grenzfläche,  d.  h.  für  x  »  0,  gehen 
nach  (124  )  dahin,  daß 


/  -  «sin?;i    -H  i;,- =  «sin25i('-±^  -  i-), 


134) 
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sein  muß;  letztere  Formel  ist  nach  (126")  identisch  mit 

Be/.eiclmet  man  die  einfalleiule.  die  reriektiertc  \nid  die  durcli- 
geheude  Welle  resp.  durch  die  ludices     r  und  dj  so  ist  zu  setzen 

~     sin  "  - ' 


184") 


Komliiniort  man  diese  Werte  mit  den  (-irenzbedingimgen  (134) 
resp.  (134  ).  so  erhält  man  zunächst,  <hi  nach  den  letzteren  flir  z  =  0 
die  mit  Ort  und  Zeit  veränderlichen  Faktoren  stets  gleich  sein  müssen, 

^  =     =  0,  T.  =     =     =  r,  135) 

worin  r  die  allen  Wellen  gemeinsame  Periode  bezeichnet;  femer 

l-j.-A,  185T 

«  r  j 

was  das  Gesetz  der  Reflexion  und  der  Brechung  der  Wellennormalen 
ausspricht   W'egen  X^xv  und  kanu  man  nämlich  hierfür 

auch  schreiben 

woraus  die  Riclitifikeit  der  iiemachten  Benu  rknnf^  erhellt. 

So  huif^e  d.  Ii.  /  (r^  r.)  <  1  ist.  l)lei))t  der  zu  dem  Richtuugs- 
cosiuus      gelir)rige  ^^'inkel  und  somit  die  Lösung  reell. 

An  und  für  sich  können  den  durch  (135'  )  definierten  und 
je  zwei  Werte      uud      entsprechen,  gemäß  den  Gleichungen 

und  die  Betrachtung  des  durch  (134")  gegebenen,  gewissermaßen 
stationären  Zustandes  allein  gestattet  nicht  die  Entscheidung 
darüber,  welche  von  ihnen  den  wirklichen  Fortpflanzungsrichtuugeu 
entsprechen,  lassen  Tielmehr  alle  rier  Möglichkeiten  gleichmäßig  zu. 

Man  kann  zu  dieser  Entscheidung  das  Resultat  der  Anschauung 
heranziehen,  daß  die  durch  die  einfallende  Welle  erregten  Wellen 
▼on  der  Qrenze  z  a  0  hinweggehen  mttssen;  noch  befriedigender 
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erscheint  die  Anwendung  der  Überlegung,  daß  bei  stetiger  Andening 
der  Eonstanten  und  c^^  die  Fortpflanznngsrichtnngen  dieser  Wellen 
sieb  gleichfalls  stetig  ändern  müssen. 

Läßt  man  nämlich  c  im  zweiten  Medium  unendlich  werden,  i^o 
verwandelt  sich  dieses  dadurch  in  einen  —  bezüglich  der  Fortptianzung 
longitudinalor   Wellen  —  starren  Körper;    die  erste  Bedinguiii; 

liefert  {dFjdz\  =  {)  für  r  =  0,  die  zweite  verliert  die  Bedeu- 
tung einer  (Trenzbedingung.  da  die  rechte  Seite  die  Form  O.jc. 
annimmt.  Wir  erhalten  dadurch  den  Fall  der  Reflexion  von  einer 
festen  Wand,  der  im  folgenden  Paragra])hen  ganz  allgemein  behan- 
delt werden  wird  und  darauf  führt,   daß  —  Vi  —  ^,  d.  b. 

aas  —  ist 

Läßt  man  dagegen  c  und  o  in  beiden  Meilien  gleich  werden,  so 
vei*schwindet  die  (-rreuze  üherhau]>t  und  damit  jede  Unterbrechung 
der  regelmäßigen  Fortptianzung;  hier  ist  demgemäß 


+  VI  -/j. 

Indem  wir  dies  benutzen,  erhalten  wii* 

oder  indem  wir  die  auf  die  l)eiden  Flüssigkeiten  (1)  und  (2)  direkter 
hinweisenden  Indices  1  und  2  einführen: 

Unter  Benutzung  dieser  Resultate  und  der  Beziehungen 
geben  die  Grenzbedingungen 

Diese  Formeln  bestimmen  die  retiektierte  und  gebrochene  Am- 
plitude, zunächst  des  Deformationspotentiales  und,  wegen  der  Be- 
ziehungen 

d'F  dF  dF 

auch  diejenigen  der  Verschiebungen. 

Nach  der  Ableitung  ist  ersichtlich.  die  Summe  der  Energien 
der  so  bestimmten  reflektierten  und  gebrochenen  Wellen  gleich  der 
Energie  der  einfallenden  Welle  sein  muß,  wenn  man  nur  die  Be- 
rechnung auf  Volumina  bezieht,  welche  dieselbe  Bewegung  in  ref' 
schiedenen  Stadien  der  Fortpflanzung,  nämlich  erst  als  einifdlende, 
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dann  als  retiektierte  und  f^ebrocheue  'enthält.  Solche  Volumina 
werden  naeh  der  geometrischen  Anschauung  geliefert  durch  recht- 
winkelige Prismen,  deren  Kanten  |,  t;,  l,  resp.  parallel  der  Wellen- 
normalen, normal  zur  Einfailsebene,  und  parallel  der  Einfallsebene 
liegen^  falls  die  |  sich  verhalten  wie  die  Wellenlängen  oder  die  Fort- 
pÜanzuDgsgeschwiDdigkeiten  Vy  die  die  gleichen  sind,  und  die  £ 
sich  verhalten  wie  die  Richtungscosinus  n. 

Hiemach  mufi  also  bei  Berücksichtigung  von  Formel  (185  )  gelten 

(al  -  fl»)  Tij     -  aj  i;  n,    ,  1860 

was  in  der  That  erfüllt  ist 

Wegen  der  auf  S.  358  entwickelten  Beziehung  zwischen  der 
kinetischen  und  der  potentiellen  Energie  fortschreitender  ebener 

Wellen  ist  bei  der  obijien  Begrenzung  der  sich  entsprechenden 
Volumiiui  auch  die  lebendige  Kraft  in  der  emlallenden  Welle  für 
sich  gleich  der  Summe  derjenigen  in  der  gebrochenen  und  re- 
riektierten. 

Die  Formeln  (KUI)  zeigen,  daB  wegen  des  Auftretens  der  Dich- 
ten (>j  und  aus  einem  Gas  jederzeit  nur  sehr  wenig  Bewegung 
in  eine  tropfbare  Flüssigkeit  übergeht.  Ist  groß  gegen  und 
nicht  gleichzeitig  gegen  so  kann  man  in  erster  Näherung 
schreiben 

und  erhält  für  das  Verhältnis  der  einfiillenden  zur  gebrochenen 
Energie 

Findet  sich  durch  die  Bedingungen  (134)  d.  Ii.  /  (Pg  i'j)  >  1, 
so  wird  der  Ansatz  für  imaginär,  es  kann  also  dann  eine  Be- 
wegung der  durch  denselben  dargestellten  Art  im  zweiten  Medium 
nicht  statttindeu. 

Diesen  Fall  erledigt  man  durch  die  Bemezkung,  daß  die  Haupt- 
gleichung flCLr  Ff  nämlich 

unter  der  Voraussetzung  ebener  Wellen  normal  zur  A'^- Ebene  in- 
tegriert wird  durch  den  reellen  oder  imaginären  Teil  von 

2jff _  ri  + n«\ 

g-oe'  "     ,  137) 

worin  o,  1,  u,  d  komplexe  Großen  sind^  falls  nur  ist 
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Setzt  mao  * 
137")  i^l-iV,   n  =  n-.iV,   » = 

80  erhält  man 

pt>*(l  -  X») 

I 

137'") 


I  irw-  -<(('•+"')-   + »")) . 


diese  (-rlcit  liunjjicn  bt'stimnu'ii  v  und  x  )>ei  gegt'lxMien  /, /'  nii<l  n.n. 

Um  d<Mi  speziellen  v^i  lit  ^t-nden  Greuzbediuguugeu  zu  genügeUi 
muß  sich  f ür  z  SS  U  aut  die  >  orm 

«8ijl2,-l({-'^) 

reduzieren.   Wir  erreichen  dies,  indem  vir  setzen 

138)  r-O,   n-O,  /«-ji*«-l, 

woraus  dann  folgt,  dal5 

138')  X  =  i),    v^Q  =  c 

ist,  und  daß  Jf'^  sich  auf  die  Form  bringen  läßt 

138")     F^^e'~-ä    ja^siii2,T(---!'-^) +  ajco«2.T(--  ff/, 

zugleich  schreiben  "vir  auch 

-F  =  «,sm2ji(-^  5^-. 

138"')  ^ « 

i;  =  a^sm2.-r^^-  *•   ^    "  j  +  a;cos2»^-i  !L__r_j. 

Die  Auweuduug  der  Grenzbediugungeu  (134)  liefeii.  zunächst 

fltr  die  tefl^erte  Welle  folgt,  Wie  firüher,     ^  die  durch- 

gehende, da  die  Bewegung  nicht  mit  wachsendem  z  unendlich 
werden  darf,     =  +  }7j  —  1. 

Vertauschen  wir  wieder  Z^,     1^  mit  ''e»  ''r?  ^ 

fij,  —  i>j  und  n^,  so  resultiert 


139') 
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woraus  folgt 


139") 


Die  letzte  P^irinel  zeigt,  daß  bei  dieser  Art  der  ReHexion  die 
gesamte  Energie  der  einfallenden  in  der  reflektierten  Welle  ent- 
halten ist;  die  Beflexion  wird  deshalb  eine  totale  genannt  Eine 
Bewegung  im  zweiten  Medium  fehlt  allerdings  nicht  ToUständig, 
aber  de  pflanzt  sich  nicht  mit  gleicher  St&rke  in  dasselbe  forty  son- 
dern nimmt  mit  wachsendem  Abstand  von  der  Grenze  schnell  an 
Intensitftt  ab.  Übrigens  hat  sie- wesentlich  andere  Eigenschaften,  als 
die  in  das  erste  Medium  reflektierte;  ihre  Wellenebenen  liegen  nor- 
mal zur  X-Aze  und  pflanzen  sich  mit  einer  G^eachwindigkeit  v^/^  der 
X-Aze  parallel  fort,  während  die  Ebenen  gleicher  Amplitude  der 
Grenzfläche  parallel  sind;  ersteres  erklärt,  dafi  diese  Schwingungen 
dem  ersten  Medium  Energie  nicht  entziehen. 

Die  reflektierte  Bewegung  unterscheidet  sich  Ton  der  bei  der 
gewöhnlichen  Beflexion  erhaltenen,  abgesehen  von  der  Intensitilt, 
nur  dadurch,  daß  die  Phase  um  eine  vom  Ein&Hswinkel  abhängige 
Gröfie  geändert  ist,  was  deutlich  hervortritt,  wenn  man  in  dem  An- 
satz (188'")  schreibt 


Neben  den  ebenen  Wellen  besitzen  eine  hervorragende  Wichtig- 
keit die  kugelförmigen.  Man  gelangt  zu  ihnen,  indem  man  in  die 
Gleichung  (126")  die  Annahme  einführt,  daß  F  außer  von  /  nur  von 
der  Entfernung  r  von  einem  beliebigen  Punkt,  etwa  von  dem  Koordi- 
natenanfang, abhängt;  die  Gleichung  nimmt  dadurch  die  Form  an 

welche  zeigt  daß  rF  bei  kugelförmigen  Wellen  dieselbe  Rolle  spielt, 
wie      selbst  bei  ebenen. 
Die  allgemeine  Lösung 


stellt  zwei  in  entgegt^'ngi'sctztcr  Kicbtung  mit  wecbseliider  Stärke 
sich  längs  der  Kadien  lortptlauzeude  Bewegungen  dar;  spezieller  giebt 


F ^     (f,{r  +  vt)  +  f,{r  -  vf)) 


eine  fortschreitende. 


140") 


140"') 


eine  stehende  periodische  Bewegung  mit  Kugelwellen. 
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Die  resultipremleii  Verrücknii^'eu  S  liegen  bei  den  kufielijen. 
wie  liei  den  ebenen  \\  <'iI(Mi  normal  zur  WeUentläcbe,  sind  also 
lüngitudinal  uud  besitzen  deu  Wert 

Für  eine  fortschreitende  Welle  von  der  Form  (140")  giebt  dies 

für  eine  stehende  von  der  Form  (140"*) 

iJ  =  -  a8in«(/  +  g (-^sin« (r  +  r^)  -  -^coscf  (r  +  r^)j ; 

in  beiden  Fallen  setzt  sieb  ilie  Verriiekung  aus  zwei  (iliedt  ru  zu- 
sammen, die  mit  waclisendem  r  verseliieden  scbnell  abnehmen. 

In  ^(roßer  Entfernung?  von  dem  (.'entrum  der  Bewegung  r  =  0 
übt  rwiegt  je  das  zweite  Glied,  uud  dort  erhält  man  daher,  weuu 
mau  wieder  aa  j  v  ^  A  setzt, 

S  SS  ^  ycosa^t — ^j,  resp.  5=  ^8in«p(lH-<'o)cosa(r+i'o> 

Analoges  gilt  für  die  mittlere  Energie  bei  der  Beschränkung 
auf  das  Glied  niedrigster  Ordnung  erhält  man  aus  (129"')  resp.  (129'  } 

Fortschreitende  cjlindrische  Wellen  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit V,  die  den  oben  betrachteten  ebenen  and  kugeUges 
zugeordnet  werden  könnten,  existieren  nicht  Es  ist  nämlich  nkbt 
möglich,  der  Fundamentalgleichung 

welche  wegen  r  o  =  die  Übertragung  von  (12G  )  auf  die  Eben* 
darstellt,  durch  einen  Ansatz  von  der  Form 

worin 

^-  =  (-^--'-,)^  +  (//-yi)^ 
zu  genügen;  denn  die  resultierende  Gleichung 


in  welcher  die  oberen  Indices  die  Differentialquotienten  nach  den 
ganzen  Argumenten  bezeichnen,  ist  bei  willkürlich  Torgeschriebenem 
Q  überhaupt  nicht  zu  befriedigen.  Läßt  man  Q  verfügbar,  so  mvA, 
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weil  in  P  die  Zeit  nicht  Torkommt,  Q'sQ.Gonst  sein,  also  einem 
ganz  speziellen  Gesetz  entsprechen. 

Dagegen  sind  stehende  cylindrische  Wellen  möglich;  denn 
aus  dem  Ansatz 

^'=i<(«)8in«(/  +  *o) 
folgt  für  Ä  die  Gleichung 

welche,  wenn  man  die  Bedingung  hinzunimmt,  daß  i<  für  e «  0 
logarithmisch  unendlich  wird, 

^  =  '"i.(v)  +  -^.(v) 

eigiebt,  worin  m  und  n  Konstanten,  und  die  BsssEL'schen 
Funktionen  bezeichnen.   Es  wird  sonach  hier 

für  sehr  groBe  e  reduziert  sich  dies  auf 

.  ,  .  ae 
a  G06  —  +  o  flin  — 

"   ^^-8ina(f  +  y,  141") 


unter  a  und  b  Eonstanten  verstanden,  und  zeigt,  daB  v  bei  großem  e . 
wieder  die  RoUe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  spielt. 

Die  Ausdrücke  für  die  potentielle  und  die  kinetische  Energie 
derartiger  cylindrischer  WeUen  lassen  sich  ebenso  ableiten,  wie 
oben  diejenigen  für  die  Energien  kugeliger.  — 

Bezüglich  der  bei  ebenen  und  bei  Eugelwellen  stets  auftretenden 
Fortptlan/iingsgeschwindigkeit  v  —  yrjn  ist  daran  zu  erinnern,  daß 
nach  S.  338  bei  einigermaßen  großer  Sch\viii«,'uiigszahl  des  erregten 
Tones  für  die  Elasticitiitskonstante  c  der  s])ozi('Il  als  adiabatisch 
l)czt  icliTiete  \\'ert  c  zu  setzen  ist  und  nicht  der  durch  statisclie 
Methoden  nach  S.  34()  bestinimharc  isotherniische  c.. 

Bei  troj)t'baren  Flüssigkeiten  sind  beide  \\\'rt('  nur  unnici  klit  Ii 
verschieden;  bei  gasiormigcn,  wo  (his  isotherniische  r.  nach  S.  338 
gleich  dem  Anfangsdruck  p'^  ist,  den  das  ^ledium  vor  Beginn  der 
Bewegung  erfuhr,  findet  sich  die  adiabatische  Konstante 

c,-p«x.  141"') 
^vo  X  die  schon  auf  8.  71  eingeführte  und  im  folgenden  Teile 
näher  zu  hestinnneude,  der  .Substanz  des  Gases  individuelle  Kon- 
stante bezeichnet,  welche  sich  für  die  verschiedenen  (iase  zwischen 
|.  und  1  bewegt 
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Die  Formel 
141"")  V»  -  ^ 

giebt,  beil&ufig  gesagt»  die  bequemste  Methode  zu  ihrer  numerischeii 
Bestimmung  an  die  Hand,  da  v,  und  q  der  Beobachtung  leicht 
zugänglich  sind.  — 

Die  Grundformeln  der  Elasticitätslehre  sind  unter  der  speziellen 
Annahme  abgeleitet,  daß  die  elastischen  Drucke  lin^^  Funktionen 
der  Deformationen,  also  diese  selbst,  wie  auch  die  Yerrückungen 
und  Geschwindigkeiten,  sehr  klein  sind. 

Dies  ist  in  der  Praxis  auch  bei  Flüssigkeiten  'meist  soweit  er- 
füllt, daB  die  auf  dieser  Grundlage  abgeleiteten  Formeln  mit  der 
E<rfthrung  befiriedigend  stimmen;  doch  kommen  bei  der  Fortpflanzung 
sehr  starker  Töne  oder  Schalle  in  Gasen  auch  FftUe  merklicher 
Abweichung  Tor.  Diese  erfordern  also  eine  ergänzte  Theorie,  die 
man  auf  der  Grundlage  der,  wie  S.  887  angegeben,  erweiterten 
EUasticit&tstheorie,  oder  aber  auf  der  Grundlage  der  strengen  hydro- 
dynamischen Gleichungen  (43)  aufbauen  kann.'*') 

Bei  dem  sehr  speziellen  Interesse,  welches  diese  Untersuchungen 
besitzen,  kann  hier  auf  dieselben  nicht  eingegangen  werden. 


§  20.    Elastische  Flüssigkeiten  mit  beliebiger  Begrenzung  bei 
beliebiger  Erregung.  Eesonanzerscheinungen. 

Um  die  allgeineiue  Aufgabe  der  Bewoginiir  einer  beliebig  be- 
grenzten Flüssigkeit  bei  l)oliobigen  OberHäcbeubedingungen  und  be- 
liebigen Anfangswerten  F^F^  und  öF  dt=f^  vorzuncbmen,  ziehen 
wir  außer  dem  Deformationspotential  /'  noch  eine  Funktion  G  heran, 
welcho  ebenfalls  die  Haujjtgleichung  (126")  erft'dlt  und,  wie  inner- 
halb des  von  der  Flüssigkeit  eingenommenen  liaumes  k  sich  regulSr 
verhält  und  bilden,  indem  wir  cjQ  —  v*  setzen, 

»^^i  jj'l''   -  •'•^'^)  -  ^(i?  -  "-'^ ^A'""" = 

dabei  ist  die  räumliche  Integration  ttber  das  gesamte  k  auszudehnen, 
die  zeitliche  von  ^»0  bis  zu  einem  zunächst  beliebigen  tssT. 
Dies  giebt  sogleich 

o  0 

und  damit  rill  Analogou  zu  dtT  aus  dem  (jriJEEN'scheu  Satz  abge- 
leiteten Gleichung  (181')  auf  S.  ITU.'i) 
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Wir  wollen  nun  fftr  G  eine  Funktion  w&hlen,  die  zwar  im 
übrigen  innerhalb  k  regnl&r  ist,  aber  an  einer  Stelle  a,  e  nn- 
endlich  wird,  wie 

ff^i'i±:a\       '  143) 

worin  r  die  Entfernung  yon  jenem  Punkte  und  x  oino  Funktion  von 
folgenden  speziellen  Eigenscbaften  bezeichnet  x{f)  verhält  rieh  mit 
seinen  Differentialquotienten  regulär,  yerschwindet  aber  fftr  alle 
positiven  und  negativen  Argumente  s  mit  Ausnahme  derjenigen, 
welche  einem  speziellen  endlichen  positiven  Werte  s^s^  imendlich 
nahe  sind;  letzteres  wollen  wir  dadurch  ausdrucken,  daB  wir 

setzen,  wenn  nicht 

s^  -  e  <  s  <  .Nj  +  c  143') 

ist,  unter  «  eine  unendlich  kleine  Größe  verstanden.  Innerhalb  des 
Torstehend  umgrenzten  Bereiches  soll  ;^  >  0  und 

Jx{s)ds^l  143") 

sein,  sowie  Sq  um  eine  endliche  Größe  kleiner,      größer  ist^  als  *y 
Eine  Funktion  von  diesen  Eigenscbaften  ist  u.  a. 

für  sehr  große  W  erte  Ton  pi. 

Weiter  kJjnnen  wir  die  Funktion  G  noch  geeigneten  Aufaugs- 
und Oberfliit  li<  nhedingungen  unterwerfen.  In  ersterer  Hinsicht 
setzen  wir  fest,  daß  zur  Zeit  T,  welche  um  eineu  endlicben  Betrag 
größer  als  =s^lv  sein  mag,  G  und  dGjdt  innerhalb  k  ttberall 
yerschwinden;  Uber  das  Verhalten  Ton  G  an  der  Oberfläche  o  von  k 
behalten  wir  uns  die  Verfügung  zunächst  vor. 

Um  die  Gleichung  (142^  auf  ein  G  yon  obigen  Eigenschaften 
anzuwenden,  muß  man  den  Funkt  e  durch  eine  Fläche,  z.  B. 
eine  kleine  Kugelfläche  vom  Radius  E  mit  dem  Centrum  in  o,  b,  c, 
aasschließen.  Der  auf  sie  bezügliche  Anteil  des  Oberflächeninte- 
grales in  (142')  lautet  bei  Einführung  der  Kegelöffhung  elea 
r 

v'j'dt J [jix  {.U  +  vt)  ^  -  \Iix\R  +      -  / (Ä  +  vt)^  i'  \  d<ü 
und  reduziert  sich  bei  unendlich  kleinem  R  auf 
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T 

^^^''J^aMxiJi  +  vt)dt  =  4.Ti;/„,,(g, 

0 

woriu,  wie  olien,  f\  für  s^fv  gesetzt  ist. 

Von  dem  Kauiniiitcjrral  in  (142')  giebt  der  Anteil,  welcher  der 
Grenze  t=  7' entsjn  icht,  den  Wert  Null,  da  C  und  dG'dt  für  jeiieu 
Zeitpunkt  verschwinden;  der  Anteil  für  die  (Frenze /  — n  kann  über 
den  ganzen  Raum  h  mit  Einschluß  der  kleinen  Kugel  erstreckt 
werden,  da  diese  nur  einen  unendlich  kleinen  Betrag  liefert 

Daher  erhalten  wir  schließlich 

T 

144)       =/(^-'a/ - -       -  ^'i^' 

Unterwirft  man  G  der  Bedingung,  daß  dGjdn  an  der  ganzen 
Oberfläche  von  k  verschwindet,  so  ist  es  damit  vollständig  be- 
stimmt Denn  vertauscht  man  darin  t  mit  T—  t,  so  kann  man  das 
Resultat  G{T—t)  aufftissen  als  das  Deformationspotential,  welche? 
einer  zur  Zeit  t=  T—t^  an  der  Stelle  //,  c  hervorgehracliten  starken 
Verdichtung  entspricht,  falls  «lic  Begrenzung  von  k  starr  ist  unii 
die  Flüssigkeit  im  ganzen  Kaume /<  zur  Zeit  ^  =  0  ruht  In  diesem 
Falle  hat  man  noch  einfacher 

T 

1440     4««-^..,^.)  =  /(ff^  -  i'^;')     -  '''jdt fö  '^äo, 

eine  Formell  die     an  jeder  Stelle  dnrch  die  Anfangswerte  von  / 
und  dF/dt  und  die  Oberflächenwerte  Ton  dFjdn  bestimmt. 
Setzt  man»  wie  früher,  für  t^O, 

und  entsprechend  auch 

welch  letztere  Werte  aus  den  Aber  G  gemachten  FestsetzongeD 
bestimmbar  sind,  so  wird  (144^)  kürzer 

jp   

144")      4«vy„,{t,)  =  / {G„F,  ^  G, F„) dk -  v*f  dt f  G  rfo. 

0 

Ist  kleiner,  als  der  kleinste  der  von  a,  by  c  nach  der  Obe^ 
«fläche  0  gezogenen  Radienvektoren  r,  der  mit  bezeichnet  weide, 
so  kann  man'*) 
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0^g.ÜL±±ä  146) 

setzen,  denn  für  alle  OlierHiichtMicleuK'iite  do  ist  ilaiiii  das  Argument 
von  •/  gröber,  wie  .v,,  dort  also  C?  =  0  und  öGjdn  =:  0. 
Hier  wird  aus  (144"): 

^nvF^U'i)  =  jyi^iAr)  -  vJ\,/{r)]rdrd(^, 
was  durch  teilweise  Integration  liefert 

=  -  r/'  /;  rx  (r) '  dto  +fj (r  /;  +  tr    f  )  ;r  (r)  rfr  rf«. 

T)as  erste  (ilied  ist  iiacli  den  Yorausgesetzteu  Eigeuschafteu  von  / 
gleich  2\uU,  das  zweite  liefert 

4«t;/Ue(/|)  -  / [rJ'\  +  V  '  ll^']  dm,  145') 

»■-*» 

Die  Integration  Uber  6>  ist  Aber  die  ganze  Eegel5ffiiang|  also  bei 
EinftUirung  yon  t^^dio^dO  Uber  eine  Kugelflfiche  vom  Badius  «, 
zu  erstrecken;  fdhrt  man  die  arithmetischen  Mittelwerte  Ton 
und  Fy^  anf  einer  Kagel  vom  Radius  «|  um  die  Stelle  a,  hf  e  ein, 
indem  man 

setzt,  so  erhält  man 

Fabc{^)  »       i'j  >,  H  d<r,~' 
oder  wegen  .v^     vf^  auch 

^'.».C)  -  <,  I  i-, !...  +  .  145"') 

Diese  wiclitijre,  zuerst  von  Poissün"^)  altgeleitete  Formel  zeigt 
an,  daß  der  dureh  Anfangswerte  /j,  und  /•]  erregte  Zustand  inner- 
halb der  Flüssigkeit  aufgefaßt  wenltii  k;iini  als  die  Superposition 
von  Zu>tiiii<len,  die  von  allen  Teilen  der  Fliissigkeit  mit  der  kon- 
stanten (le^chwiudigkeit  v  gleichmäßig  nach  allen  Seiten  hin  fort- 
geptlanzt  werden.  Ihre  (i iiltiirkeit  ist  hei  hegren/ti'ii  Räumen  k  be- 
stimmt durch  die  l'ugleicliung  .Vj  <  /•',  wo  r'  oben  detiniert  ist,  oder 
durch  ^,  <  r  !  v;  für  den  unendlichen  Raum  gilt  sie  ohne  Beschränkung. — 

Für  beliebig  begrenzte  Bereiche  Funktionen  G,  den  oben  ge- 
gebenen Bedingungen  eutsprecheud,  zu  tiuden,  bietet  im  aligemeiueu 

VuiuT,  TbeorottMlte  Physik.  24 
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große  Schwierigkeit,  doch  gelingt  es  mit  Hilfe  der  Spiegelungsmethode 
leicht,  ein  G  zu  konstruieren^  welches  Iftngs  einer  Ebene  die  Be- 
dingung dGldn^O  erfüllt 
Setzt  man  nämlich 

146)  G^^-^^^  +  ^iL-p:^!  + 

worin  r'  die  Entfernung  vom  Spiefrelpuiikt  von  ä,  ä,  c  in  Bezug  auf 
die  Ebene  bezeichnet,  so  kann  nach  der  Bedeutung  von  G  in  ifoer 
Elieue  eine  normale  Verrückung,  also  ein  von  Null  yerschiedeuer 
Wert  von  dOidn  nicht  eintreten. 

Ist  die  begrenzende  Ebene  starr,  so  ergiebt  die  Formel  (144  ) 
zunächst 

146')        47fv F„Uii)  =  /  (07o  +  ^''o)  ^  1  -  ^1  +  9\)  ^) 

wo  das  Integral  über  den  nach  der  Seite  der  positiven  Normale  n 
gelegenen,  oder  kurz,  über  den  positiven  Halbraum  ausgedehnt  ist, 
fltr  welchen  allein      und      gegeben  sind. 

Nun  unterscheidet  sich  aber  von  g  nur  dadurch,  daß  in  ihm 
der  normale  Abstand  des  Punktes  o,  ^,  c  von  der  Grenzebene  nepü^i 
statt  positiv  auftritt;  definiert  man  daher  F^  und  i\  fSkr  den  negativen 
Halbraum  so,  daß  ihre  Werte  den  im  poflitaven  Halbraum  liegenden 
spiegelbildlich  entsprechen,  so  kann  man  statt  der  letzten  Fonnel 
auch  schreiben 

146")  4^vF,Uii)  =  j\f^^\- 9i^\»)dk, 

das  Integral  über  den  ganzen  Baum  erstreckt 

Die  feste  Wand  wirkt  also  ebenso,  als  wäre  jenseits  der  An- 
fangszustand  des  jiositiven  Halbraumes  spiegelbildlich  wiederholt 
und  die  Wand  danach  beseitigt.  Jedes  Element  des  positivso 
Halbraimu's  wirkt  daher  in  «,  Z»,  r  zweimal,  einmal  direkt,  einmsl 
durch  Keflexion,  und  zwar,  wie  leicht  nachzuweisen,  nach  einer 
solchen  Zeit,  als  hätte  sich  die  Wirkunj^',  wie  einem  Liclitstrahle 
nach  «,  Ä,  c  hin  folgend,  mit  der  (-Geschwindigkeit  v  forti^eptiaiizt. 

Dasselbe  Verfahren  der  Fortsetzung  der  Funktionen  und 
h\  ilber  die  (rrenzen  von  k  hinaus  läßt  '^ich  auf  eine  Reihe  von 
(hirch  Ebenen  begrenzten  Räumen  iiberlr:i,L'en.  Auch  <ieht  man  hMt  lit, 
datJ  es  nicht  nur  auf  die  Wirkung  von  Anfangszuständeu  beschränkt 
ist.  sondern  sich  el»ens(>  auf  eine  von  irgend  welchen  Quellen  aii>- 
gehende  dauernde  Erregung  iilMvtracrt'n  läl3t;  z.B.  auf  die  Schwingun- 
gen einer  fernen  Ebene,  welche  ebene  Wellen  gegen  die  Grenztläche 
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hinsendet  Damit  ist  denn  das  Besultat  beil&ufig  erhalten,  auf  wel- 
ches schon  8.  358  Bezug  genommen  wurde.  — 

Ist  die  die  Flüssigkeit  begrenzende  Wand  nicht  fest,  sondern 
wird  sie  in  von  SteUe  zu  Stelle  wechselnder  Weise  bewegt,  Ter- 
schwindet  dafibr  aber  anfänglich  sowohl  Ft  als  öFIdt  innerhalb  k 
ttberaU,  so  bleibt  Ton  (144*)  nur 

4T/'afcc(/J  =  -vjdl  J(^l^^äo,  147) 

0 

Bei  einer  unendliclien  Ebene  ;ils  t-in/.iL'er  B<'i:nMizuiig  der  Flüssigkeit 
ist  für  G  der  Wert  (140)  zu  benutzen,  aus  dem  leicht  folgt 

T  ^   

0 

Hierin  kann  man  die  Integrationäl'ulge  umkehren  und  erhält  nach 
(143") 

diese  Formel  bestimmt  vollständig  die  in  dem  positiven  Halbraum 
durch  beliebige  Bewegungen  in  der  Grenzebene  herrorgenifenen  Vor^ 
^nge.  — 

Eine  zweite  spezielle  Verfügung  über  G  bietet  die  Festsetzung, 
daß  an  der  Oberfläche  G  Terschwindet  Dann  nimmt  (144)  die  Ge- 
stalt an 

T 

4« i/i^tcC^i)  =  / {GoF^  -  G,F^)dk  +  V» jdt J F  ^^Ido  147") 

0 

und  gestattet,  F  aus  gegebenen  JF^,.      und  /•'  zu  l)estininien. 

Nun  ist  zwar  an  der  <  )l)ertliU  lie  einer  ehistiselien  Flüssigkeit 
in  Praxis  F  nicht  direkt  voi  <^e.schriel)en,  aber  man  kann  es  aus  dort 
gegebenem  &  oder  gegebenem  p—  --ci>  bestimmen,  weil  nach  (12(i"  ) 

t  t 

F^F^+F,t+  v»JJ  &  {di)»  UV) 

U  0 

ist  Indessen  ist  es  hwr  im  allgemeinen  bequemer,  die  Untersuchung 
von  Yom  herein  auf  die  Auftindung  yon  (9-  zuzuspitzen,  welches  ja 
derselben  Hauptgleichung  folgt,  wie  Ff  und  erst  aus  dem  für  &  ge- 
fundenen Endresultat  das  zugehörige  F  nach  der  letzten  Formel  zu 
berechnen. 

24* 
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Wir  bilden  demgemäß 

T 

148)    4«t;^.»,ft)  =  / ((?o^i  -  6M^k  +  v'f  dt J &  ^  do, 

0 

worin  &^  den  Anfangswert  von  d-,  und  deigenigen  von  d&jbt 
bezeichnet  Die  Verwertung  des  ersten  Integrales  bei  unbegrenztem 
k  ist  dieselbe,  wie  oben  f&r  F  gezeigt  ist 

FQr  den  Fall,  daB  der  Baum  k  nur  durch  eine  Ebene  begrenzt 
ist,  in  welcher  &  Terschwindet,  wie  das  etwa  "bei  einem  großen  Teich, 
der  an  den  Luftraum  grenzt,  nahe  erfüllt  ist,  wird 

148)  U=g^g 
und 

148' )        *.,.(^)  -  -  y'.)  *.-(?,-  9\)  ■>.)  dh. 

Setzt  man  nun  1'/^,  und  i'/j  in  den  ncfiativcn  Halbrauin  clcrartiiz  fort. 
(laU  die  W  erte  an  jiMicr  Stelle  dii'  eiitL:ei,'eni;eset/.ten  von  denjeiiiiirii 
sind,  welche  für  die  spiegeibildiich  cutsprechende  Stelle  vorgeschriebtü 
waren,  so  erhält  mau 

148'")  KUt,)  =  4  ^  7/ C^/u  '^1  -  ih  dk, 

das  Integral  Uber  den  unendlichen  Baum  ausgedehnt 

Es  tritt  also'  auch  hier  eine  Reflexion  ein,  aber  die  Dilatationn 

kehren  bei  der  Reflexion  ihr  Vorzeichen  um. 

Ist  ^0  s     s  0  und  t9-  gegeben,  so  folgt  aus  (148),  ds 

T 

0 

T  _  _ 


149) 


0 


Kehrt  man  die  Integrationsfolge  tun,  so  erhält  man  bei  teil- 
weiser Integration  des  ersten  Gliedes 


T 


149') 


2nJ         ^  dn' 


0 
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Hier  ist  wieder  das  erste  Glied. gleich  Null,  das  zweite  giebt 

Diese  Formel  bestimmt  &  innerhalb  des  positiven  Halbraiimes 
durch  seinen  mit  der  Zeit  und  dem  Ort  beliebig,  aber  stetig  wech- 
selnden Wert  längs  der  ebenen  Begrenzung;  durch  Kombination  mit 
(148'"]  kann  man  eine  gleichzeitige  Wirkung  gegebener  anfänglicher 
Dilatation  und  Dilatationsgeschwindigkeit  mit  berücksichtigen.  — 

Wir  gehen  nun  zu  der  allgemeinen  Formel  (144)  zurfick  und 
setzen  in  ihr  ^  wahrend  wir  gleichzeitig  die  Zeit  so  groß 
wfthlen,  daß  =  t;^^  größer,  als  der  größte  von  a,  bf  c  aus  nach 
der  Oberfläche  Ton  k  gezogene  Badiusvektori'  ist  Dann  verschwindet 
nach  dem  Sw  867  Gesagten  das  Baumintegral,  was  besagt,  daß  die 
gesamte  Einwirkung  des  innerhalb  k  zur  Zeit  I «  0  voxhanden  ge- 
wesenen Zustandes  Uber  die  Stelle  a,  c  hinweggegangen  ist,  das 
Oberflächenintegral  gestattet  die  in  (147')  resp.  (149  ")  ausgeführte 
Umformung,  und  man  erhält 

•        ^;.cW  =  -7^f|-^P+(-'  !^'+  '  ^i"'']''--  150) 

Wir  wollen  uns  hierin  F  und  dF/dn  als  Funktionen  der  Zeit 
für  jedes  Oberflächenelement  Torgcschrieben  denken,  setzen  also 

wendet  man  dann  die  Spezialisierung  von  t  auf  die  einzelnen  Glie- 
der der  Klammer  in  (150)  an  und  bedenkt,  daß 

K       "  Fr  ^ 

ist,  wo  der  partielle  Diflferentialquotient  nach  r  sich  nur  auf  das, 
durch  den  speziellen  Wert  von  t  in  f  eingeführte  r  bezieht,  so 
erhält  man'^ 


do,  150) 


Diese  Forni»'l  läßt  sich  sofrleich  auf  den  Fall  übertrafieii ,  dali 
(1er  Raum  k  unendlich  und  einerseits  von  heliebiiren  im  Endlichen 
liegenden  geschlossenen  Flächen  o,  ,  aiideterseits  von  der  unendlichen 
Kugel  begrenzt  ist;  man  braucht  dazu  nur  anzunehmen,  daß  einer- 
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seits  und  inneriialb  h  überall  gleich  Null  sind,  und  anderer- 
seits die  Zeit  z^,  zu  welcher  der  Zustand  in  k  untersucht  wird, 
endlich  ist,  so  daß  von  den  durch  die  Flächen  o^^  eintretenden 
Bewegungen  kein  Anteil  ins  Unendliche  gelangt  ist 

Infolge  der  ersteren  Annahme  yerschwindet  in  (144)  das  Baum- 
integral, infolge  der  letzteren  das  OberA&chenintegral  über  die  un- 
endliche KugeL 

Die  somit  in  ihrer  Bedeutung  Tcrallgemeinerte  Gleichung  (150  ) 
lehrt  den  Zustand  an  einer  beliebigen  Stelle  a,  b,  e  eines  beliebig 
abgegrenzten  Teiles  einer  unendlichen  Flüssigkeit  kennen,  wenn  die 
durch  seine  Begrenzung  eintretenden  Bewegungen,  d.  h.  die  in  ihr 
stattfindenden  Werte  von  F  und  dFIduy  gegeben  sind.  Sie  dis- 
pensiert von  der  Bestimmung  der  für  jede  Gestalt  tou  A  besonders 
zu  findenden  Funktion  (r,  dafür  yerlangt  sie  aber  die  Kenntnis  der 
Oberfiächenwerte  yon  F  und  dFjdrij  die  nicht  unabhängig  tou- 
einander  willkürlich  vorgeschrieben  werden  können. 

Man  kann  diese  Gröfien  insbesondere  aber  dann  angeben,  wenn 
die  Bewegung  nur  von  einer  Quelle  außerhalb  k  herrührt,  deren  Wir- 
kung sich  bis  zu  der  Oberfläche  von  k  theoretisch  yerfolgen  läßt;  in 
diesem  Falle  kann  man  die  Bewegung  innerhalb  k,  statt  durch  die 
Quellen  direkt,  durch  Bewegung  der  Oberfläche  o  erregt  betrachten. 

Diese  Auffassung  erhBlt  eine  ganz  besondere  Wichtigkeit  in 
der  Optik,  wo  man  ihren  Grundgedanken  als  das  HmroBEirs'sche 
Prinzip  bezeichnet;  aber  sie  ist  auch  in  der  Akustik  überall  da 
nützlich  zu  yerwenden,  wo  es  sich  um  die  Fortpflanzung  yon  Wellen 
innerhalb  einer  Flüssigkeit  handelt,  die  von  einer  oder  mehreren 
Quellen  ausgehen  und  in  ihrer  Ausbreitung  durch  irgend  welche 
gegebene,  als  Schirme  wirkende  Körper  behindert  werden.  Um  die 
Verhältnisse  möglichst  zu  yereinfeushen,  kann  man  yon  den  letzteren 
annehmen,  daß  sie  nichts  yon  der  auffallenden  Bewegung  durch- 
lassen oder  zurückwerfen,  was  yoraussetzt,  daß  sie  die  Natur  yon 
Flüssigkeiten  haben,  die  gleiche  Werte  v,  wie  die  betrachteten, 
und  außerdem  ein  sehr  starkes  Absorptionsvermögen  besitzen. 

Schließt  man  dann  die  Schallquelle  in  eine  —  etwa  kugel- 
förmige —  Hülle  von  der  beschriebenen  Beschaffenheit  ein,  deren 
Innenraum  mit  dem  äußeren  nur  durch  irgend  welche  kleine  Ofl"- 
nungen  kommuniziert,  so  gestattet  die  Formel  (15(K)  bei  Einsetzung 
der  durch  die  Quelle  in  den  Öffnungen  erregten  Bewegungen,  die 
im  Außenraum  erregten  zu  berechnen. 

Die  Diskussion  der  allgemeinen  Formel  oder  ihre  Anwendung 
auf  die  einfachsten  Fälle  zeigt,  daß  hierbei  der  undurchlässige 
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Schirm   keinen   Scliallsehatten   wirft.  sDiiderii   die   in   der  Oti'uuug 
erregte  Bewegung  sich  nacli  allen  Kiciitungen  liin  fortpflanzt. 

Das  analoge  Resultat  kann  man  Ubri<;ens  ohne  Benutzung  der 
Gleichung  (150')  in  dem  speziellen  Falle,  daß  im  uueudlicheu  Räume 
eine  punktförmige  Schallquelle  und  eine  starre  oder  in  gegebener 
Weise  oberriächiicli  bewegte  Kugel  vorhanden  ist,  aus  der  all- 
gemeinen Formel  (144  )  erhalteu,  da  sich  für  diesen  Fall  die 
Funktion  G  bestimmen  iäiit  — 

Die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  gestatten  keine  Über« 
tragung  aus  dem  Raum  in  die  Ebene,  da  eine  dem  oben  benutzten  g 
entsprechende  ITilfsfunktion,  welche  nur  Ton  zwei  Koordinaten  ab- 
hängt, nach  S.  3(35  nicht  existiert. 

Demgemäß  sind  räumliche  Probleme,  in  denen  eine  Koordinate, 
etwa  2,  nicht  Torkommt,  trotzdem  noch  als  räumliche  zu  behandeln, 
und  auch  in  dem  Fall  einer  dünnen  ebenen  Flüssigkeitsschicht 
zwischen  festen,  der  JCr- Ebene  parallelen  Wänden  erhält  man  die 
Lösung  am  einfachsten,  indem  man  die  Schicht  zu  einer  unend- 
lichen Flüssigkeit  mit  von  z  unabhängigen  Grenz-  und  Anfangs- 
bedingungen ergänzt 

Man  kann  so  z.  B.,  wenn  die  Schicht  seitlich  unbegrenzt  ist, 
die  Wirkung  eines  Anfangszustandes  nach  dem  PoissoN'schen  Satz 
beurteilen  und  erkennt  auf  diese  Weise  leicht,  daß  Anfangsrer- 
rückungen,  die  ursprünglich  auf-einem  Kreiscylinder  konstant  waren, 
zwar  stets  auf  koaxialen  Ereiscylindem  konstant  bleiben,  aber  sich 
allmählich  über  den  ganzen  Raum  ausbreiten  und  an  jeder  Stelle  * 
erst  'nach  unendlich  langer 'Zeit  Verschwinden;  hierdurch  erklärt 
sich  beiläufig  auch,  daß  etwas  den  ebenen  und  den  kugeligen  fort- 
schreitenden Wellen  BIntsprechendes  nicht  zu  stände  kommt 

Dagegen  kann  man  die  speziellen  Sätze,  welche  gelten,  wenn  der 
Vorgang  nur  von  einer  Koordinate  und  der  Zeit  abhängt,  und  welche 
8.  853  u.  f.  direkt  erhalten  sind,  durch  eine  einfache  Rechnung  aus 
den  allgemeinen  Resultaten  dieses  Abschnittes  zurückgewinnen.  — 

Wir  wollen  schließlich  noch  eine  Anwendung  von  der  allge- 
meinen Formel  (142)  machen,  welche  Licht  auf  die  Gesetze  der 
Erregung  von  Sclnvingungen  innerhalb  einer  beliebig  begrenzten 
elastischen  Flüssigkeit  durch  Einwirkungen  auf  Teile  ihrer  Ober- 
fläclie  wirft,  —  Vorgänge,  die  man.  wie  schon  8.  357  erwähnt  ist, 
im  allgenieinert'ii  Sinne  als  Resonanzerscheinunuen  i)ezei(  lineü  kann. 
Dazu  wollen  wir  annehmen,  es  sei  G  eine  Lüsuug  der  Gleichung 
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welche  den  stehenden  Schwingungen  eines  ein&ohen  Tones  inner- 
halb k  entspricht,  wie  dieselben  ' eintreten,  wenn  ein  Teil  der 
Begrenzung  o  von  k  dorch  eine  feste  Wand,  ein  anderer  durch 
eine  freie  Oberfläche  gebildet  ist 
Wir  setzen  demgem&ß 

151)  (?«  J?8ina(^  +  0» 

wo  nun  7?  eine  Funktion  der  Koordinaten  allein  bezeichnet,  die  im 
ganzen  Innern  von  A  der  Gleicliung 

und  längs      der  Bedingung  dB  j  dn  ^  Oj  längs      der  Bedingung 

Ä  «  0  genügt 

Ftir  denselben  Raum  k  sind  bei  denselben  Grenzbedingungen 
unendlich  viele  diskrete  Werte  von  «,  und  somit'auch  von  /?,  mög- 
lich, die  den  Eigen  tönen  der  Flüssigkeit  unter  den  gegebenen 
Bedingungen  entsprechen. 

Wir  wählen  eine  dieser  möglichen  Lösungen  und  setzen  zu- 
gleich die  obere  Grenze  7'  des  Zeitiutegrales  gleich  einem  ganzen 
Vielfachen  von  deren  Periode  T=f2;r'a;  nehmen  wir  dann  noch/* 
und  dFjdt  zur  Zeit  ts^O  selbst  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
aus  (142') 


151  ') 


worin  das  erste  Integral  rechts  über  o,,  das  zweite  Uber  zu  er- 
strecken ist. 

Von  dieser  allgemeinen  Gleichung  wollen  wir  nun  Anwendungen 
machen. 

Sei  zunächst  ^  0,  also  für  die  stehende  Schwingung  G  der 
Raum  k  rings  von  festen  Wänden  umgeben,  dann  verschwindet  in 
der  Formel  (151")  das  letzte  Integral.  Eine  vorgeschriebene  Be- 
wegung dFJdn  der  zuvor  festen  Wand  erregt  dann  eine  innere 
Bewegung  der  Elttssigkeit,  die  zur  Zeit  t  =^  T  durch  gewisse  Werte 
von  {F)f  und  (dFjdt^T  an  jeder  Stelle  charakterisiert  ist;  über  deren 
Zusammenhang  mit  den  von  ^  s  0  bis  T  auf  die  Oberfläche  aus- 
geübten Einwirkungen  erkennt  man  leicht  folgendes. 

Ist  dF/dn  eine  endliche  periodische  Funktion  der  Zeit,  so  wird 
der  Wert  des  Zeitintegrales  rechts  bei  beliebig  großem  Limmer  end- 
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lieh  sein,  es  sei  deim,  datJ  die  Periode  von  ÖF  dn  der  von  (r  gleich 
ist;  in  diesem  Falle  wird  der  Ausdruck  reclits  mit  wachsender  Zeit 
üher  alle  Grenzen  zunehmen  köiint  ii.  Gleiches  gilt  sonach  von  dem 
Integral  links,  und  zwar  wini,  da  völlig  willkürlich  ist,  im  ersten 
Falle  sowohl  das  Integral  über  Fj-j  wie  über  {öFlüt)x  endlich,  im 
zweiten  unendlicli  sein. 

Werden  also  Teile  der  Wände,  welche  ein  Flüssigkeitsquantum 
umschließen,  so  bewegt,  dnß  die  normale  Komponeiitf  der  Verschiebung 
durch  eine  Suninie  vnn  unendlich  kleinen  (iliedern  von  allen  mög- 
lielien  Perioden  durgestellt  wird,  dann  können  in  endlicher  Stärke 
nur  die  Kigentone,  welche  die  Flüssigkeit  bei  ringsum  festen  Wänden 
besitzt,  ansprechen. 

Damit  sie  wirklicii  ansi)rechen,  ist  noch  erlorderlich.  daß  die 
Teile  des  Oberflächen  integrales  weder  einzeln  durch  deu  F'aktor  £ 
verschwinden,  noch  sich  gegenseitig  zerstören. 

Am  einfachsten  werden  die  Verljältnisse,  wenn  nur  innerhalb 
eines  sehr  kleinen  Flächenstückes  q  der  Oberfläche  die  Verrückung, 
und  somit  öF/dn,  von  Null  verschieden  ist;  hier  kann  man  dann  R 
als  konstant  ansehen  und  erhält  für  das  Integral  rechts  den  Wert 


Derselbe  ergiebt,  daß  eine  Erregung  am  wirksamsten  ist  an  Orten, 
wo  der  absuhile  Wert  von  /«*  ein  Maximum,  am  unwirksamsten,  wo 
er  ein  ]\Iinimum  besitzt;  ersteres  entspricht  den  Scbwinguiigsknoten, 
letzteres  den  Sehwinguiigsliäuchen.  Durch  Bewegung  eines  Flächen- 
elenieiites  q  werden  also  Schwingungen,  welche  in  y  einen  Schwin- 
gungsbauch besitzen,  auch  dann  nicht  erregt  werden,  wenn  sie  die- 
selbe Periode,  wie  öF  dn,  besitzen. 

Man  kann  die  Voraussetzungen  dieser  Entwickelungen  angenähert 
realisieren,  indem  man  ein  kleines  Stück  der  W.uid  von  der  Um- 
gebung trennt  und  au  einer  schwingenden  Stimmgabel  befestigt  — 

Ein  zweiter  spezieller  Fall  ist  der,  daß  =  0  ist,  daß  also  für 
die  stehende  Schwingnng  die  —  natürlich  tropfbare  —  Flüssigkeit 
ringsum  durch  eine  freie  Oberfläche  begrenzt  ist;  dann  ▼ersch'windet 
in  (151")  das  erste  Integral  rechts.  Tm  zweiten  können  wir  nach 
(147"'),  da/'  und  dFjdt  nach  Annahme  für ü  überall  Terschwinden, 


T 


0 


0  u 
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st't/Aii  und  (hirin  nach  (124"")  mit  —p'c  vertauschon.  wo  p  deu 
Wert  des  äiiüt  n'n  Druckes  bezeicbuet;  hierdurch  uiiiimt  das  zweit« 
Integral  die  Gestalt  an 

  T  t  t 

U  0  tt 

Periodische  Druckäiiderunjien  an  der  OberHäclic  können  also  ilh 
Eigentöne  wecken,  die  der  Flüssigkeit  mit  ringsum  freier  Oberliäciic 
zugeliören. 

Dieser  Kall  hat  kein  praktisches  Interi'sse. 

Dajiegen  eignet  ein  solclies  in  liolien»  Maße  (h  in  Falle,  daß  die 
Flüssigkeit,  —  etwa  ein  (-Jas  — -  von  einer  festen  W  and  umschlossen 
ist,  die  eine  tnlvv  mehrere  kleine  Otlnungen  besitzt,  durch  welche 
die  Flüssigkeit  mit  einer  gleichen,  den  Aul3enraum  erfülhnnh-n,  kom- 
muniziert.  Bei  stehenden  Schwingungen  darf  man  diese  ( »tVnunt:'  n 
als  freie  Oberilächen  betrachten,  da  an  ihnen  merkliche  räumliche 
Dilatatioueu  nicht  zu  Stande  konnnen  können.  Es  wird  hier  also 
in  (1j1")  das  erste  Integral  rechts  über  die  ganze  feste  Wand,  das 
zweite  allein  über  die  Öffnungen  zu  erstrecken  sein. 

Denkt  man  sich  nun  das  System  der  Wirkung  von  Wellen 
ausgesetzt,  die  außen  idjer  die  eine  Oflnung  hinziehen,  so  wird  das 
erste  Integral  yerschvriuden,  weil  auf  jetzt  d Fjdn  0  ist;  in  dem 
zweiten  kann  man  p  als  durch  die  über  die  Ofinong  ziehenden 
Wellen  immer  dann  vorgeschrieben  l^etrachten,  wenn  deren  Wellen- 
^ge  groß  gegen  die  Dimensionen  der  Öffnung  ist;  denn  dann  liegen 
dieselben  Umstände  vor,  wie  zuvor  bei  den  stehenden  Wellen,  und 
kann  in  der  Öffnung  von  dem  im  Außenraum  vorhandenen  nicht 
merklich  yerscliieden  sein. 

Demgemäß  erhält  man  jetzt 

j  J  [a  I't cos  uIq  —  ^^j^sin  at^^  H dk 
151")     I  T  tt 

*0  0  0 

eine  Formel,  welche  zur  Ableitung  der  Gesetze  der  Resonanz  im 
engeren  Wortsinne  benutzt  werden  kann  und  analoge  Resultate  aus* 
spricht,  wie  auf  S.  S77  formuliert  sind. 

Eine  genaue  Analyse  würde  die  in  Folge  der  inneren  Bewe- 
gungen im  Außenraum  erregten  Schwingungen  mit  in  Ht  tracht  ziehen 
mü8.sen  und  dann  })assend  nicht  die  Entstehung  <ler  Bewegung,  son- 
dern den  sclxließlich  eintretenden  stationären  Zustand  betreÜeu. 
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Als  nahe  Terwandt  mit  der  Erregung  stehender  Wellen  in  einem 
Luftraum  durch  Ki'sonanz  betrachtet  man  diejenige,  welche  durch 
Anblasen  einer  Otlnung  in  der  begrenzenden  festen  Wand  eri'olgt; 
man  denkt  sich,  daß  hierbei  in  der  Offiaung  der  Druck  in  einer 
Weise  variiert,  die  der  Superposition  unendlich  vieler,  unendlich 
schwacher  Töne  entspricht,  und  kann  demgemäß  sofort  die  vorstehen- 
den ßetrachtuiigou  zur  Anwendung  bringen.  Die  Beobachtung  be- 
stätigt diese  Auffassung,  indem  sie  zeigt,  daß  die  durch  Anblasen 
erregten  Töne  stehenden  Schwingungen  entspreohen,  bei  denen  die 
Öffiiung  die  fiolle  einer  freien  Obertiftche  spielt 

§  21.  Isotrope  elastiiolie  feste  Körper.  Qleiohgewicht  und  Bewegung 

in  einem  unendliehen  Medium. 

Den  FlüssifTkcitt'ii  stcln-n  lic/üglicli  ihrer  elastischen  Eigen- 
schaften am  nächsten  die  isotropen  festen  Ki»rper,  auf  welche  sich 
einige  der  im  vorstehenden  erhaltenen  Kesultnte  ohne  weiteres  über- 
tragen hissen.  Wir  schließen  daher  ihre  Betrachtung  dei^enigen  der 
Flüssigkeiten  unmittelbar  au. 

Die  Gleichungen  für  einen  homogenen  isotropen  Körper  sind 
folgende.   F&r  innere  Punkte  muß  gelten 


/ö'r      ,A      c  -  c.  ,  c  +  e.  dtt 


152) 


2     ^      '      2  0!,' 

für  die  <  )berllächeupunkte  müssen  entweder  die  YerrUckungen 
»,  V,  w  oder  die  Drucke 

X=s  —  X,  a=  (cj        Cj  i/)  cos  (f,  x)  +  l  '2  l-^'y      i^^!/)  +  ■'z  cos(r,r)] 
i  =»  -  ir  =  Ci  ^) C08(i',y)  -f  ic,[j^COs(f,  z)  -i-y,COS(»,a-)]    152 ) 

—  ^«  (cg  z  +  Ci  0 )  COS  (v,  *)  + 1  Cg  [z^  cos  (f,  x)  4-  ^cos(Ky)] , 

worin  v  die  äußere  Normale  bezeiclmet.  und  c  —  kurz  =  r,  gesetzt 
ist,  gegebene  Werte  haben;  es  kann  auch  bloß  die  Normalkomponeute 
der  Verrückung  und  die  Tangentialk(»iiipniieiite  des  iniüeren  Dnickes 
vorgeschrieben  sein,  was  wir  d(  r  Hiut'aeliheit  halber  ausschließen 
wollen.  Hierzu  kommen  die  allgemeinen  Bedingungen  für  den  Au- 
faugszustund,  wie  dieselben  in  §  1^  auseinandergesetzt  sind. 

Alle   < Tleichungen   sind  in       r,  tr  und   den   äuLJeren  Kräften 
liueür,  dai'um  kann  man  die  aügemeiueu  Lösungen  durch  Superpositiou 
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von  partikuliiivii  bilden,  die  je  nur  einem  Teil  der  wirkenden  Kräfte 
entsprechen,  wenn  nur  je  die  Summen  der  so  eingeführten  den  aui- 
gestellten  Bedinp;ungen  genügen. 

Sind  innerhalb  des  homogiiuii  Kia-pers  k  die  Kompoiieiitfii 
X  }\  Z  der  kr>rperlichen  Kräfte  stetige  Funktionen  der  Koordiuateiu 
so  kann  man  nach  S.  189  schreiben: 


153) 


\bx  dp  axf' 

_  (0  0  _ 

[dp  d»      dx)  ' 

 (90  dM  _  rlA\ 

-     [dx  dx      dp)  ' 


y 
z 


worm 


dx 

dA      6M  _Q 
dx  '   dp  dx 

ist,  und  die  0,  M,  JV  vollständig  bestimmt  sind,  wenn  an  der 
Oberdäche  gilt 


153) 


a  0 


^  -  +  A  cos  {Vj  x)  4-  J  cos  (fy^)  +  Z  cos  (f,  z)  =  0, 


Dasselbe  Verfahren  kann  man  auch  auf  gegebene  Verrückuugskom- 
ponenten  u,    w  anwenden  und  bilden 


154) 


wonn 


ö  X  Oy 

dF  ,  d  r 
o  y      o  i 

oF  ,  dV 


dU  bV  0  ir 
dx"^  dp^  dx 


b  V 
'  dx  » 

dx 

eu 

=  0 


isty  und  ah  der  Oberfläche  gilt 


154') 


ö  F  - 


0  y 


^  llCOS(v,x)  +  VC09(v,t/]  +  WC08(«>,Z). 


Die  in  (154)  gegebene  Zerlegung  läßt  die  Verrückangen 
einer  Potentialdeformation  mit  dem  Potential  F  und  einer 
Drillungsdeformation  mit  den  Drillungsfnnktionen  F,  Iß'  so* 
sammengesetzt  erscheinen;  beide  Teile  stehen  in  nahem  Zusammeih 
hang  einerseits  mit  der  räumlichen  Dilatation  i^-,  andererseits  mit 
den  Drillungskomponenten  /,      n;  denn  es  ist 

154")     aF^&,  aJ^=-2/,  Ar=-2Mi,  A/r=-2ii, 


Digitizecj  l>  »^jOOgle 


381 


Die  Poteutialdeformationcn  gebeu  also  keine  Drüluiigeii  /,  m,  n,  die 
DrilluiigsUeformationen  keine  Dilatation  »V-. 

Beide  Zerlegungen  (153)  resp.  (154)  behalten  ilire  Bedeutung 
nach  S.  191  auch  bei  einem  unendlichen  Medium,  wenn  nur 
Xf  1]  Z  resp.  ii,  7\  ir  im  I  nendlichen  verschwinden,  und  wenn 


dX  ,dy  ,dZ  ^ 


du  dv^  die_ 
ds      dy  dx 


über  den  ganzen  Bftam  integriertt  und 

Xcos(n,x)  +  i'C08(H,^)  +  Zco8(»,z) 

resp. 

u  cos  (/*,  x)  +  »     ijh  y)  +        (m,  z)j 

Aber  etwaige  im  Endlichen  liegende  OrenzflUchen  des  Mediums 
integriert,  endlich  sind. 

Die  Werte  von  0,  A,  M^NTesp,  F,  U,  F,  W  sind  in  diesem  Falle 
auf  S.  189  und  191  allgemein  angegeben.  Bei  dem  vorliegenden 
Problem  sind  zwar  in  der  Begel  X,  Z  gegeben  und  «,  w  ge- 
sucht; die  Zerlegung  ist  aber  natürlich  auch  dann  noch  auf  letztere 
GrOfien  anwendbar. 

Durch  die  Zerlegung  (154)  werden  auch  die  Druckkomponenten 
Xy, . . .  JE^  in  potentielle  und  rotatorische  Teile  zerfällt;  man  erh&lt 
nämlich,  wenn  man  sich  vorfibergehend  der  Abkürzungen 


dW 
d  y 


bx 


bedient,  die  Formeln 


dx       bx         *  by 


löö) 


-     =  ^*  [^^6x  +  *  (^^  +  dl)) » 

\dxBy  ^  ^  \  Bx  +  d^)}  ' 

Die  potentiellen  (ilieder  nehmen  in  dem  Falle,  dal3  das  Dcfor- 
maüouspoteutial  /'die  (ileicbuug  ^-^  =  0  erfUUt,  eine  hervorragend 
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einfache  Form  an  uud  ergeben  für  die  Drucke  gegen  ein  Flachen- 
element mit  der  Normalen  9  sogleich 


155') 


6*P 


8»F 


-ZI 


Hieraus  folgt  für  die  GesauitkoniiKtiieDten  der  Wirkun«;,  welche 
ein  lieliebifjes  Bereich  A,  iuuerlijill)  dessen  die  Ableituugeu  von  i 
sich  regulär  verhalten,  von  außen  erfabii, 


155") 


(jr)=/j 


und  analog  auch  (7*)  =  (Z*)  =  0. 

Die  rotatorischen  Glieder  werden  besonders  einfach,  wenn 
nur  eine  der  drei  Funktionen  H'\  z.  B.       von  Null  t«v 

schieden  ist  Hier  gilt  dann 


156)       --^•-i^.UT«--diirj»  -^---i^td^dj' 

uud  gegen  ein  Flächeneiemeiit  mit  der  Normale  v  wirkt 


-j;-  +  ic3(^^cos(..,y)-^^^^ 

-  II'-  +  ic,  ^^'^  .  ^  cos  (»,  T)  +  25^008(1-,^) 

166")     ]  +('^'^'.-;'^';)co8(,,z)), 

Summiert  man  diese  Werte  Uber  eine  geseldossene  Fläche  <s 
innerhalb  deren  die  Ableitungen  von  V  sich  regulär  verhalten,  so 
erhält  man 

156")  (A")  =  ü,  (n«  +  ic,j  A|^rfÄ,  (n--ic,/A|^c/A; 

alle  Gesamtkoniponeuten  verschwinden  sonach,  wenn        =  0  ist  — 
Setzt  111.111  di<'  Werte  (153)  und  (154)  in  die  Haujjtgleichuujreu 
(152)  ein,  so  nehmen  bie  lür  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die 
Form  an 
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/a0  .  ajf    a^\    ,    ^  ,dv    bu\  .    ^  a^ 
^(äJ- +     -  a7/ " *'«^iäF - äF)  + 

Diese  Gleichimgeu  kann  mau  betriedigeu  durch 
d.  h.  durch 

Q  r 0,(11; 


157) 


1570 


157") 


Ist  der  Körper  iiiibejrrenzt.  und  verschwinden  die  körperlichen 
Kräfte,  wie  auch  die  Verrückuiificu.  im  Unendliclien,  und  verlialten 
sie  sich  im  Endlichen,  wie  oben  erörtert,  so  stellen  diese  Fonneln  die 
vollständige  Lösung  des  Problems  dar  und  zeigen,  daß  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  konservative  Kräfte  nur  Potentiaidefor- 
mationen,  rotatorisclu-  nur  l )rillungsdeforniati(>nen  bewirken. 

Sind  0,  A,  yi.  A'  nur  inncriiali)  eines  sehr  klcint  ii  Bereiches  Äj 
Ton  Null  verschieden,  so  kann  man  für  Punkte  in  ungemessener 
Entfernung  bilden 

F^—y  u=^\  F=-^, 


worin 


gesetzt  ist 

Ist  unendlich  klein,  und  sind  die  CJ^  trotzdem  endlich,  so 
werden  F,  U,  F,  in  unendlich,  dies  Element  muß  dann  also 
durch  eine  geschlossene  Oberfläche  Oj  ausgesondert  werden,  und  die 
resultierende  Deformation  ist  als  durch  Drucke  hewirkt  zu  betrachten, 
welche  von  innen  her  gegen  ansgettbt  werden  und  sich  nach  den 
Formeln  auf  S.  382  berechnen  lassen. 

Wir  wollen  an  der  Stelle  b,  c  liegend  und  durch  eine 
Kugel  mit  dem  Centrum  in  o,  d,  c  ausgeschlossen  denken. 
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Bezeichnet   man  die  Kichtung  vou  r  positiv  im  Öinue  vom 
Punkte  Uf    c  hinweg  und  führt  durch 

«  —  ö  CS  r«,   y  —  d  SB  rßf   z     c  ^ry 

ihre  BichtongscosinuB     ß,  y  ein,  so  erh&lt  man  leicht  Folgendes. 
Der  Potentialdeformationy  die  durch 

r 

gegeben  ist,  entspricht 

158)  x^X^--'-^-^  F=7,=  -^^,    =  -^'ij^, 

der  Drilluug.sdeturnia,tiüu,  gegeben  durch 

r  ' 

entspricht 

158)  x-l;  =  o,  - = 

analoges  giebt  Toder  gleich  C,/r,  resp.  Cj/r.  Das  erstere  System 
entspricht  einem  nach  innen  gericliteten  Zug  von  der  auf  der  Kugel- 
iläche  konstanten  Größe  2c^Cjr^,  das  letztere  einem  Drehungsmomeut 
um  die  iT-Axe  von  dem  Betrag 

158")  i^2<^ij* {ß^-\-f)d(ü  =  4;itgC'j. 

Die  Gesamtkomponenten  sind  für  beide  gleich  NulL  — 

Die  in  (157  )  enthaltenen  Resultate  sind  wegen  der  Werte  von 
<l>,  My  N  durch  drei-  und  sechsfSache  Integrale  gegeben,  und  daher 
zum  Teil  wenig  übersichtlich.  Man  kann  sie  auf  einem  indirekten 
Wege  aber  sehr  leicht  durchaus  in  der  Form  drei&cher  Integrale 
erhalten.  ^'•) 

Hierzu  gehen  wir  aus  von  den  partikulären  Lösungen 

159)  /^-i?,  u^-^,  r-0, 

worin  r-  =  j:^ -f  7/^ -f  r-  ist,  und  wclchu  den  HauptfikMchuiigeu  (152) 
resp.  (157)  bei  verschwindeudeu  A,  i,  Z  genügen,  wenn  nur 

159')  2eq  =  c^p  =  (c  —  e^p 

ist   Sie  liefern  die  Verrückungen 

109-)  tt=/»~cr>~»   ^ 

die  im  UnendliclR'n  verschwindon.  aber  im  Koordinatiuanhiii.:  nn- 
cudiich  werden;  letzterer  Punkt  muß  daher  außerhalb  des  Mediums 
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liegen.  Wir  sclilieBen  iliu  durch  eine  Kuj^el  um  ilcii  Koonliiiaten- 
anfang  aus  uud  erhalten  für  die  Druckkompoueuteu  gegeu  ein 
Flächeuelement  derselben 


2e  r*         '       »■  2c  r* 


160) 


welche  nach  den  Orenzbedingimgen 

durch  von  innen  gegen  die  Wand  der  Höhlung  ausgeübte  Druck- 
komijonenteii  .V,  /  hervorgebracht  sein  müssen.  Diese  letzteren 
geben  über  die  Fläche  der  Kugel  sununiert  die  Besultate 

(X)  -  0,  (f) «  0,  {F)  -  4np(e  -  e^y  16(K) 

Ist  der  Hohlraum  unendlich  klein,  so  kl^nnen  in  endlicher 
Entfernung  von  ihm  die  Verrückungen  nicht  von  der  (irestalt  des 
Hohlraumes  und  der  Verteilung  der  gegen  seine  Wandung  wirken- 
den Drucke  abhängen,  sondern  nur  von  der  Größe  und  der  Ivich- 
tung  ihrer  Kesultanten.  Sie  müssen  also  z.  B.  auch  dann  durch  die 
Fornuln  (151))  resp.  (159")  gegeben  sein,  wenn  der  Hohlraum  aus- 
gefüllt ist  und  auf  st-inen  Inhalt  eine  äußere  körjjerliche  Kraft  von 
der  Größe  jener  Hesultanten  ausgeübt  wird.  Es  ist  dann  nur  {Z)  mit 
j>j  /j  (Ik^  zu  vertauschen,  wenn  (i/<^  das  Volumen,  (>j  die  Dichte  der 
den  H(thlraum  erfüllenden  Masse  bezeichnet,  und  wie  sonst  auf 
die  Masseneinlieit  Ix'zngon  wird.  « 

Es  wird  in  diesem  Falle  also 


^  ^  gl  Zi  ((r  +  c,)     +  (3c  -  c,) r*)äki  ^ 
8«c(o  — e,)r* 


161) 


Befindet  sich  das  Volumenelement  dk^  nicht  im  Koordinaten- 
anfaug,  sondern  an  der  Stelle  ^ifj/ijZu  so  ist  nur  x  mit  x^x^, 
y  mit  y  —yy,  z  mit  z  —  z^fxa  Tertauschen. 

Von  diesen  Formeln  ist  nun  sogleich  der  Übergang  zur  Lösung 
unseres  allgemeinen  Problemes  möglich;  denn  wegen  der  lineären 
Form  der  elastischen  Gleichungen  finden  sich,  wenn  an  allen  Vo- 
lum enelementen  beliebig  gerichtete  Kräfte  angreifen,  die  Verrückungen 
durch  Erweiterung  der  obigen  Ausdrücke  durch  Zufügung  der  von 
Xj   und  \\  abhängigen  Glieder  und  Integration  über  alle  Volumeu- 

eiemente.    So  gelangt  man  zu  den  Werten 

VOMT,  TtMoretbelM  Fbyifk.  25 
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161'), 


V  = 


w  = 


+  (3c-Cj)X,r«]^, 

d«ie7J  -^i)t-Vt(-- - y,{y -y,)  +  i^,(x-^x)] 

welche,  wie  oben  gesagt,  nur  noch  drei&che  Integrale  enthalten.'^  — 
Ist  der  Körper  endlich,  so  genügen  die  Lösungen  (157")  resp. 
(161')  nicht  den  GrenzbediDguiigeu,  sie  stellen  aber  nach  dem  oben 
Gesagten  immer  noch  einen  Teil  der  allgemeinen  Lösung  dar.  Ein 
zweiter  u\  v\  w'  muß  dann  den  Bedingungen  (152)  mit  verschwinden- 
den äußeren  Kräften  genügen  und  außerdem  bewirken,  daß  an  der 
Oberriache  entweder  die  Verrückungen  ii\  v\  w\  oder  die  Drucke 
A7,.  )  Zn  den  gegel)enen  Werten,  vermindert  um  die  aus  m,  t?,  ir 
üich  ergelienden  Beträge,  gleich  werden.  — 

Auch  für  die  Behandlung  des  Bewegungszustaudes  in  unend- 
lichen isotropen  Medien  erweist  sicli  die  o])en  gegebene  Zerleguufj 
der  Verrückungen  geeignet.  Nach  S.  338  gelten  hier  bei  hinlänglich 
schnell  wechselnden  Deformationen  ebenfalls  die  Formeln  (102).  nur 
stehen  die  adiabatischen  Konstanten  an  Stelle  der  isothermisi  heii. 
Die  ( ilt  ichuiigen  (152)  nelimen  .durch  Einführung  der  in  (154)  ge- 
gebenen W  erte  die  Form  an 


162) 


i'dF     BW     dV\      .      ^  (dW      dV\  ,      ^  dF 

(6F  ,  du  dW\  ,  ^  (dU  dW\  ,  dF 
d'/f'F      6V     dU\_^     ^IdV     dU\     .  ^dF 


von  den  körperlichen  Kräften  und  Oberflächendrucken  kann  hierbei, 
wenn  sie  nicht  mit  der  Zeit  reränderlieh  sind,  abgesehen  werden, 
da  sie  nur  ^ne  dauernde  Deformation  geben,  über  die  sieh  die 
Schwingungen  lagern,  ohne  von  ihr  beeinilufit  zu  werden. 

Zu  diesen  Hauptgleichungen  kommen  noch  Bedingungen 
den  Anfangszustand  und,  wenn  eine  dauernde  Erregung  an  den 
Grenzflächen  wirkt,  solche,  welche  die  Ai-t,  wie  diese  statttiadet, 
ausdrücken. 
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Ist  d.'is  MtMlium  uuliem'ciizt  und  zeitlicli  wcclisflndt  ii  k<)riierliclit-'ii 
Kräften  nicht  ausgesetzt,  -so  kiuinen  Bewegungen  nur  in  Folge  an- 
laugliclier  Verrückungen  oder  Geschwindigkeiten  eintreten. 

Wir  setzen  fest,  daß  zu  der  (beliebigen)  Zeit  /  =  0 

du  dp  Btp  i/>n'. 

«ist,  und  d&ß  sowohl 

im  Unendlichen  verschwinden  und  über  den  ganzen  Kaum  integriert 
einen  endliclien  Wert  ergeht-n. 

Dann  können  wir  die  Zerlegung  (154)  auf  die  Anlangswerte 
anwenden  und  schreiben 

BF^     BW,  B 


Bx  ^  By       ö»  ' 


d  X        d  y        r  X  ' 


162") 


die  Ff  Uf  Ff  W  werden  dabei  durch  die  gegebenen  (Größen  vollständig 
Vjestimmt  sein,  und  man  wird  auch  umgekehrt  jede  einzelne  von 
ihnen  willkürlich  TOfschreiben  können. 

Infolgedessen  müssen  die  allgemeinen  i\  U^V^W  in  den 
Formehl  (162)  gleichfalls  voneinander  nnahhängig  sein,  und  jene 
Gleichungen  in  solche  zerfallen,  die  sich  nur  auf  je  eine  dieser 
Großen  beziehen. 

Die  Gleichung  für  F  lautet  bis  auf  eine  irrelevante  Funktion 
der  Zeit  allein,  die  mit  F  Terbunden  werden  kann, 

«»-J^«cA^,  168) 

diejenigen  für  V,  W,  bis  auf  gleichfalls  irreleyante  Funktionen 
von  jr,  resp.  von  y  oder  z  und  t 

Diese  Formeln  sind  mit  der  Gleichung  (126"),  welche  ftlr  elastische 
Flüssigkeiten  gilt,  der  Form  nach  identisch,  und  gestatten,  da  bei 
einem  unbegrenzten  Medium  die  V,  V.  IF  voneinander  unabhängig 
sind,  j^enau  dieselbe  Rehandhmg,  wie  jene,  insl»esundere  auch  die 
Aiiwenduug  der  PüissüN'scben  Gleichung  (145  "),  welche  ihre  Werte 

26* 
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ZU  beliebiger  Zeit  direkt  durch  die  Aufaiigswerte  ausdrückt.  Einen 
Unterschied  bedingt  allein  der  \V'ert  der  FortpflansungSgeBchwindig- 
keit  V  resp.  oi,  der  für  F  gegeben  ist  durch 

163")  v««- 
t  iir  L  ,  /,  durch 
163'')  w 


2ff' 

Hieraus  folgt,  daß  in  einem  elastischen  testen  Körper  Anfangs- 
verrückungen  und  Anfangsgeschwindigkeiten,  welclit-  die  voraus- 
geschickten Bedingungen  erfüllen,  sich  in  je  zwei  Teile  von  dem 
Charakter  der  JV)tential-  und  der  Drillungsdeformation  sondern,  und 
(laß  ihre  Wirkungen  sich  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort- 
pflanzen, sich  also  räundich  sondern. 

Die  Berechnung  der  einzelnen  Teile  /J,,  F^,  U^j  .  .  .  ist  meist 
umständlich,  überaus  einfach  al)er  in  dem  Fall,  daB  der  Anfanirs- 
zustand  nur  von  einer  Koordinate,  z.  B.  von  z,  abhängig  ist.  Daun 
reduziert  sich  nämlich  das  System  (162")  auf 

=  -    •  '-1  =  +  -0^-»  «^1=  ' 

und  man  kann  daher  die  Formel  (163)  auf  w  statt  auf  F,  die  For* 
mein  (163')  auf  u  und  n  statt  auf  Uy  F,  W  anwenden. 

Hieraus  folgt,  daß  unter  den  gemacliten  Voraussetzungen  die 
normal  zu  der  Wellenebene  stehenden,  also  longitudinalen,  Ver- 
rückungen Poteiitialdeformationen,  die  ihr  parallel  liegenden)  also 
transversalen,  Drillungsdeformationen  bewirken. 

Die  Resultate  beziiglich  der  Einwirkung  des  Anfangszustandes 
sind  in  der  Gleichung  (132  )  auf  S.  355  enthalten  bei  Berücksich- 
tigung der  hier  statthndenden  Werte  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten und  der  an  Stelle  von  S  tretenden  «,  r.  w. 

Etwas  Ahnliches  tiudet  statt,  wenn  das  Medium  durch  die  un- 
endliche Ebene  z  —  0  begrenzt  ist,  welche  parallel  mit  sich,  aber 
sonst  beliebig,  bewegt  wird.  Sind  dabei  die  Anfangsverrückungwi 
und  Geschwindigkeiten  im  positiven  Halbraum  gleich  Null,  so  muß 
nach  Symmetrie  die  fortgepflanzte  Bewegung  auch  in  Wellenebenen 
parallel  der  A  i -Ebene  stattfinden,  wodurch  sich  wieder  tt  und  o  als 
Drillungs-,  w  als  Potentialverrückung  ergiebt. 

Hier  gewinnen  die  Kesultate  (132")  von  S.  355  bei  entsprechen- 
der Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  Geltung. 
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Wird  die  £bene  z  —  0  absolut  festgehalten,  und  ist  der  Anfange- 
zustand  tob  x  und  y  unabhängig,  so  ist  das  Verfahren  der  entgegen- 
gesetzt-spiegelbildlichen Fortsetzung  des  Anfangszustandes  in  den 
n^ativen  Halbraum  hinein  anwendbar. 

Sind  in  der  Ebene  z  =  0  die  äußeren  Drucke  und  hierdurch 
nach  (152')  X^,  1\,  Z^,  die  mit  dujdzj  dvjdz,  dw/dz  proportional 
sind,  als  Funlctionen  der  Zeit  allein  Torgeschrieben,  so  wird  Formel 
(132'")  anwendbar. 

Ist  endlich  die  Ebene  z^O  frei,  also  nach  (152')  bei  den  ge- 
machten Annahmen  duldzj  dv/dz,  dwjdz  daselbst  gleich  Null,  so 
ist  die  einfache  spiegelbildliche  Fortsetzung  der  An&ngswerte  in 
den  negativen  Halbraum  Torzunehmen. 

Daraus  ergeben  sich  dann  die  Regeln  ftlr  die  Behandlung  einer 
planparallelen  Schicht  eines  festen  elastischen  Körpers,  deren 
Gbenzen  fest  oder  frei  sind,  oder  gegebene  Yerrückungen  oder  ge- 
gebene Drucke  erfahren;  auf  ihre  Wiedergabe  darf  bei  der  großen 
Eiin&chheit  des  Problemes  Terzichtet  werden. 

Komplizierter  gestalten  sich  die  Ptobleme  der  Beflezion  und  der 
Brechung  schief  auffallender  ebener  Wellen  an  der  ebenen  Grenze 
zwischen  zwei  elastischen  Medien.  Hier  wird  eine  wesentliche 
Vereinfachung  durch  die  Annahme  der  Isotropie  der  Medien  nicht 
bewirkt,  sondern  nur  eine  formale,  und  daher  mag  dies  Problem 
erst  bei  Behandlung  krystallinischer  Medien  —  und  aus  gewissen 
Gründen  erst  im  nächsten  Kapitel,  —  in  Angriff  genommen  werden. 

Die  mittlere  Energie  einer  ebenen  Welle  berechnet  sich  genau 
so,  wie  iiuf  S.  358  für  lon^iliulinale  Wellen  gezeigt  ist,  auch  für 
transversale;  bei  Kinfulirung  der  Ljn'jßten  Amplitude  A  der  Ver- 
rückuug  erhält  man  in  beiden  Fällen  übereinstimmond 


Neben  den  ebenen  beanspruchen  auch  im  festen  elastischen 
Körper  die  Kugelwellen  ein  besonderes  Interesse,  welche  auftreten, 
wenn  Fj  W  die  Koordinaten  nur  in  der  Kombination  enthalten, 
welche  die  Sntfemung  r  des  betrachteten  Punktes  von  einem  be- 
liebigen festen,  etwa  dem  Koordinatenanfang  ausdrückt 

Die  Gleichungen  fUr  jene  Funktionen  nehmen  dann  die  Gestalt  an 

5Vr_.      b*rU        ö'rr_,      a^rV  d^rW 
i'-^/«    -i^j-ä^T"'  ('^fi  -i^^a  br*  '  ^  bf 


—  1  ^^^"^ 


164) 
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und  gestatten  dieselbe  Behandlung,  wie  S.  368  die  entsprechende 
für  F  allein.  Die  dort  erhaltenen  Resultate  Uber  die  Potential- 
▼errilckungen,  welche  longitudinal  stattfinden,  sind  sogar  unge- 
ändert  auf  unseren  Fall  zu  ttbertrageui  es  braucht  also  nur  auf  die 
Urillungsrerrttckungen,  die  sich  durch  üy  V,  W  bestimmea  und 
deren  Komponenten  wir  mit  «*,  o*,  to*  bezeichnen  wollen,  etwas  näher 
eingegangen  zu  werden. 

Aus 

bW  y       dV  % 
dr  r* 

dÜ  X      BW  X 
dr  r       dr  r  * 

w  =        g  _  Bü  y 
Br  r  Br 


164) 


tt 


V  = 


folgt 


die  resultierende  Verrückung  ist  also  normal  zu  r  oder  trans- 
versali  analog  wie  bei  ebenen  Wellen. 

Einen  genaueren  Einblick  in  ihre  Natur  eriiält  man,  wenn  man 
alle  Teilchen  betrachtet,  welche  auf  einer  Kugelfläche  um  den  An- 
fangspunkt liegen;  für  diese  sind  mit  r  auch  die  gleichen, 
das  System  (164')  nimmt  also,  wenn  wir  mit  L,  M,  N  jenen  Teilchen 
gemeinsame  Funktionen  Ton  t  allein  bezeichnen,  die  Form 

«*  =  iVy  —  Mzf  v'  =  liZ  —  iVx,  uj'  =  Mx  — 

an,  deren  Yergleichung  mit  den  Formeln  (118)  auf  8.  96  zeigt, 
daß  die  Kugelfläche  in  dem  Augenblick,  wo  die  Werte  «*,  v\  w' 
gelten,  eine  Gesamtdrehung  vom  Betrage 

um  eine  Axe  durch  ihr  Gentrum,  deren  Bichtungscosinus  resp.  LfD. 
MfJD,  NjB  sind,  erlitten  hat 

Die  Rotationsaze  flQlt  mit  einer  Koordinatenaze  zusammen, 
wenn  zwei  Ton  den  drei  Funktionen  W  verschwinden. 

Der  einfachste  Ansatz  f&r  eine  fortschreitende,  transversale 
Kugelwelle  wird  hiemach  durch 


164") 
erhalten. 


br 


il 


bw  .1- 


or 


0, 


fr 
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Die  resultierende  Verriickuiig  besü'ht  wieder  aus  meiireren 
(Tlitdeni.  die  nacli  ver^cliiedenen  Gesetzeu  mit  wacliseiider  Ent- 
frrmiiig  r  abnehmen.  In  großen  Enti'eriiuii<;en  Ideiben  nur  diejenigen 
merklich,  bei  welchen  die  Ditierentiationen  niieh  den  Koordinaten 
sich  ausschließlich  auf  das  unter  dem  Sinns  vorkommende  Glied 
beziehen,  so  daß  man  setzen  kann,  üidem  man  dlf  /dt  in  ff' 
abkürzt, 

tt'  =  -      ^- ,      =  +  -  0,  164") 

und  ähnlich  fftr  die  lebendige  Kraft  ip'  der  Volumeneinheit 

Das  Potential  9»'  der  Volnmeneinheit  folgt  nach  (Hb")  wegen 
1*^  BS  0  und  to  »  0  in  der  Form 

oder  bei  gleicher  Beschränkimg  auf  die  höchsten  Glieder 

Hieraus  folgt  wegen  e^l2Q»tüi^ 
und 

wobei  X       Winkel  zwischen  r  und  der  +ir-Aze  bezeichnet 
Daraus  ergiebt  sich  der  Hittelwert 

und  bei  Einführung  von  a«/o>«  X  und  «  s  2«/t  schließlich 

•;=^^«nV.  165-0 

Die  FortpHanzung  gt  seliielit  also  nach  verschiedener  Richtung 
mit  verschiedener  Intensität,  normal  zur  Rotationsaxe  mit  der 
größten,  ihr  parallel  mit  verschwindender. 

H  88.   Gleiehgewioht  isotroper  Kedien  bei  beliebiger  Begreniuiig. 

8ati  Ton  Bbttl 

Wenn  auf  einen  beliel)ig  begrenzten  isotropen  «  lastischen  Körper 
körperliche  Kräfte  wirken,  so  ist  es  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
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immer  möglich,  ein  VerrückunuNsystrni  zu  finden.  weUln  ^  den  jeu»^ 
enthaltenden  Hauptgleichuniien  genügt,  aber  den  ()l)erHächen- 
bedingungen  nicht  entspricht.  Man  kann  dies  System  als  einen 
Teil  der  allgemeinen  I^öRung  ansclien,  und  das  Problem  ist  voll- 
stüiiilig  gelöst,  wenn  es  gelingt,  ein  zweites  System  Verrückungec 
zu  linden .  welches  den  Hauptgleichungen  bei  verschwiudeüdeii 
körperlichen  Krältpii  genügt  und  an  d«*r  OberÜäche  die  gegebeneL 
Werte  der  Vcrriiekungcn  (»der  Drucke,  vermindert  um  die  von  dem 
ersten  System  herrührenden  Anteile,  ergiebt.  Dies  soll  jetzt  auf- 
geführt werden;  weil  alter  das  Problem  auch  selbständige  BedeutULg 
hat.  wollen  wir  die  bezüglichen  Verrückungen  wieder  mit  u,  r,  r. 
die  Oberilächeiidrucke  mit  X,  1\  die  OberilächenTerrückungen 
mit  u,  r,  rr  bezeichnen  und  von  dem  Zusamm^hang  mit  der  oben 
gelösten  Aufgabe  absehen. 

Bei  Terschwindenden  körperlichen  Kräften  lassen  sich  die  Haoix- 
gleichungen  schreiben 

die  Grenzbedingungen  lauten,  wenn  die  Verrückungen  in  der  Ober- 
tiäche  vorgeschrieben  sind, 

wenn  aber  die  ]>ru(  kf  gegeben  sind,  kann  man  sie  nach  (152)  bei 
EinlUhrung  der  Driiiuugeu  /,  m,  n  leicht  in  der  Form  schreiben: 

A  cos  +  W  COS  (»,  Z), 

l  cos  (9,2)  +  n  cos(y,f), 

fllC08(ir,«)  +  /  C06(v,y), 

worin  V  die  äußere  Normale  bezeichnet  und,  wie  schon  oben,  c— f| 
in      abgekürzt  ist 

Diese  Formeln  weisen  darauf  hin,  daß  bei  gegebenen  Ober- 
fläohenTerrttckungen  zunächst  auf  die  Bestimmung  Yon  1^  aus- 
zugehen ist;  aus  dessen  Werte  allein  findet  uch  dann  v,  v, »  oid> 
den  in  §  22  des  ersten  Teiles  entwickelten  Metboden  Är  die  B^ 
Stimmung  einer  Funktion  1^  aus  gegebenem  AV'  und  ijcr.  Bei  g^ 
gebenen  Oberflächendrucken  muß  aber  ^,  /,  m,  n  gefunden  sein* 
um  jene  Methoden,  und  zwar  für  gegebenes  a  V'       d^jdvy  aniB* 


166'0 


du 
dp 

dr 

dir 


«I 

-i-r- 
«« 

=  1^- 


r 
c 

Co 


^  t^cos(f,y) 
'  »^cos(r,z) 
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wenden;  es  l)leiht  in  diesem  Falle,  wie  begreiflich,  in  u;  je 
eine  additive  Konstante  nid)estinirat. 

Kür  die  Losung  der  Auff^abe,  und  /,  m,  u  zu  finden,  erweist 
sich  eine  Bezieliuug  nützlich,  welche  den  Namen  des  BE'iTi'schen 
Satzes  lührt/^)  Sind  nämlich  zwei  Systeme  von  krtr|u  i  liclicn  Kräften 
y,Z  und  i',  %  3,  so^ie  Yon  OberHüchendrucken  A,  i ,  Z  und  X,  %  3 
gegeben,  und  bezeichnen  u,VfW  und  u,  t>,  t9  zwei  Systeme  mit  ihuen 
verträglicher  VerrUckungen  in  demselben  homogenen  elastischen 
Körper     so  ist 

;,.4(A--)u^(r--).,-(.-^-).„l 

+  \do{X\\-\-  i  ü  -t-  Zxo) 
^  167) 

Diese  Gleichung  wird  bewiesen,  indem  man  die  Werte  Ton 

aus  den  Hauptgleiehungen  (118)  einsetzt  und  das  Raumintegral  so 
durch  teilweise  Integration  umformt,  daB  alle  OberHftchenintegrale 
Terschwinden. 

Man  erh&lt  aus  ihr  einfachere  Bedprodt&tss&tze,  indem  man 
Yerfilgungen  trifft,  welche  eine  grOBere  oder  geringere  Anzahl  Ton 
Gliedern  verschwinden  lassen.  Dabei  ist  indessen  zu  beachten,  daß 
die  damit  eingeführten  Annahmen  ttber  Krftfte  und  Verrückungen 
miteinander  vereinbar  sein  mttssen. 

Betrachtet  man  z.  B.  zwei  Gleichgewichtszust&nde,  bei  welchen 
die  Oberflachenpunkte  sSmtlich  festgehalten  sind,  und  läßt  körper- 
liche Krftfte  nur  auf  zwei  sehr  kleine  Bereiche  K  lesp.  f  wirken, 
so  erh&lt  man 

h'  (A'u  +  i  ü  -i-  i?n»)  =  f  (Xu  +  ^^t;  +  3»);  167  ) 

dies  läßt  sich,  indem  man  von  den  Komponenten  einige  gleich  Null 
setzt,  noch  weiter  vereinfachen  und  ergiebt  einen  leicht  in  Worte 
zu  fassenden  Satz. 

Befindet  sich  der  elastische  Körper  unter  alleiniger  Wirkung 
von  Obertiächendrucken  im  Gleichgewicht,  so  nimmt  die  Formel 
(167)  die  qieziellere  Gestalt  an 

.     / do  (A'u  +  J'ü  -f  ^rö)  1  / do  {X  Ü  +  1^  V  -{-  167") 
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welche  die  Grundlage  für  die  weitere  Eutwickelung  dieses  Ab- 
schnittes bildet. 

Bei  derselben  soll  w,  v,  tr  jederzeit  das  tresuchte  System  Ton 
Verriiekiingen  und  X.  V,  Z  das  ihm  entsprechende'  System  von  Ober- 
tläcliendrucken  bezeichnen,  welches  mit  dem  der  iuneren  Drucke 
durch  die  Beziehungen 

verbunden  ist 

tD  soll  hingegen  ein  System  Ton  HilfsTerrllcktingeii  be- 
zeichnen, X,  3  das  ihm  entsprechende  System  von  DruckeB. 
nnd  zwar  wollen  wir  so  über  sie  verfügt  denken,  daß  Vcrrückunnen 
und  Spannuni:«  11  an  einer  Stelle  a,  h,  c  des  Körpers  k  uueiuilich 
werden,  so  daß  dieselbe  also  durch  eine  unendlich  kleine  Ober- 
tläcbe.  etwa  eine  Kugellläche  /t'  um  a,  c  als  Centrum,  ausgeschlossen 
werden  muß,  um  die  Formel  (167")  anwenden  zu  können. 

Außer  über  die  gegebene  OberHäche  o  von  k  sind  dann  di» 
Integrale  in  (167  )  noch  über  (liejeuige  o  von  Ä'  zu  erstrecken;  <üt 
auf  letztere  bezüglichen  Werte  mögen  aber,  als  für  das  Innere  von* 
geltend,  nicht  durch  einen  Strich  ausgezei<bnet  werden. 

Führt  man.  wie  auf  S.  3S4.  die  ixii-lituiigscosinus       ß,  f 
liadiusvektors  von  a,  h.  v  aus  ein.  sc»  winden  nach  (152')  die  in 
dem  Integral  links  in  Formel  (167  )  auftretenden  Drucke  an  üer 
kleinen  Kugel  die  Werte  erhalten; 

X  «  ^.  «  -  (c,x^  +     ''0  rt  -  \  ^  3  {x^ß  +  X,  y) , 
168)         i'=  -  {c^y^^  c^n)ß  -  i,^a), 

/  =     =  -  (c,z,  +  c^d^r  -  4-  z^ß). 

Da  die  wirididien  Verradcungen     ü,  w  innerhalb  k  stetig  siod 
so  kann  man  hierin  die  Werte  der  Deformationsgrößen  statt 
die  KugelHäche  o*  für  ihr  Centrum,  d.  h.  für  den  Punkt     ^,  c  sellist 
nehmen. 

Was  die  Verrückungen  w,  t%  tr  in  dem  Integral  recht!?  m 
Gleichung  (167  )  angeht,  so  kann  man  auf  o'  für  sie  die  Eiitwickelim^ 
setzen 

I  —  /dtP        Alf  ■%      dto  \ 
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wo  »ich  nimmehr  die  Urößeu  rechts  ebeui'alis  auf  die  Stelle  o,  6,  c 
bezieheu. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wählen  wir  zunächst  für  die  Hilfs- 
groBen  u,  k),  m  die  Komponenten  einer  Verrückung,  die  innerhalb  k 
regulär  ist,  a])er  an  der  Stelle  a,  b,  c  dch  verliiilt  wie  diejenige  der 
S.  384  betrachteten  Poteutialdeformation  mit  dem  Potential 

uämlich  wie 

ai-  ai       ,  ai- 

Setzen  wir  in  der  Formel  (167")  diese  Ausdrücke  ne])en  den 
Werten  (168)  in  das  Integral  links  über  die  kleine  £ugelflftche 
ein  und  bemerken,  daß 

aber 

ist,  so  reduziert  sich  dasselbe  auf 

In  das  Integral  rechts  ist  neben  den  Werten  (leS')  das  ent- 
sprechende System  der  Potentialdrucke  einzusetzen,  das  nach  (158) 
lautet: 

i=-2c,^,   ^)--2c,?,   3«-2c,^,  169") 
woraus  unter  Rücksicht  auf  (169 )  folgt 

Fülirt  ihan  diese  Werte  in  (167  ")  ein,  so  erhält  man  wegen  Cj  -f  c-j  =  c 
das  Kesultat 

4ac&ahc  «  J  do  [{diu  +  |)«r+  3«»)  - (.Vu  +T©  +  i?»)] ,     1 70) 

wo  sich  das  Integral  über  die  gegebene  Oberliäche  des  elastischen 
Köri)ers  erstreckt. 

Kanu  iiiaii  nun  für  den  gegebeneu  Kr>ri>er  ein  System  Hilfs- 
größen u,  ö,  )v  tindeii,  welches  die  Hauj)t<:It'ichun^'en  (160)  und  die 
?s\d)enbedingungeu  (lOfn  hetVietligt,  uiid  überdies  au  der  Obertiäche 
des  Körpers  verschwindet,  su  ist 
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170')  4  Tr,>„,,,  =  ff/o{Xii  +  ?)r  +  ;Vr): 

es  ist  in  diesem  Fülle  also  durch  die  vorLrescliriebenen  Ohertiiichen- 
werte  u,  v.  ir  mit  Hilfe  der  aus  den  u,  ö,  lü  folgenden  Obertlächen- 
drucke  '^j,  ^  vollständig  bestimint  und  durch  eine  einfache 
Quadratur  zu  finden. 

Ist  hingegen  das  iülfssysteni  u,  \),  m  so  bestimmt,  daß  an  der 
Oberfläche  ditVt  3  ▼enohwindet,  so  wird 

170")  ine&ahc'^  -/ rfo(Iü+T» +  Z»); 

hier  ist  also  &  durch  die  Werte  der  Überilächeudrucke  und  die 
Oberthichen werte  der  u,  t),  tv  bestimmt. 

Diese  Resultate  haben  große  Vcrwaiidtschalt  mit  der  S.  185  u.l*. 
auseiiiundergeset/.ten  Methode  der  (iKKEN'schen  Funktionen  zur  Lö- 
sung von  Randwertaufgaben  für  Funktionen  Fj  die  der  Gleichung 
^  /'=  0  geniigen. 

Für  den  Fall  gegebener  i/,  r,  tr  ist  <lurch  Vorstellendes  alles 
erreicht,  was  zur  allgemeinen  Bestimmung  von  ?/,  v,  ir  nötig  ist. 
Für  den  Fall  gei^n  bcm  r  \.  }\  Z  muß  dagegen  erst,  wie  hier  t/-,  auch 
noch  /,  in,  n  gewonnen  werden. 

Zu  diesem  Zwecke  wUlilen  wir  für  u.  t).  m  ein  System  von  Ver- 
rückungen Hj.  D,  ,  ui, .  das  sicli  im  übrigen  innerhalb  h  regulär  ver- 
hält, aber  an  der  Stelle  a.  />.  c  übereinstimmt  mit  deniienigen,  welches 
einer  1  Jriliungädeformation  mit  der  8.  384  eiugeiührten  Driiiungs- 
funktion 

entspricht,  also  mit 
171)  «',-0, 

Führt  man  in  der  Gleichung  (IßT")  diese  Werte  in  den  An- 
teil des  Integrales  links  ein,  welchen  die  unendlich  kleine  Kugel- 
fläche  o  liefert,  so  erhält  man  nach  (ICO")  den  Wert  NulL 

Die  dem  obigen  U*  entsprechenden  Driilungsdruoke  werden 
nach  (158  ) 

setzt  man  sie  neben  (108  )  in  den  auf  die  Kugelfläche  bezüglichen 
Anteil  des  Integrales  rechts  ein,  so  erhält  man 

und  somit  das  Gesamtresultat 


U'  =  -5- 
r 


r 
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4«c,(.»e  =  j  do  [(Ittj  +      +  i?Mg  -  (3^«*  +  Si»  +  3iw)] ,  171") 

worin  ,  ,  '^i^*  dem  oben  definierten  System  Uj ,  ,  iPj  ent- 
sprechenden Drucke  an  der  Oberliäche  des  elastischen  Körpers  be- 
zeichnen. 

Fülirt  man  Hilfsgri'tßeii  Ug,  ip,  ein,  die  iu  o,  6,  c  mit  den 
durch  die  Drilluiigsfuuktiou 

bestiiiuiiteii 

gl  ^1 

"*=-ör-  +  r^»  »^^.-^^  172) 
ttbereimrtamiinm,  so  folgt  analog 

Endlich  liefert  ein  System  u,,  b,,  lo,,  welches  in  a,  bf  c  über- 
einstimmt mit  den  ans  der  Drillungsfunktion 

folgenden 
die  Formel 

Werden  die  u^,  D^;  tOf^  überdies  den  Bedingungen  unterworfen, 
daß  sie  an  der  Oberfläche  0  verschwinden,  so  erhält  man 

45ic,/.fce  ==  /  do{XÜ^  +  Föj  +  ^j),  173") 


werden  sie  so  bestimmt,  daß  daselbst  die  ihnen  entsprechenden 
Drucke  gleich  Null  sind,  so  ergiebt  sich 


Diese  Formeln  entsprechen  genaa  den  für  //«bc  abgeleiteten  (170') 
und  (170")  und  gestatten,  wenn  Air  einen  Raum  k  die  zugehörigen 
Uj^,  Xi^j  xOf^  gefunden  sind,  die  Bestimmung  der  Drillungskomponenten 
m,  n  für  eine  jede  Stelle  aus  gegebenen  Werten  der  OberHächen- 
verrückungen  oder  Obertlächendrucke. 

Beide  Systeme  können,  abgesehen  von  der  Bedinfxuiig  der  Stetig- 
keit, im  allgemeinen  beliebig  vorgeschrieben  werden;  nur  in  dem 
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Falle  y  daß  auf  der  ganzen  Oberfl&che  X,  Y,  Z  Torgeschrieben  sind, 
müsaen  diese  mit  den  X,  Z  zusammen  die  allgemeinen  mechanischen 
Gleichgewichtsbedingungen  erfüllen. 

Wie  aus  gefundenem  i9-  allein  bei  gegebenen  v.  ti?,  aus  ge- 
fundenen //•,  /,  m,  n  bei  vorgeschriebenen  A'.  i  ,  Z  sicli  schließlich 
die  Verrückungen  u,  w  w  für  jede  Stelle  bestimmen  lassen,  iht  bereits 
auf  S.  392  enirtert  worden.  — 

Die  Bestininumg  gccif^nt'tcr  Jlilfsfunktionen  ii^ .  ü, .  in,  ist  im  aU- 
gemeineii  srhwieriij.  läßt  sich  aher  für  den  Ha  Ibra  um,  dvn  wir 
(hirch  die  Bedingung  z>U  delinieren  wollen,  verhältnismäßig  leicht 
durchführen/'^) 

Bei  geliehenen  Oberflächen verrückungen  m,  r,  ir  handelt 
es  sicli  zunächst  nur  um  die  Berechnung  von  »V-,  nicht  auch  vou 
/,  w,  w.  Für  dieselite  ordnen  wir  dem  Punkte  a,  Z>,  c  seinen  Spicael- 
))unkt  (i.  h,  —  r  in  Bc/u^'  auf  die  Kheue  z  =  0  zu  und  bezeicbueu 
die  Kntft'rnung  von  ihm  mit  r'. 

iSetzeu  wir  daun 


174) 


^     dx     dx  ^^^'dxdz' 

Ö  OS  —  — —ü^  —  2  z 

dff      djf        ^  öyö;* 


so  genügt  dies  System  den  Uauptgleicbnngen  (166).  wenn 

ist»  Stimmt  f&r  r  »  0  überein  mit  u*.  t*,  in  (169).  reriiilt  sich  im 
abrigen  für  ;  >  0  regulär  und  Tenchwuidet  ftr  x  »  0. 

Das  in  der  Formel  (170*)  filr  ^  xorfcommende  Integral  ist  hier 
Uber  die  Ebene  s^O  zn  erstrecken,  die  %  ;^  siod  daher  mit 
.V^.  ^)..  identisch. 

Ihn*  VN  erte  tindet  mau  leicht  zu 

e.i 

174-^     i^«-4rr^.  :  ,  t>,=---*cc,.  :.i«-4cc^^. 
*  *cxct  *cjrci   ^  *  et* 

worin 
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Vertauscht  man  weiterhin  a,  bf  c  mit  ;r,  y,  r  utid  bezeichnet  die  Ko- 
ordinaten von  do  mit  um  sogleich  als  Fiinktiou  von  ar,  y,  z 
zu  erhalten,  wie  es  weiter  gebraucht  wird,  so  wird  aus  Formel  (170') 

,  ffi  ^      «"^  _  ^  1 

wofür  man  auch  setzen  kann 

*  =  -  T  /J]         +     ».  +              «'y. '  1  ^ö) 
Odert  wenn  man 

ff^'^dx,  äy,  «  ^,  JJ  ^'  rfx,  rfyj  «  -ß,  JJ'fdx^  dt,,  «  C  175') 
setzt, 

^             ö  (dÄ  .dB  _,dC\         e^dP  ,7-,,. 

wo  P  eine  gegebene  Größe  bezeichnet 

A,  B,  C  sind  nach  S.  158  NEWTON'sche  Poteutialfunktionen  mit 
der  Konstante  f  —  l  von  Belegungen  der  Xl'-Ebene  mit  den  Dichtig- 
kciteu  u.  Vf  w;  sie  erfüllen  demgemiiß  die  Gleichungen 

A^=A^=A6"=0  176) 

und,  da  sie  symmetrisch  zur  Xl'-Ebene  sind,  nach  Gleichung  (165') 
auf  S.  158  auch  die  anderen 


«^=-2,«,   1^.-2,^    |f--2.«..  176) 
Auch  F  erfüllt  die  Gleichung  aP—  0,  giebt  aber  für  ;ri- 0  auch 

Diese  Eigenschaften  zusammen  mit  der  allgemeinen  Beziehung, 
daß  für  eine  Funktion  tp,  welche  die  Gleichung  A  ^  ~  0  erfüllt, 

Az(f  =  2dcf  jöz  176") 

ist,  kommen  nun  bei  der  Bestimmung  von  u,  v,  w  aus  dem  gefun* 
denen      zur  Anwenduiii?. 

Die  Uauptgleichungen  (166)  iür  u,  i;,  w  nehmen  jetzt  die 
Form  an 


^  A  » 


B*P 
B*P 


177) 
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die  Grenxbedingungen  lauten  ftlr  r  «  0, 

177')  Usstf,     0  =  t7|  tOBStO. 

Aus  ihnen  kann  man  nach  dem  Vorstehenden  schließen 


177") 


2»»  s 


BP  dA 


o  BP  dB 


291 19 


99 
BP  90 


wodurch  alle  Bt'diimunpjen  lirlritnli^^a  sind. 

l)ie  (Tleichiiuf^eii  (177")  stellen  also  die  Lösung  des  Problem« 
der  Deformation  des  positiven  Halbraumes  durch  in  der  Greiu- 
ebene  r  =  U  ausgeübte  Verrückungen  dar. 

Das  Resultat  drückt  sich  aus  in  Summen  über  die  Wirkunireu. 
welche  die  einzelnen  Oberllächenelemente  ausüben.  P'ür  ein  einziges 
do  =  q  im  Koordinateiianfang  und  einen  in  endlicher  iunUemung 
davon  betindlichen  Punkt  x,  y,  z  erhält  man  leicht,  falls 


a  — 


177"') 


271  M 

9 


=  «*  +  y*  +  s*, 

=       ("(3«^  -  1)  +  vaß  +  war)  +  «  ^, 


w 


ein  Resultat,  das  sich  noch  Terein&cht»  wenn  man  nnr  eine  der 
Komponenten     v,  w  Ton  Null  Terschieden  annimmt 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  die  im  Innern  des  Körpers  erregften 
VerrUckungen  ein  Glied  enthalten,  das  von  dessen  elastischen  Kon- 
stiinten  vollkommen  unabhängig  ist.  — 

Niclit  so  einfach  ist  der  Fall  gegebener  Oberflächendrucke. 

Zur  Bestimmung  von  »V^  hat  man  zu  setzen 


178) 


u 


r 

Bx 


B  \  ö«i 

b  X  '        Bx  öx 


.  1 
dy 


1 


+  2z 


»«•3  s-  +  2z 


ByBx* 
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worin  der  zweite  Teil  sich  uur  durch  den  konstauteu  Faktor  —  1  Vj, 
von  demjenigen  des  Ansatzes  (1T4)  unterscheidet,  also  den  Haupt- 
gleichungen genügt,  da  es  jener  tliut;  der  Ansatz  verhält  sich  für 
r  =  0  wie  u ,  ö',  tu'  in  Formel  (lü9),  ist  im  übrigeu  für  z  >  0 
regulär  und  macht  für  z  =  0  auch 

Fflr  die  Ebene  x  —  0  giebt  er,  d» 


ist,   

öl  Vi 

und  man  erhält  ans  (17(X')  Bogleichf  indem  man,  wie  oben,  a^hjC 
nunmehr  mit  x,    z  TertanBcht 


178") 


Fohren  wir  die  erste  abgeleitete  Poteutialfunktion  (f^  eines  Massen- 
punktes Eins  im  negativen  Halhraume  von  S.  207  mit  der  Kon- 
staute f  =  i  unter  der  Bezeichnung  ein 

r'  =  /(Zi +*  +  r')  179) 

worin  r'*  —  («  —  jtj)*  +  (y  —  ifj)*  +  (;r  +  äj)*  ist,  beachten,  daß  die 
Beziehung  gilt 

d»     a«,  ^'^'^ 

und  setzen  kurz 

dA'    dir    der     p,  M79") 

80  erhalten  wir 

1  SP* 

A\  B\  C  sind  nach  der  Definition-  Potentialfunktionen  der 
Art  X  voll  Belegungen  der  Ebene  r  =  0  mit  den  Flächendichten 
X,  Yf  Z  und  sie  genügen  demzufolge  den  Gleichungen 

A^'  =  A^'  =  AC''  =  0;  180) 

ebenso  gilt  ersichtlich 

Voigt,  ThsorctiMlw  Phjük.  26 
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Ferner  sind  d  A'  /  ö z,  dF  jdz,  dC  jdx  die  NEwroN'schen  Flächen- 
potentiale  von  den  gleichen  VerteüuDgen,  wie  Ä\  £\      und  es 
demgemäß  wie  in  (176  )  für  x  »  0 


180") 


TiT  ^*^f 


Diese  Eigens(  iiatti  n  kommen  bei  der  Fortführung  unseres  Pro- 
blemes  zur  Anwendung. 

Zur  Bestimmung  von  /  ist  ein  System  Uj,  Dj,  iDj  zu  linden,  da? 
den  Hauptgleichungen  (ltj6)  genügt,  sich  für  r  —  0  verhält  wie 
Up  x>\,  to[  in  (171),  im  Halbraum  z  >  0  übrigens  regtüSr  ist  und  in 
der  Ebene  z  »  0  die  Drucke 

wer(](Mi  läßt.  Man  erhält  ein  solches  mit  Hilfe  der  von  einer  im 
Spiegelpunkt  a^b,  —c  betindlichen  Masse  Eins  genommenen  Potenüal- 
funktion 

/-/(z  +  c  +  r) 

in  der  Form 


181) 


2,  2r, 


+  ^  +  2z 


dx 

ai 


d*x'   .  2r,  ay 


»0,  = 


dy  '       dffdx*     e  +  Cidydx 


welches,  wie  die  Berechnung  zeigt|  allen  gestellten  Bedingungen 
genügt. 

Da  in  der  Grenze  2  =  ü 


r 


"10     w  -  - 

ist^  80  erhiüt  man 


a« 


dy  öyd» 


181") 


»1=  + 


«  +  ci  ay* 


+  2 


a«ay' 
a«« ' 


»  - 


Dies  ist  nun  in  die  erste  Gleichung  (173")  einzusetzen,  wobei, 
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wie  S.  399,  x,  y,  z  mit  t^,  y^,      und  a,bf  c  mit        ir  Tertausoht 
werden  mag,  um  /  für  den  Puukt  x,  y,  z  zu  berechnen. 
So  erhält  man  znn&ohst 


181"') 


oder  wegen  des  Wertes  von  der  d^/'  jdx^di/^  mit  o^/ldj-di/ 
und  ö-/'/  6'zj  (5//j  mit  —  d*/ldz  dy  zu  vertauschen  gestattet,  bei 
Einführung  der  Abkürzungen  (179") 

Die  Berechnimg  Ton  m  ist  nicht  erforderlich,  sondern  das  Be« 
snltat  ist  ans  dem  vorstehenden  durch  Vertanschnng  Ton  x  mit  y 
und  Ton  jr  mit  —  x  sogleich  sn.eihaltea  wie  folgt: 

dP'  ^J_J_  fdß^  _  Bä'\ 


Zur  Bestimmung  von  n  ist  zu  setzen 


a±   aJ^  al 

woraus  durch  leichte  Bechnung  folgt 

1    d  (dB*  _  dA*\  go,. 

Hiermit  sind  die  i>,  /,  m,  n  durch  die  gegebenen  A',  /  voll- 
ständig bestimmt  und  es  erübrigt  nur  noch  die  Ableitung  der  ihnen 
entsprechenden  u,  r,  w  aus  den  Hauptgleichungen  (166)  und  den 
Oberliächenbediiigiingen  (1  MG"). 

Letztere  nehmen  in  unserem  Falle,  WO  die  Xl^-Ebeno  die 
Grenze  bildet,  die  einlachere  Form  an 


dt»      1  V  ö*'      1  V  I  7 


183) 


Die  Grenzbedingung  für  tr  enthält  also  keine  Drillungskomponente 
und  ist  deshalb  die  einfachste.  Für  tr  gelten  bei  Benutzung  des 
Wertes  (179  ")  von      die  beiden  Formeln 

26» 
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denen  nuud  wegen  der  Eigenschaften  (180)  bis  (180")  der  A\  F.  C 
und  F\  sowie  wegen  der  allgemeinen  Beziehung  (176")  genügt  darcb 


183") 


2nw 


P' 


Fttr  11  und  o  lauten  die  Bedingungen 


d* 


184) 


1  ««P' 


1 


e  dP 


1  «  -  At; 


^      _1  ö_  IdB'  _  _ 


±F+        0  ^P* 


Den  Hauptf^leichiin^cn  genügt  man  durch  die  partikuiärea  Lösungen 
Ii'  und  Vf  gegeben  durch 


1840  2«<^«' 


—  2 


BP' 
dx 


dB' 


dP' 


welche  in  den  Grenzbedingungen  die  Glieder  X/e^  und  JT/c^  hinweg 
heben;  können  also  zwei  Funktionen  «*'  und  v**  so  gefonden  wer- 
den, daß 


184") 


BP' 


 (  öBl  _  dÄ'\  ^  _  Öl»" 


ap' 


+ 


1 


/dir  _  dA^\  _ 


27i(c  +  Cj)  djf  271C, 

wird,  so  giebt 

tt  »  tt*  + 

die  ToUstftndige  Lösung. 

Dazu  definieren  wir  drei  neue  Funktionen  A^^  C  da- 
durch, daß 

185)  ^^'6T'  ^ 

also  auch 

185') 


d% 


a« 


wird,  wo      aus  ebenso  gebildet  ist,  wie  F  aus  ^\  ^.  C. 

und  nehmen  die  GleiehunjLren  (184")  als  für  alle  z  gültig,  so  üaB 
wir  sie  integrieren  können.    Es  folgt  dann 
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1_  A 1^  _  g^" 


«irr 


Sn (o  +  0|)  2iBet  dy  V 

1  BP** 


186'1 


wobei  je  eine  addiÜTe  Funktion  yon  x  und  y  unbestimmt  bleibt,  die 
gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  wenn  die  «"»  den  Hanp^ 
gleichungen  genügen. 

Nun  sind  aber  nach  der  Definition  (170'')  A\  B\  C*  Potential- 
funktionen ebener  Verteilungen  von  den  Dichten  X,  Y,  Z,  wie  sie 
S.  207  als  erste  abgeleitete  bezeichnet  sind;  danacli  sind  C" 
die  entsprechenden  I^otcntiall'unktionen  zweiter  Art,  genii^ien  nach 
der  Formel  (212')  auf  S.  207  auch  der  Gleichung  A9>  =  0,  und 
gleiches  gilt  somit  von  ?/"  und  v\ 

Es  wird  hiemach  allen  Bedingungen  genflgt  durch  die  defini- 
tiven Werte 


f. 

d  /dB' 

c  +  c, 

dx  ^ 

dy  \  dx 

dy 

_  J"» 

d  /öß"  _ 
dx  \  dx 

dA'' 

c  +  e, 

dy 

185'") 


Die  Ausdrucke  für  «,  9,  w  nehmen  eine  besonders  einfache 
Gestalt  an,  wemi  an  der  Oberfl&che  nur  normale  Dmcke  wirken, 
also  _  _ 

und  daher 


dC 


'  dx 

ist;  sie  lauten  dann: 


186) 


_  ''s 

dC 

C  +  r, 

öx  ' 

b-'  er 

.  " dy  öx 

 _ 

c  +  '•, 

ÖC 
^.V  ' 

+ 

ciC" 

"  dx* 

ö*  * 

1860 


und  C"  ist  deliniert  durch 

Die  gefundenen  Resultate  stellen  sich  dar  als  die  Summen  der 
Wirkungen,  welche  die  einseinen  Flächenelemente  der  Grenzelione 
zsO  infolge  der  erlittenen  Drucke  X,  V,  Z  fortpflanzen.   Ist  die 
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ganze  Ebene  mit  Ausnalmie  eines  einzigen  Elementes  q  im  Koordi- 
natenanfang frei,  so  wird  für  Punkte,  die  in  eiidliclier  Eutfemimg 
von  q  liegen,  das  letzte  System  die  Gestalt  annehmen 

g  [r       c  +  c,  X  +  r 


186") 


l  r 


2c 

q  i  r    '  c  +  r 

worin      =      -f  j/"  +  *^  und  a  =  x/r,  /9  =  ///r,  y  =  r/r  ist 

Das  Gesetz  der  Ausbreitung  der  Wirkung  ist  auch  in  diesem 
einfacbsten  Fall  ziemlich  kompliziert 

Analoge  Behandlung,  wie  vorstehend  für  eleu  Halbraum  gezeigt 
ist,  gestattet  eine  planparallele  Schicht  und  eine  Voll-  oder  Hühl- 
kugel.''') 

Zu  neuen  interessanten  Verliiiltnissen  gelangt  man,  wenn  mau 
die  Oherflächendrucke  als  nielit  direkt  gegeben,  sondeni  durch  eiiRn 
ohne  Reibung  gt'gen  die  Uberliäclie  gedriickten  zweiten  elastiscliei 
Körper  bewirkt  denkt  Auf  diese  Fälle  kann  hier  indessen  nicht 
eingegangen  werden. 


§  88.  Ein  dnreli  Sinwirkangeii  auf  die  Ornndilftelien  gleiehfimif 
gespannter  Cylinder  aus  beliebiger  homogener  Substanz. 

Es  sei  ein  Cylinder  aus  beliebiger  homogener  Substanz  g^ 
geben,  und  es  seien  in  ihm  die  Defonnationen  x^,  ...2>^,  und  dem- 
gemäß auch  die  Spannungen  ,  .  .  .  A'^^  längs  der  Axenrichtimg 
konstant  angenommen.  In  diesem  Zustand  wollen  wir  den  Cylinder 
gleichförmig  gespannt  nennen.**) 

Wählt  man  die  C'vlinderaxe  zur  Z-Axe,  so  ergiebt  sich  aas 
dieser  Annahme  durch  eine  einfache  Rechnung  für  die  Ver- 
rttcknngskomponenten  tt,     w  die  allgemeinste  Form 

«  =  r  +  z(^i  -  i^,2r  -  Ay), 

worin  die  h  Konstanten  und  U,  Fy  H'  Funktionen  Ton  x  und  | 
allein  sind. 

Setzt  man  fest,  daß  für  ar^ysZsO 

i\       T    du       dv       dv  du 
'  0%      dz      ex  oy 


I 
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ist,  (1.  h.  daß  das  Teilchen  im  Koordiuateiiaiifang  keine  Verschiebung 
und  keine  Drehung  um  die  /-Axe  erleidet,  und  daß  das  benach- 
barte, ursprünglich  in  die  Z-Axe  fallende  Linienelenient  seine  Rich- 
tung beibehält,  so  ergeben  sicli  für  U,  /,  //'  die  Bedingungen 


außerdem  wird     s  0. 

Die  vier  Konstanten  y^,  und  A  lassen  sich  leicht  deuten, 
denn  es  ist 


also  bezeichnet  —  e'  die  lineäre  Dilatation  der  Axenfaser  des 
Stabes,  =  —  g^  =  m'j  k^n'  die  resp.  Änderungen  der  Drillungs- 
komponenten /,  in,  n  nach  der  Axenrichtung. 

Infolge  der  Defonnation  nimmt  die  Faser  des  Cylinders,  welche 
ursprünglich  in  die  /-Xxv  fiel,  eine  geändert«*  Gestalt  nn. 

Führt  man  d<'n  längs  dieser  Axenkurvc  gcm«'ssi'uen  Al)stand  s 
eines  ursprünglich  der  Koordinate  z  ojitspn  clu  iulen  (^uersclniittes  ein. 
80  ist  wegen  der  Kleinheit  der  Deformation  /'  mit  dl  öx,  m  mit 
dmjds,  n  mit  anjos  zu  vertauschen,  m'  und  — /'  sind  dalier  zu- 
gleich auch  die  rn  iproken  Kriniimungsradien  der  beiden  Kurven, 
welche  die  Projektion  der  deformierten  Axenfaser  auf  die  X/-  und 
die  )'^- Ebene  liefert,  beide  nach  der  Seite  der  positiven  A'-  resp. 
}  -Axe  hin  ])ositiv  gezählt;  da  ihre  Werte  von  z  unabhängig  sind, 
so  sind  beide  KuiTen  Kreisbögen.  ?/  ist  die  gegenseitige  Drehung 
zweier  um  die  Längeneinheit  voneinander  entfernter  Querschnitte 
z  =  ( !onst  des  Cylinders.  Wir  können  daher  die  (Trößen  nt\  /'  weiter 
kurz  die  spezifischen  Biegungen,  n  die  spezifische  Drillung 
des  Cylinders  nennen,  während  c  seine  spezifische  Dehnung  ist. 


187") 


Nach  (187"  )  läßt  sich  nun  (187)  auch  schreiben 


188) 
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und  dies  ergiebt  für  die  Defürinatiousgrößeu  die  Werte 
1880 


'•^öx'   yy=dif^    r,--mx  +  /y  +  c, 


189") 


,     ,  dW  ,    ,  dW  dU  ,  dV 

Für  die  Spannungen  gelten  im  Falle  des  Gleichgewichtes 
wegen  ihrer  Unabhängigkeit  von  z  die  Fonneln 

189)      0--,--  +  -^,     0.j^  +  -g±,     0.^  +  -gf. 

und  für  Punkte  des  Cjlindermautels,  der  als  frei  gedacht  sein  mag, 

189)  1  Ö  =  ^co8(ii,x)  +  -^oo8(ji,y),  0«  r^co8(ii,x)+fyCos(%jr), 

l  0  =      cos  (h,  J:)  H-  ^  cos  (/<,  y). 

Aus  diesen  Formeln  folgen  für  die  Integrale  über  iigend  einen  nor- 
malen Querschnitt  des  Cylindera  die  Beziehungen 

/  A,./y  =  /  r^dq  =  /  rjq  =  f  ZJq  =  /  Xdg  =  0, 
/ X^xdg  =  f  Y^xdq  =  f  Z^xdq  =  J'X^xdq  =  0, 
f  X^jfdq  ^  f  Y^ydq  ^  /  Y^ydq  =  f  X^ydq  ^Q, 
fZ^ydq^-fT,xdq, 

welche  u.  a.  aussagen,  daß  ein  Cyliii(ler  die  vorausgesetzte,  läugs 
seiner  Axe  gleichförmige  Spannung  nur  hesitzen  kann  unter  der 
Einwirkung  von  Kräften  auf  die  Gruudliächen,  welche  ül)er  diese 
suiiniiiert,  keine  Komponenten  normal  zur  Stabaxe,  sondern  nur 
eine  solche  T  paralh'l  zu  ihr  und  außerdem  Momente  M,  N  vüü 
die  Koordinatenaxen  ergeben.   Es  gilt  nämlich 

{-fZJq^C,    ^fZ^xdq^^M,  ^fZ^ydq^-^L, 

189"')  .  . 

\  S^,yäq^^Jr,xdq^iN, 

wobei  Cy  Z,  Jf,  X  auf  die  am  positiven.  —  C,  —  L,  —  M,  —  X  auf 
die  am  negativen  Hude  liegenden  Grundllächen  wirken. 

Die  Gleichungen  (189")  und  (ISO'")  können  dazu  dienen,  die 
Konstanten    der   Dehnung  und    Hiei^ung  r',  ganz  allgemein 

für  lieliehigen  Querschnitt  und  beliebige  Orientierung  des  ('vliiid<r^ 
gcLTen  die  Krystallaxen  zu  bestimmen.  Die  dritte  Gleichung  (107  J 
liefert  nämlich  unter  Kücksicht  auf  (188  ) 

190)  m':r-fy-i?'  =  *„i;  +  i3,7y  +  *„Z,  +  ^,r.  +  #„^.  +  #„i;, 

imd  hieraus  folgt,  wenn  die  /-Axe  durch  die  Schwerpunkte  der 
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Querschnitte  des  Cy  lind  eis  ^eht  und  die  X-  und  T-Axe  deren  Haupt- 
trägheitsaxen  parallel  sind,  durch  Integration  über  den  Querschnitt 
nadi  Multiplikation  mit  1,  resp.  x  oder  y 

worin  und  die  Hauptträ^ieitsradien  des  Quersohnittes  q  be- 
zeichnen. 

Diese  Formeln  zeigen,  daß  bei  Cylindeni  aus  krystalliuischcr 
Substanz  ein  Drehungamoment  um  die  Längsaxe  im  allgemeinen 
neben  der  Drillung  noch  eine  gleichf()rmige  Biegung  bewirkt,  deren 
Betrag  nach  den  Hauptebenen  XZ  und  YZ  durch  die  Moduln 
und  .»35  gemessen  wird. 

Die  Bestimmung  der  spezifischen  Drillung  n'  ist  nicht  in  gleicher 
Weise  allgemein  durchführbar. 

Aus  der  vierten  und  fünften  Gleichung  (107'") 


190") 


folgt  zwar  auf  dieselbe  Weise  nach  Multiplikation  mit  x  resp.  y  und 
Integration 


190'") 


aber  die  weitere  Entwickelung  verlangt  die  Kenntnis  der  Funktion  9^ 
f&r  welchci  wie  auch  ftlr  U  und  die  Bedingungen  sich  durch 
Einsetzen  der  Werte  (188')  ftlr  die  DeformationsgröBen  in  die  Glei- 
chungen (189)  und  (189')  ergeben. 

In  dem  speziellen  Fall,  daß  ein  Moment  jS  um  die  -^-Axe  nicht 
stattfindet,  kann  man  diesen  Formelu  sämtlich  genügen,  indem  mau 

x.-i;=r.-Ä.-x,-o  191) 

setzt;  aus  (190)  folgt  dann 

und  dies  verlangt,  in  die  Gleichungen  (190"),  sowie  die  analogen  ftlr 
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die  anderen  Deformationsgrößen  eingesetzt,  für  F,  ff  Funktionen 
zweiten  Gradee  von  x  und  deren  Konstanten  sich  sämtlich  durch 
die  Gleichungen  bestimmen,  uflrhe  die  fünf  Deformation^grSfien 
's»      y.»  's»  *g  durch     ausdrücken.  Setzt  man  speziell 

191")  Är=  ax  +  bi/  +  }^cx»  +  dxy  +  \ey\ 

so  wird 

191-) 

und  (190  )  giebt  nach  Elimination  von  d 
192)  2,«'--('-^#+-"^f); 

C  tritt  hierin  nicht  auf;  em  longitudinaler  Zug  bewirkt  also  bei  der 
vorausgesetzten  Befestigungsart  weder  eine  Biegung  noch  eine 

Drillung. 

Ist  N  von  Null  verschieden,  so  kommt  zu  (»l)igem  noch  ein  mit 
N  proportionales  Glied  hinzu,  das  sich  aber  nicht  allgemein  angeben 
läßt,  sondern  fClr  jeden  Querschnitt  besonders  bestinunt  werden  muß. 
Wir  schreiben  allgemein  kurz 

1920  2     =  -  ('-^  +  i^)  +       +  N, 

worin  dit'  Parameter  x,^  und  x^-  sich  loiclit  durch  die  beiden  in 
(190"')  auttreteuden  Integrale  ausdriicktii  lassen. 

Man  bemerkt,  wie  die  Neben änderuugtii  —  Drilluug  bei 
biegenden  und  Biegung  l)ei  drillenden  Momenten  —  von  denselben 
Moduln  =  •''■34  •''63  =  •'''35  aliliängen;  sie  verschwinden  mit  diesen 
nach  S.  334,  sowie  die  Cyiinderaxe  in  irgend  eine  elastische  Sjm- 
metrieaxe  fällt.  — 

Die  Vergleichung  der  obigen  Formeln  (190')  und  (192')  zeigt, 
daß  man  setzen  kann 

worin 

2p'=-A^C*  und 
193')  2p  =     ,  />2  +  A.,.,  3P  4-  .^33 1\  * 

ist»  und  die  A  aus  dem  Vorstehenden  sich  ablesen  lassen.  Ebenso 
muß  dann  auch  geschrieben  werden  können,  was  für  später  notiert 
werden  möge 

IQ  4.  ^    df    f     dP  dP  V 

194)  Cr--^,  Z  =       i/«^,  ^-j^, 
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worin 


2r  =  a^c*  und 


33"'  )  194') 

ist;  die  Koefiicienten  a  hängen  mit  den  A  zusammen  durch  die 
Formeln: 

■"0 

und 


Wenn  die  Moduln  s^^  und 


'11 


A 


IS 


0  ^21  ^23 

-^8  ^ 

nnd  damit  die  Nebenändenmgen  ^er- 


194") 


schwinden,  folgt  aus  (19(K) 
und  aus  (192') 

und  in  (193')  wird 
in  (194') 


195) 

195) 


<»88  =  «18  =  «18  = 

Hioraiis  erhält  mau  die  für  isotrope  Körper  gültigen  Formelu, 
indem  mau  uuch  S.  337  setzt 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  liefern  strenge  Lösungen  des 
Gleichgewichts-Problemes  eines  nur  auf  den  Grundflächen  von 
Ohe  rH  Hebend  rucken  beeiuHuBten  Cylinders,  wenn  letztere  eben  die- 
jenii^c  \'erteilung  über  die  (Trundli&chen  besitzen,  welche  die  spe- 
ziellen Werte  von  f,  Fj  fF  v(  rlanjren.  Tu  Wirklichkeit  fehlen  die 
Mittel,  Uber  die  Verteilung  dieser  Drucke  willkürlich  zu  verfftgen,  und 
man  kann  nur  ihre  Kom])onenten-  und  Momentensummen  über  die 
ganze  Grundfläciie  vorschreiben.  Trotzdem  giebt  die  obige  Ent- 
wickelung  praktisch  brauchbare  Lösungen  des  genannten  Problemes 
überall  da,  wo  die  Länge  des  Cylinders  groß  gegen  seine  Qner- 
dimensionen  ist;  denn  man  kann  annehmen,  daß  in  einiger  Elnt- 
femung  von  den  Grundflächen  die  Art  der  Yerteilnng  der  äußeren 
Drucke  über  jene  keinen  Einfluß  mehr  übt,  sondern  nur  die  durch 
sie  bewirkten  (^samtkomponenton  und  -momente.^^) 
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Die  erhaltenen  Lösungen  gestatten  aueh  eine  Anwendung  auf 
den  Bewegungsznsta ud,  wenn  die  äußeren  Bedingungen  derartige 
sind,  daß  sie  überhaupt  eine  Deformation  der  behandelten  Art  zu« 
lassen,  und  die  Bewegung  eine  so  langsame  ist,  daß  in  den  allge- 
meinen Bewegungsgleirhungen  (118)  die  Beschleonignngon  neben  ein- 
zelnen der  übrigen  (rlieder  Temachlässigt  werden  können.  Biet 
findet  in  dem  wichtigsten  Falle  periodischer  Bewegungen  immer 
dann  statt,  wenn  die  Länge  X  der  \\  eile  gleicher  Periode,  welche 
die  vorausgesetzte  Bewegungsart  bei  einem  unendlichen  Cylindor 
gleicher  Natur  erregen  würde,  sehr  yiel  größer  ist»  als  die  Lftnge 
des  betrachteten  Cyliuders  selbst 

Teilt  man  n&mlich  dann  den  unendlichen  Qylinder  in  Abschnitte 
Ton  der  Länge  z^^  so  ist  jeder  einzelne  als  gleidiförmig  gespannt 
anzusehen  und  die  hier  rilumlich  aufeinander  folgenden  ZueOnde 
sind  dieselben,  welche  bei  dem  betrachteten  Gylinder  von  der  Lftnge 
zeitlich  nacheinander  eintreten.  Ver&nderUch  mit  der  Zeit  sind 
in  diesem  Falle  in  obigen  Formeln  nur  die  vier  Parameter  e',  m\  m' 
der  Deformation. 

§  24.   Gleichgewicht  und  Bewegung  eines  unendlich  dianen 

oyliadrisohen  Stabes. 

Es  sei  nunmehr  ein  gegen  seine  Lftnge  unendlich  dftnner  Stab 
gegeben,  der,  obwohl  ursprün^ch  gerade,  durch  die  Einwirkung  von 
körperlichen  Er&ffcen,  die  auf  seine  Elemente,  und  von  Oberflächen- 
drucken, die  auf  seine  Endquerschnitte  wirken,  beliebige  endliche 
Gestaltsändeningen  erlitten  hat,  doch  so,  daß  die  Deformations- 
größen überall  unendlieh  klein  sind. 

Wir  betrachten  ein  Klt  nu  nt  des  Stabes,  welches  ui*sprimtilieh 
von  zwei  (^uerscliiiitten  q  uiul  r/  im  Altstaiid  (h  Ix'^n'iizt  ist.  Da 
die  Deforiiiati()nsgrr)ßen  stetige  Funktionen  der  Axenrielitungen  sein 
müssen,  so  läÜt  sich  r/.v  stets  so  klein  wählen,  daß  ihre  Vrränder- 
lichkeit  i)arallel  der  Axe  innerhall)  des  betrachteten  Elementes  be- 
hellig klein  ist  und  vernachlUssi«^'t  werden  kann,  ohne  daß  dabei  ds 
klein  gefren  dit*  (^lUM'dimcn-iont  n  des  Cylinders  zu  werden  braucht. 
Da'^  Staiielemeiit  ist  dann  gli  ichfcirmig  gespannt,  und  wir  können 
auf  dasscllx'  die  Resultate  des  vorigen  Paragrajihen  anwenden. 

\\  ir  hrzit  lien  es  zu  dem  Zwecke  einmal  auf  ein  in  dem  Schw  er- 
punkt des  (t)ii<'rs(  lniittes  r/  angebrachtes  Koordinatensystem  X.  ) ,  Z. 
dessen  Axen  gemäß  den  Formeln  (187')  mit  dem  Element  verbunden 
sind,  und  außerdem  auf  ein  absolut  festes  System      £f,  Z.  Die 
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Orientierung  des  Systemes  Yf  Z  gegen  M,  Z  soll  gegeben  sein 
durch  das  Schema 


Y 

z 

«» 

H 

A 

A 

Z 

^8 

I,  ij,  ^  mögen  dabei  die  Koordinaten  eines  Punktes  der  St^ibaxe  nach 
der  Deformation  sein,  der  vor  der  Deformation  die  Koordinaten 
|sO,  «7"iO|  besaß. 

Die  HAHiLlOH'solie  Gleichung  Iftßt  nch  dann  nach  jS.  228  und 
229  schreiben 

«1  •» 

Jdtjdq[fds  (3xff  -      +  d'a^)  +  9\  +  d\]  -  0,  19e) 

4  % 

worin  die  Variation  der  lebendigen  Kraft,  9ip  diejenige  des 
ehistisdien  Potentiales  der  Yolumeneinheit,  S*a^  die  rirtueUe  Arbeit 
der  auf  die  Yolumeneinheit  bezogenen  körperlidien  Kräfte  bezeichnet^ 
und  ä*tt^f  S*tt^  die  rirtuelkn  Arbeiten  der  auf  die  Endquerschnitte 
#  SB  #0  und  A  s  4^  ausgeabten  und  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen 
Oberflächendrucke  bedeuten. 

Zur  Berechnung  der  lebendigen  Kraft  dtftffdg  eines  Abschnittes 
des  Stabes  von  der  Länge  d$  setzen  wir  Torans,  daß  die  lebendige 
Kraft  der  Deformation  verschwindend  gegen  diejenige  der  Translation 
und  Eotation  ist^  d.  h.  daß  wir  das  Element  als  undefonniert  bewegt 
ansehen  können.  Dann  ist  nach  Formel  (128'^  des  ersten  Teiles 

worin  k^f  die  unendlich  kh^inen  Träglieitsradien  des  Volumen- 
elementes um  die  Hauptträgheitsaxen  durch  seinen  Schwerpunkt, 
welche  mit  den  Kourdinatenaxen  Xj  Y,  Z  parallel  sind,  bezeichnen; 

ist  dabei,  wie  leicht  ersichtlich,  s  jk^  4- jnj,  wo  tmd  die 
frühere  Bedeutung  haben. 

Hierin  können  die  Glieder  kKdljdtf  und  kl[dmjd{f  nur 
dann  endliche  Werte  haben,  wenn  dUdt,  dfijdt,  d^jdt  unendlich 
schnell  mit  t  wechseln,  und  können  daher  fortbleiben,  wenn  dieses 
ausgeschlossen  wird;  dnjdt  steht  mit  jenen  Größen  in  keinem  Zn- 
sammenhang. Daher  reduziert  sich  die  obige  Gleichung  auf 
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I  d9  Jfffdq^  Tdt 

worin  T  nunmehr  die  lebendige  Kraft  der  Längeneinheit  des  Stabes 

bezeichuet 

Analog  machen  wir  für  die  BereclmiinG;  der  virtuellen  Arbeiten 
d'«,,  ^*O0,  der  körperlichen  Kraft«  und  der  Oberflächendrucln 
die  Annahme,  daß  die  Arbeit  der  Deformation  jener  Kräfte  neben 
deijenigen  der  Translation  Temachlassigt  werden  könne. 

Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der  anf  die  Volnmeneinheit 
des  Stabes  bezogenen  körperlichen  Kräfte  nach  den  absolut  festen 
Azen  mit  fff  H*f  Z*  und  nehmen  an,  daß  die  körperlichen  Kräfte  um 
Parallele  zu  diesen  Axen  durch  das  betrachtete  Volumenelemeat 
keine  endlichen  Momente  ergeben,  so  ist 

Ebenso  findet  sich,  wenn  man  die  auf  die  Endquerschnitte  9^,  wo 
k  gleich  0  oder  1  ist,  ausgeübten  Gesamtkomponenten  und  Mo- 
mente mit 

-^»»  ^A>  ^h9  ^hf 

und  die  ▼irtueUen  Drehungen  um  die  Parallelen  zu  den  festen  Azea 

H  H,  Z  durch  die  Schwerpunkte  der  Endquerschnitte  mit 

d'Pf^  bezeiclmet, 


{  fdqd'u^^d'S^ 


d'S  und  (YS^  sind  neue  Bezeichnungen. 


Die  Variationen  des  t'lastiselien  l'otentiales  für  das  Volumen  qds 
können  wir  nach  (17"  )  schreiben,  da  Su^  =  ^ötp  ist, 

dsj  d<,       ^^d»jdq  [A,        +  +  Z.-^ 

+  "^j    ^-Ut  +  öi-J      iäx  +  Till • 

Nun  ist  aber  nach  (189)  und  (189^  f&r  jeden  Querschnitt 
zwischen  und  wie  sich  durch  eine  teilweise  Integration  leicht 
zeigen  läßt, 

Q^ds  i  dq  |x,^/^  +  r     +  i;  ^  +  ^. +  v  fi^^  + 

und  man  erhält  durch  Addition  der  letzten  beiden  Formeln 
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Hierein  sind  die  Werte  (188)  von  IC|  v,  tr  zu  setzen  und  in  ihnen  die 
Variationen  auf  c,l',m',n'  zu  beziehen;  nach  Ausführung  der  Differen- 
tiation nach  z  darf  man  in  denselben  x  s  0  setzen,  da  jeder  Quer- 
schnitt zwischen  jf^.und  beliebig  zum  Qaerschnitt  ;rssO  gemacht 
werden  kann. 

So  erhfilt  man 

—  ^--ydrit    -^=H--rdn,  =  -  *dm  +  yd/  +  de,  197) 

und  durch  Emaetsen  der  Werte  in  Formel  (197)  und  Ausfllhrung 
der  Integration  unter  Rücksicht  auf  die  Oleichtmgen  (189  ") 

ds  f  d(f  dg  =  {LSI'  4-  MÖm  +  2\  Ön  +  GÖc) ds.  197") 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  ist  bezüglich  der  Verrückungen 
UfVfW  nur  allein  benutzt,  daß  die  Deformationsgrößen  Ton  z  unab- 
hängig sind,  bezüglich  der  Druckkomponenten,  daß  sie  den  Formeln 
(189)  und  (189')  genügen;  dagegen  ist  von  den  spezielleu  Werten, 
welche  die  J^, ...  in  der  Elasticitätstheorie  besitzen,  kein 
Gebrauch  gemacht,  —  die  Resultate  haben  also  sehr  allgemeine 
Bedeutung. 

Nach  (194)  und  (194  )  ist  aber  in  dem  spesiellen  Falle,  daß  die 
Ansätze  (107")  resp.  (107"  )  der  Elasticitätstheoiie  gelten 

^     dP*      j     dP     ^     dP      jj  BP 

worin  2F^a^({\ 

ist,  und  die  a,^^  durch  die  Ehisticitiitsmodulu  der  Substanz  und  die 
Gestalt  des  (Querschnittes  bestimmt  sind. 

Sonach  ninunt  die  Formel  (197")  in  unserem  speziellen  Falle 

die  einfache  Gestalt  an: 

dt/Ö^  dq  =  (L  Öi  +  M  dm  +  Nd^  +  Cöc)  dt «  (tfP+  SF)  ds.  197") 

Dabei  ist  es  nützlich,  henrorzuheben,  daß  nach  der  Ableitung 
auf  S*  411  in  Bezug  auf  die  Querdimensionen  des  Stabes  vom 
zweiten,  die  a^j^  aber  Tom  vierten  Grade  smd. 

Unter  Borttcksichtigung  der  Torsteheoden  Besultate  nimmt  die 
HAULiOK'sche  Gleichung  (196)  die  Form  an: 

fdt  [Jdi  (a      ^P»  -  iTP  +  ^Ä)  +      +  d-'sA  =  0.  198) 
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Ist  der  Stab  bei  gegebenen  Positionen  der  Endquerschnitte  und 
ohne  die  Einwirkung  körperlicher  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so 
reduziert  sich  die  Gleichung  einfach  auf 

198)  ^d»{SF  +  dP)^0, 

Hierin  enthält  9F  nur  9l\  dm\  ltn*\  wir  wollen  für  ST^CSc' 
einen  entsprechenden  Ton  Sl,  Um,  9n  abhängigen  Wert  bilden. 

Dazn  beachten  wir,  daß,  wenn  F  die  gegen  einen  Quer- 
schnitt q  wiricenden  Geaamtkomponenten  paraOel  den  absolvt  fiseten 
Azen  bezeichnen,  dann  die  Gleichungen  (189),  auf  ein  zwischen 
zwei  Querschnitten  q'^  und  q\  liegendes  Stück  des  Stabes  angewandt, 
ergeben,  daß  B  und  F  l&ngs  des  ganzen  Stabes  konstant  sein, 
also  auf  beide  Endquerschnitte  und  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  wirken  müssen.  Gleiches  gilt  beiläufig  von  den  Momenten 
Mj  N  um  die  festen  Axen. 

Nun  sei  die  Z-Axe  in  die  Richtung  der  auf  den  Endquerscbnitt 
wirkenden  Kraft  gelegt,  also  A  =  B  =  0,  dann  ist  C  —  Fy^. 
falls  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Z-Axe  und  g?ä  au 
der  betrachteten  Stelle  bezeichnet,  und  es  ist  F  längs  s  konstant 

Um  dann  die  virtuelle  Änderung  von  c  zu  bestimmen,  hat  mau 
zu  bedenken,  daß  die  virtuelle  Verrückung  die  Stabaxe  nicht  zer- 
reißen darf,  also  eine  stetige  F  unktion  von  s  sein  muß,  im  ül)rigen 
aber  beliebig  ist.  Man  erhält  sogleich  das  vcräudi-rlichc  Pro<lukt 
y^Sc,  durch  Öl,  Öm,  ()  n  ausgedrückt,  wenn  man  die  virtuelle  Ver- 
riickung  so  vornimmt,  daß  alle  Punkte  der  Stabaxe  um  beliebige 
Beträge  normal  zur  Z-Axe  verschoben  werden;  dann  wird,  wie  eine 
einfache  geometrische  Betrachtung  zeigt 

y,  öc  =       =     ^/  —  dm, 
also  die  Gleichung  (198^  zu 

198")  Jdi  {8P  +  FdYii  -  0, 

«0 

wo  F  längs  s  konstant  ist 

Biese  Formel  vergleichen  wir  mit  der  im  §  14  des  ersten 
Teiles  fUr  die  Rotation  eines  schweren  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt  ebenfalls  aus  dem  HAim/roN'schen  Prinzip  abgeleiteten 
Gleichung  welche  lautet 

IW)  Jdt(9  W  +  »  0 ; 
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hierin  ist  W  die  lebendige  Kraft  des  starren  Körpers,  G  sein  Ge- 
wicht» t  der  Abstand  seines  Schwerpunktes  vom  festen  Punkte  und 
der  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Bichtung  von  s  und  der 
Bichtimg  der  Schwerkraft. 

Führt  man  ein  im  Körper  festes  Koordinatensystem  A',  1 ,  Z  ein, 
desseu  Anfang  in  dem  festen  Punkt  und  dessen  Z-Axe  in  s  liegt,  so 
ist  ^  nach  S.  107  eine  quadratische  Form  der  Botationsgeschwin- 
digkeiten     m',  n'  um  die  Azen  2^        und  zwar  gilt 

2W=:=l  '-i-Hm'^+Zn^-^  2='m  »  +  2H"«  7+  2Z7'm', 

worin  £,  H,  Z  die  Trägheitsmomente,  H',  H',  Z'  die  Deviations- 
momente  um  die  Axen     T,  Z  bezeichnen. 

BsAt  man  hiermit  zusammen,  daß  nach  (194') 

2^  =      /'  2  +  a,,  »i'  2  +  0,,         2a^  mn  +  2a,i  nl  +  2a„  Im 

ist,  so  erkennt  man,  daß  die  formale  Übereinstunmung  der  Glei- 
chuDgeu  (198")  und  (198'")  eine  Tollständige  ist 

"Es  entspricht  daher  jedem  Stab  von  gegebener  Substanz  und 
gegebenem  Querschnitt  ein  starrer  Körper  von  bestimmten  Trilgheits- 
und  Deviationsmomenteu ;  es  entspricht  der  längs  s  wechseliidtu 
Lage  der  im  Querschnitt  des  Stabes  festen  Axeu  A',  }\  Z  gegen  das 
absolut  feste  System  JI,  Z  die  mit  der  Zeit  veränderliche  Lage 
der  im  starren  Körper  festen  Richtungen  A,  i',  Z\  es  entsprechen 
den  für  das  Ende  «  =  0  geltenden  Richtungen  der  im  Stal)(|ner- 
schnitt  festen  V,  }',  Z-Axen,  sowie  den  dort  statttindendeu  speziti- 
schen Bie'Tunfien  und  Drillungen  d  l  j  ö  z,  ö  rn  !  d  z,  d  n  j  d  z  eine 
Anfangsposition  des  starren  Körpers  und  Aufangsrotationsgeschwiudig- 
keiteu  d  l  j  d  t,  öm  /  dU  drt  d  t. 

Kin  T^nterschird  liejit  alx  r  darin,  dati  \)v\  dem  Rotatinnsproblem 
die  let/t<'nn  (^nißen  direkt  Lre.izclx'n  sin<l,  bei  dfiii  eliistisclien  hin- 
gegen di«'  auf  den  letzten  Quei*sclinitt  wirkenden  .Momente  Xj,  Aj, 
aus  denen  sich  zunächst  die  yl,  M,  JV  um  die  absolut  festen  Axen  be- 
stimmen, und  da  diese  länijs  des  Stabes  konstant  sind,  auch  die  auf 
die  vorgeschriebenen  Axenriclituugen  A',  J,  /  bezogenen  Z^,  J/^,,  Nq, 
die  im  ersten  Querschnitt  wirken.  Aus  ihnen  folgen  aber  die 
^,  I»;,  7i;  für  jenes  Ende  gemäß  den  Formeln  (190  )  und  (102  ). 

Hiernach  kann  man  behaupten,  daß  das  elastische  Problem  auf  das 
rein  mechanische  zurückgeführt  ist,  und  daß  jeder  spezielle  Fall,  für 
welchen  das  Rotationsproblem  eines  schweren  starren  Kör]iers  um 
einen  festen  Punkt  gelöst  ist,  zugleich  die  Lösung  eines  elastischen 
Problemes  liefert,  das  mit  ihm,  wie  oben  gezeigt,  zusammenhängt.^^) — 
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Die  aUgemeine  Gleichung  (198)  giebt,  wie  Ar  die  endlichen 
DefonnatioDen  uncDdlich  dflnner  ursprünglich  gerader  Stäbe, 
auch  die  Mittel  für  die  Behandlung  der  jeniger  ursprünglich  ge> 
krümmter,  wenn  man  nur  die  Überlegung  zu  Hilfe  nimmt,  daß 
die  Momente  M,  N,  welche  nötig  sind,  um  aus  der  ursprünglich 
gekrümmten  Gestalt  (a)  den  Stab  in  die  neue  {b)  zu  bringen,  für 
jedes  Element  durch  die  Differenzen  derjenigen  gegeben  sein  müssen, 
welche  das  Element  aus  der  geradlinigen  Form  einmal  in  die 
Form  {b\  das  andere  Mal  in  die  Form  (a)  ül>erfiihren. 

Der  Fall  eines  nicht  isotro{)en  Körpers,  der  we^en  der  von 
Element  zu  EK-ment  wechselnden  ( )rientierunii  der  Axen  X,  Y.  Z 
gegen  die  Hauptaxeu  der  Substanz  große  Schwierij^kfiten  liieteu 
würde,  darf  hierbei  ausgeschlossen  werden.  Für  isotrope  besteht 
die  Erweiterung;  darin,  daß  au  Stelle  der  Funktion  auf  der 
vorigen  Seite  die  neue  tritt 

2P  =  «,,(/'  -       H-  a^^{m  -  m'af  +  a^^{n  -  n„)\ 

worin  m'ai  it'a  die  dem  ursprünglichen  Zustande  des  Stabes  ent- 
sprechenden Werte  von  /',  j»',  a'  bezeichnen. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  werden  dann  in  derselben  Weise 
durch  Benutzung  der  HAHH.TON'schen  (^leichung  erhalten,  wie  in  dem 
Fall  des  ursprünglich  geraden  Stabes.^^) 

§  26.  ünendlioh  UelneyerrAekmigeD  nnprünglich  gerader St&be;  Saiten. 

Wir  wollen  nun  annehnu'u,  was  der  praktiscli  wichtiirste  Fall 
ist,  daß  die  Verrüekiinu'en  aller  Punkte  des  ursj)riniglicii  L^eraden 
Cyhnders  aus  ihren  Kuliehifren  nur  unendlich  klein  sind:  hier 
sind  dann  ancli  die  Axen  A,  i,  Z  an  jeder  Stelle  nur  um  unendlich 
kleine  \\'inkel  ^'euen  die  Axen  ä  II,  Z  geneici:. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  der  ursprünglicli  in  die  Z-Axe  lallen- 
den Stabaxe  darf  man  jetzt  in  erster  Nälierung  setzen: 
199)  ^  ~ «»   ^  —  v,   ^^z  +  uj, 

wo  nun  UfVjW  Funktionen  von  z  und  t  allein  sind.  Gleichfalls  in 
erster  Näherung  ist  dann  nach  (188) 

199)  "-  +  97"  '  =  rx'  "r»' 

worin  n  den  Drehungswinkel  des  Querschnittes  um  die  Z-  oder 
^Axe  bezeichnet  Da  femer  V^dl/dZf  m'^dmjdz  gesetzt  war, 
80  ist  auch 
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199'") 


woljei  die  lutegratiouskousUmteu  als  weiterhin  irrelevant  unter- 
drückt sind. 

Unter  Berücksiclitigung  dieser  Werte  wird  nun  das  Sj^stem  der 
Formeln  (I9t>'),  (197  '),  (196")  und  (196  ") 

Kii)'+ + '^'i^fi ' 

Wir  Betzen  diese  Werte  in  die  HAMiLTON'sche  Gleichung  (198)  ein 
und  zerlegen  sie,  indem  ?rir  je  nur  ti,  nur  Vj  nur  w,  nur  n  variieren. 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise: 

/rf<{/<f4i,,«'«(«;?)'-A<rgf)|  +  ,v„,y»„  +  iv,a„,}  =  0. 

Hierin,  wie  im  folgenden,  sind  die  Inti'grale  nach  t  zwischen  zwei 
beliebigen  Grenzen  1^  und  t^^  diejenigen  nach  x  Uber  die  ganze  Länge 
des  Stabes,  d.  h.  von  z  =  0  bis  z  =  |zu  nehmen;  in  der  letzten 
Gleichung  ist  ar^  +  Kj  in  abgekürzt. 

£<ntwicke1t  man  diese  Formeln  in  bekannter  WeisCi  so  ergiebt 
sich  für  alle  Punkte  der  Z-Axt 


200) 


für  die  Grundfläche  z  »  0 

jif+jil,-o,  i;  +  4,-o,  (?+r,-o,  j»r+iVi»o, 


200) 


9% 


0; 


200") 


27' 


üiyiiized  by  Google 


420  11.  TeiL    Mechanik  nichtstarrer  Körper.   IV.  Kap. 


f&r  die  Ciruudtläche  r  s  Z| 

[  Jf-A^  =  0,  X-4«0,  C-r,  =  0,  iVr-ilTj-O, 
200"T  ^+^-0  ?^~£-0 

Im  F:iIIo  des  Olt'icligt.'wiflitfs  muß  ziiirlcicli  nach  allgeiiK-inou 
mecliiuiisf  In  Ii  GruiKlsätzeü  gelten,  da  sich  dabei  die  äußeren  Wir- 
kungen zerstören  sollen, 

+ ^1  +  qfSdz  =     +  »1  4-  y/Ä*  rfar  =  /;  +  Ti  +  qf^dz 

200"")  =      +  N,  =  0, 

Hierza  kommen  unter  den  8. 344  angegebenen  ümst&nden  noch 
die  Bedingungen  der  Befestigung,  auf  die  inr  unten  näher  eingehen 
werden. 

Alle  diese  Formeln  sind,  wie  Gleichung  (197'"),  von  den  spe- 
ziellen Gesetzen,  welche  die  Komponenten  und  Momente  mit  den 
Deformationsgrößen  Terbinden,  unabhängig,  besitzen  also  eine  sehr 
allgemeine  Anwendbarkeit 

Auf  die  uns  hier  speziell  beschäftigenden  elastischen  Erschei- 
nungen wendet  man  sie  an,  indem  man  für  C,  L,  M,  ^V"  die  Werte 
(194)  unter  Berücksichtigung  von  (194  )  und  (199')  einführt. 

Wir  wollen  zunächst  die  Frage  erledigen,  welche  Grenzhedin- 
gungen  nötig  sind,  um  mit  den  Hauptgh'ichuugen  (200')  zusammen 
die  Deformationen  vollständig  zu  bestimmen. 

Zur  Behiindlung  des  (Tleichgewichtszustandes  lassen  wir  die 
Formelu  (21)0),  nachdem  die  T^(»schleuni.i:ungen  darin  gleich  Null 
gesetzt  sind,  mit  den  Faktoren  u,  r,  ?/%  n  zusammen  und  integrieren 
das  Resultat  über  z  von  r  =  0  l»is  r  =  Zj ;  wir  erhalten  dann  unter 
Benutzung  der  Grenzbedingungen  (200")  und  (200 ") 

0 = («0  A + ^0   +  "o   +  %  Ao)  +  («,  ^  A  +  ^'i   +  '^'i  ^1  +  «1  ^i) 


201) 


_  r f,l/f »  _  Lp^  +  +  A'l^)  dz 
+  qf  (Fu  +  £rv  +  Z*w)dz, 


Führt  man  noch  die  Beziehungen  (200"")  und  die  durch  (194)  und 
(194  )  deünierten  Funktionen  Jt*  und  F'  ein,  so  erhält  man 
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^1 +  «Po)/; 


201-) 


0=  [u,-u^-z,  (|.^)J^^+ 

+  Z'  (ir  -  »r,)|  rf*. 

Hierin  könucn  wir  den  von  dvu  anderen  Gliedern  unabhängigen, 
nämlich  allein  to  enthaltenden  Teil 

0  =  (tr,  -  i/  jr,  -  2/Frfar  +  q / Z' (w  -  w^)dz 

zuerst  für  sich  betracliteu. 

Da  2  P' =  a„  (ö/r  '  r9r)2  ist,  so  k;iTiii  man  aus  dvm  Vt^-schwinden 
(licsL's  AusdriR'kos  in  dw  auf  S.  181  uiul  342  angcwaudten  W Cise 
folgern,  daß  bei  geg»d)enem  Z'  und  —  ?/v)  oder  die  loiigitu- 
dinale  Vennickung  bis  auf  ein«'  additive  Konstante  liestinimt  ist. 

Die  übrigen  Glieder  ergelit  n,  dal3.  wenn  F  eine  detiuite  ([ua- 
dratisclie  Form  ist,  bei  Yorgescbriebenem  und  /i'  und  zugleich 
gegebenem 

(a:)Mr:H»^..(a-(a3.'><»-^. 

n  stets  bis  auf  eine  additive  Konstante.  //  und  v  bald  bis  auf  eine 
Konstante,  bald  bis  auf  eine  lineare  Funktion  von  z  bestimmt  ist» 

Hierbei  hat  trj  —  ?r,,  die  Bedeutung  der  Gesamtdehnung,  — 
die  der  Gesamtdrillung  des  Stabes;  (öm  r>r),  —  (ö«  / (9z\,  und 
{ß  V  j  d  z\-^  iß  V  j  d  z\  geben  die  gegenseitige  Neigung  des  letzten 
und  ersten  Elementes  der  Stabaxe,  also  etwa  die  Gesamtkrümmung; 
M,  ^  z^iß uj d z\  und  »j  —  —  z^ {d  v  !  d  r)„  die  Ausweichung  des 
£ndes  z  Zj  aus  der  Tangente  an  dem  £nde  r  b  0  der  Stabaxe, 
also  etwa  die  Gesamtbiegung. 

Diese  Größen  stehen  auf  der  einen,  die  auf  das  Ende  2  =  z^ 
ausgeübten  Kräfte  und  Momente  auf  der  anderen  Seite  und  beide 
können  sich  paarweise  bei  der  Bestimmung  des  Problemes  vertreten. 

Nimmt  man  als  Befestigungsbedingungen  hinzu,  daß  an  einem 
£nde  z.  B.  für  z  »0,  u,  tr,  n  und  dujdz  und  dvjdz  vorgeschrieben 
sind,  00  sind  sämtliche  YerrQckungen  vollständig  bestimmt 

Genau  dieselbe  Überlegung  kann  man  für  den  Bewegungs- 
zu stand  anstellen;  man  bat  dabei  nur  statt  der  oben  benutzten 
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Faktoren  «,  v,  ir.  n  jetzt  du  jd  t,  dv  I  d  t,  dwj  dt,  ö  n  /  ö  ^  in  An- 
wendung zu  bringen  und  außer  Aber  die  Länge  des  Stabes  auch  in 
Bezug  auf  die  Zeit  zu  integrieren,  und  zwar  das  letztere  Ton  dem 
Zeitpunkt  ^  =  0,  für  welchen  die  ant&nglichen  Verrückungen  und 
Geschwindigkeiten  gegeben  sind,  bis  zu  einem  wiUkttrlichen  ^a*^. 
Das  Besultat  ist  die  Formel: 

0 


201") 


i 


ti 


-  Jj  P'  +  F^dz  +  g  Jdt  fiff  u+ITv  +  Z'  w)  dz, 

in  welcher  die  Geschwindigkeiten  kurz  durch  obere  Indices  be- 
zeichnet sind. 

Diese  Formel  läßt  sich  nicht  weiter  reduzieren,  da  für  den  Be- 
wegungszustand die  Beziehungen  (200"")  nicht  gelten,  und  man  e^ 
sieht  daraus,  daß  für  jedes  Ende  u  oder  A,  tf  oder  B,  v/  oder  f, 
n'  oder  iV,  dujdz  oder  JÜ,  dvfdz  oder  A  vorgeschrieben  sein 
muß,  um  u,  Wj  n  allgemein  zu  bestimmen.  Unbestimmte  additife 
Eonstanten  oder  lineäre  Funktionen  von  z  kommen  dabei  nicht  tot^ 
da  für  die  Zeit  ^  ■>  0  alle  Größen  «,  u?,  n  als  gegebene  ange- 
nommen sind.  — 

Wir  wenden  uns  nunmehr  spezielleren  Problemen  zu  und  be- 
trachten zunächst  einen  Stab  von  solcher  Substanz,  daß  fi\v  ihn  die 
Moduhi  .«3^  und  s^.  und  damit  die  N  ebeuäuder  ungen  verseil  win- 
den; hier  erhält  man  aus  (195)  u.  f. 

202)  c=  «12,  i;=-i^H,  Af-+^^^.,  .v=  ^i^.?-: 

und  somit  das  System  der  Hauptgleichungen  (200^  in  der  Fonu 

T^-  -  r  'aT*  =  -ZT',  (>  (,^    ;r;)  %  -  ■A'^.  f  *  =  <>. 

In  ihnen,  wie  in  den  Grenzbedingungen,  erscheinen  hier  die  Vaiisbeia 
«,  V,  to,  n  völlig  gesondert^) 
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Aus  diesen  Formeln  folgen  die  für  isotrope  Körper  gültigen, 
wenn  man  noch  setzt 

's8  ^  '»  '44    's«  ™  ^'j» 

die  letzte  Spezialisierung  liefert  also  keine  formale  Vereinfachung 
der  Gleichungen  und  eine  wesentliche  Vereinfachung  nur  dadurch, 
daß  bei  isotropen  Kr»rpern  die  Bestimmung  der  Paraiiicter  und  Xj 
geringere  Schwierigkeiten  bietet,  als  l»ei  krystallinischen. 

In  dem  allgemeinsten  Falle  beliebiger  Orientierung  des  Cylin- 
ders  und  nicht  verschwindender  Nebenäuderungeu  ist  die  Bestim- 
mung der  und  x^  bisher  nur  für  einen  eüiptisclieu  C^uerscliuitt 
möglich  gewesen.  — 

\\  enden  wir  uns  zunächst  zu  der  sju'ziellcn  (Tcstalt,  welche  die 
Formeln  (202')  im  Fall»'  des  (i  leichge  wicht  es  annehmen,  so  kiuinen 
wir  dabei  auch  von  der  \\'irkung  körperliciier  Kräfte  IT,  Z\ 
deren  Behandlung  kein  theoretisches  Interesse  bietet,  abschen  und 
uns  allein  aul'  die  Kinwirkung  von  Kräften  und  Momenten  auf  die 
Endquerschnitte  l)eschränken.  Man  erkennt,  daß  hierbei  11  und 
V  Funktionen  dritten,  w  und  n  Funktionen  ersten  Grades  von  z 
werden,  deren  Konstanten  sich  aus  den  Bedingungen  für  den  End- 
querschnitt bestimmen.  Biegung  und  Längsdehnung  werden  allein 
Yon  dem  Modul  $^  resp.  s,  Drillung  von  den  Moduln  und  a^^ 
resp.  abhängig,  und  die  Beobachtung  der  betreffenden  Defor- 
mationen liefert  die  klassischen  Methoden  zu  »leren  Bestimmung. 

Hierbei  wird  in  der  Regel  das  eine  Ende  (z  =:  0)  des  Stabes 
befestigt»  das  andere  (z  «  einer  Kraft  oder  einem  Moment  aus- 
gesetzt 

Man  bat  so  für  z  s  0  bei  Dehnung  und  Drillung  zu  setzen 

fü  =  0,   }i  =  0;        .  202") 

bei  Biegung,  wenn  das  Ende  eiiigekleinnit,  also  vollkommen  be- 
festigt isty  und  dadurch  Verschiebung  und  Drehung  verhindert  wird, 

»  =  "  =      l»  =  a»  =  "'  202"') 

dagegen,  wenn  das  Ende  auf  einer  Unterlage  liegt,  die  eine  Yer- 
schiebung  unmöglich  macht  und  ein  Moment  nicht  austtbt»  also  wenn 
es  unTollkommen  befestigt  ist, 

f"  =  f;,-0.  202"') 

Ein  an  beiden  Enden  unterstützter,  in  einem  mittleren  Punkte 
belasteter  Stab  wird  in  seinen  beiden  Teilen  gesondert  behandelt; 
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an  den  äußeren  Entlen  gelten  die  Bedingungen  (202""),  an  den 
inneren  ist  die  ausgeübte  transversale  Kraft  vorgesclirieben  und  muö 
außerdem  //,  r,  dnjdz,  dv'dz  für  beide  Teile  übereinstimmen. — 
Alle  Moduln  sind  nacb  den  Formeln  (112")  von  der 
Orienti('rung  des  Axensystems  T,  Y.  Z  gegen  die  Krvstallaxen  ab- 
hängig und  dabei  lineare  Funktionen  der  21  Haui)tmoduln 
die  man  <*rbält,  wenn  man  das  Haujjtaxensystem  zu  (4runde 
legt.  Ilire  allgemeinen  Werte  laut<'n,  falls  mau  für  die  Richtung 
Cosinus  der  Axen  A',  /  gegen  die  Haujttaxen  .Y",  Y^,  dasselbe 
Seliema  benutzt,  das  8.  418  für  diejenigen  gegen  die  willkürliciien 
Axen  Bf  Ii,  Z  aufgestellt  ist: 

203)  ]     +  2  a,  •  [ +  +     y,  er,  +  ft] 

+    (A   +  nß^?  +  -^^s  (/s  «t  +  ^3  r^)"  +  C  («3   +  A 
+  ö  ('i  Ä  n  Ä  +  'Ji  y«  «1  y»  s  +     A  z^?*) 

+  4  (/?.  y,  +  y,  A)    «,  tf ,  +  *J4  A  A  +  *i  7i  rs) 

203')  I     +  4     «3  +     r,)     «3    +  sl    ß,  +  ;'3) 

+  4  (r/g   +  A  «a)  {^l      +    A  A  +  *Jb  r») 

+  2  K  (y,     +  «,  y,)  («,  A  +  A 

+  «f*(«s  A+ A«s)(/^8y.  +  A) 

+      0^  r»  +  ^3  A)  (/S  «2  +  ^3  /j)]  i 

«H  d^l^  Vertauschung  tod  c^,  A»  T$  nutV^»  A> 

hervor.**) 

Man  erkennt  leicht»  daß  wegen  der  Besiehungen,  die  zwisdien 
den  neun  Bichtungsoosinus  stattfinden,  die  21  Hauptmoduln  in  den 
Yorstehenden  Ausdrücken  nur  in  je  15  unabhängigen  Kombinationen 
auftreten,  so  daß  also  die  Beobachtung  von  Biegung  resp.  Dehnung 
allein  oder  von  Drillung  allein  auch  bei  vielseitigster  Verändening 
der  Orientierung  immer  nur  15  Aggregate  der  4jt  abzuleiten  gestattet 
Um  sie  alle  zu  erhalten,  ist  also  stets  die  Kombination  der  Unter- 
suchunj:  von  Biegung  unil  von  Drillung  nötig;  auch  ist  es  im  alke- 
meiuen  unumgänglich,  Stäbe  in  Orientierungen  zu  benutzen,  lur 
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welche  die  NeboiiiiiKleningcn  nicht  verschwinden,  und  die  daher 
theoretisch  und  praktisch  erhöhte  Schwierigkeiten  hieten. 

Aus  den  gefundenen  Hauptmoduln  sjl^  folgen  die  Hauptkonatan- 
ten  gei^äß  den  aus  (lOV)  und  (107'")  sich  ergebenden  Beziehungen 


Ihre  numerische  Bestimmung  hat  ein  hohes  Interesse  wegen 
der  eigen tttmlichen  Bessiehungeni  welche  eine  gewisse  molekulare 
Theorie  der  elastischen  Kr&fte  zwischen  ihnen  aufteilt. 

Geht  man  nämlich  von  der  Auffossung  aus,  daß  die  zwischen 
den  kleinsten  Teilohen  eines  elastischen  Körpers  wirkenden  Eiilfle 
nur  Funktionen  von  deren  gegenseitigt  u  Entfernungen  sind,  so  ge- 
laugt man  nach  S.  128  zu  den  Gleichungen  (150" ) 

die  sich  nicht  erge})en,  wenn  man  die  Kräfte  auch  noch  von  <ler 
Richtung  der  Vcrbiudungslinie  abhängig,  sagen  wir  kui*z  polar 
wirkfiid,  auuuuiiit. 

Die  Beohachtuim  hat  entschieden,  daß  hri  Krystallen  diese  Be- 
Ziehungen  mitunter  angenähert,  mitunter  aber  auch  gar  niclit  erfüllt 
sind,  und  man  gelangt  dadurch  zu  der  AulTassnng.  dali  polar  wir- 
kende Moleküle  die  Regel,  solche  mit  v('rschwiuden<ler  Polarität 
die  Ausnahme  darstellen.  Ein  eigentiiiulicher  Zusammenhang 
zwis(  licn  elastischen  und  elektrischen  Wirkungen  wird  da<lurch  an- 
gedeutet, daß.  soweit  die  Beobachtungen  reichen,  anscheinend  die 
Krystalle,  deren  Kunstanten  die  Gleieliungen  (2ü4)  nicht  erfülieu, 
piezoelektrisch  erregbar  sind,  die  ül)ri^'en  nicht.  — 

Eine  gewisse  Schwierigkeit  bieten  die  isotropen  Körper,  für 
welche  die  aus  den  Formein  (204)  folgende  Beziehung 


Geltung  behält,  gleichviel  ob  man  die  Moleküle  als  polar  wirkend 
annimmt  oder  nicht,  wenn  man  nur  die  physikalische  Gleiehwertig- 
iceit  aller  Richtungen  dadurch  bewirkt  denkt,  daß  jede  Orientierung 
des  einzelnen  MolekUles  gleich  häufig  ist  Denn  offenbar  wird  die 
polare  Wirkung  der  Moleküle  dann  nicht  zur  Geltung  kommen, 
sondern  nur  ein  mittlerer  Wert  der  Kraft,  der  mit  der  Richtung 
nicht  variiert. 

Nun  zeigt  die  Beobachtung,  daß  bei  isotropen  Körpern  die  Be- 
ziehung (204')  nur  selten  angen&hert,  meistens  sehr  wenig  erfüllt 


203") 


^1  ~  i"  c  =  3  Cj 


204') 
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ist.  1111(1  fordert  sonach  eine  von  der  zunächst  liegenden  und  eben 
skizzierten  abweichende  Auffassung  iUt  Konstitution  isotroper  Kr»rj)er. 

Eine  solche  wird  unmittelbar  nahe  gelegt  durch  die  W  ahr- 
nelinumg,  daß  eine  große  Zahl  sogenannter  isotroper  KörjK  r,  insbe- 
sondere alle  Metalle,  nur  Anhäufungen  von  verschieden  orifiitH'rtt'ii 
Krystallbroeken  darstellen,  deren  einzelne  Teile  gegenülier  der  Mole- 
kularwirkungssphäre sehr  gniß  sind,  und  man  kann  die  Annahme 
plausibel  machen,  daß  diese  nur  quasiisotrope  Struktur  bei  schein- 
bar isotropen  Körpern  die  Regel  bildet. 

Das  elastische  Potential  für  solche  Kürpei-  kann  demgemäß  aus 
dem  für  den  Krystall  geltenden  erlialten  werden,  indem  man  von 
dem  letzteren  den  Mittelwert  für  alle  möglichen  Lagen  des  Krvstalles 
gegen  die  Koordinateuaxeu  bildet.  Der  so  gefundene  Ausdruck  be- 
sitzt die  Konstanten 


204")  I 


3 


worm 

gesestzt  ist,  und  erfüllt  demnach  die  Beziehung  (204')  nicht,  weim 
die  Konstanten  c,^  des  Krystalles  die  ersten  drei  Formeln  (204)  nicht 
befriedigen.**^)  — 

Das  Problem  der  Bewegung  cylindrischer  Stäbe,  bei  welchem 
wiedenim  von  der  Einwirkung  körperlicher  Kräfte  abgesehen  und 
nur  aniViiigliclie  VeiTückungen  und  Geschwindigkeiten,  sowie  zeitlich 
wechselnde  Einwirkungen  auf  die  Kndquersclmitte  in  Betracht  ge- 
zogen werden  mögen,  hat  praktisches  Interesse  allein  im  Fall  end- 
licher Länge  und  isotroper  Substanz. 

Die  Formeln  flir  Dehnung  und  Drillung  nehmen  die  Ge- 
stalt an 

worin  bedeutet 

205-)  v«-  V  -  resp.  =   ,  .    /  "l* u  v  x  n  ' 

von  den  Bedingungen  für  die  l'n  I*  ii  kommen  besonders  die  in  Be- 
tracht, daß  die  Verrückung,  d.  h.  ff  vorgeschrieben,  an  festen 
Endpunkten  Speziell  gleich  Null  ist,  oder  daß  die  äußere  Kraft,  d.  h 
d  f^l  d  z  vorgeschrieben,  an  freien  Endpunkten  speziell  gleidi 
NuU  ist 

Dies  alles  stimmt  vollständig  mit  dem  System  der  Bedingonges 
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überein,  welches  für  Schwingungen  einer  elastischen  Flüssigkeit  in 
ebenen  Wellen  gilt  und  S.  35H  behandelt  ist.  Für  begrenzte  Stäbe 
geschieht  im  Falle  einfacher  Töne  die  Integration  durch  triir^no- 
metrische  Funktionen  Ton  womit  zusammenhängt,  daß  bei  stehenden 
Schwingan^en  die  Stäbe  im  allgemeinen  in  eine  Anzahl  gleichartig 
bewegter  Teile  zerfallen,  deren  Grenzen  Schwingnngsknoten  bilden. 
Die  Gleichungen  (202^  fttr  die  Biegungen  haben  die  Form 

7^  +  "»'i-?  =  «  205") 

worin 

w^^-i-    resp.  20h  ) 

isty  sind  also  von  den  friilier  Ix'liandcltcn  vcrscliiedon. 

Di«'  <  iren/J)edingung»'n  l)i(  t(  n  eine  wesentlich  t,Mi>I3ere  Mannig- 
faltigkeit als  bei  dem  Problem  der  Dehnung  und  Drillung. 

Gegebenes  f  bezeielmet  vorgescliriebene  Verriiekuni;.  geirebenes 
du  dz  vorgeschriebene  Drehung  des  Stabendes  um  eiii<-  (^ueraxe; 
gegebenes  d^i  öz^  entsj)richt  vorgeschriebenem  Drehungsmoment 
um  eine  (^ueraxe.  gegebenes  d^V'dz'^  gegebener  transversaler  Kraft. 

Welche  Kombinationen  dieser  Angaben  die  Bewegung  vollstän- 
dig bestimmen,  ist  aus  den  Betrachtungen  auf  S.  422  zu  erschließen. 

Man  erkennt  aus  ihnen,  daß,  neben  zur  Zeit  ^  »  0  Torgeschrie- 
benem  U  und  d  Ujdt,  für  jedes  Ende 

zugleich  U  und  dUjdz 
oder  U  und      U  jd  r* 
oder  d^Uldz^  und  dUjdz 
oder  d^Uldz^  und  d^U/dz^ 

gegeben  sein  müssen,  damit  die  Bewegung  be>timmt  sei.  Von  diesen 
Möglichkeiten  besitzen  die  drei  besoudere  Wichtigkeit,  daß  entweder 
U  und  dUjdz,  oder  J'  und  d^V  jdz^,  oder  endlich  d^U j d  und 
d^Ujdz^  verseil  winden;  sie  entsprechen  den  Fiillen,  daß  das  be- 
treffende Stabende  vollkommen  befestigt,  unvollkommen  befestigt  und 
vollkommen  frei  ist. 

üie  Intetrration  der  Gleichuni;  ('205")  geschieht  bei  endliehen 
Stabf'Ti  im  Falle  eint'aeher  Töne  dureli  Exponeutialgrößeii  und  trigo- 
nometrische Fuuktioneu  von  r,  womit  zusammenhängt,  daß  bei  stehen- 
den Schwingungen  die  Stid)e  nicht  in  gleichwertige  Teile  zerfallen.  — 

£in  rein  theoretisches  Interesse  weckt  der  Fall  der  Fortpiian- 
zimg  einer  Bewegung  längs  eines  unendlichen  Stabes,  sei  sie  nun 
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durch  dauernde  Einwirkuni;  auf  einen  Punkt,  etwa  einen  Endpunkt, 
oder  diireli  eine  Anfan^^sverrUckunf?  und  -geschwindijikeit  erregt. 

Für  Dehnung  und  Drillung  gelten  hier  die  aui"  8.  353  und  355 
abgeleiteten  Formeln  mit  entsprechender  Bedeutung  von  v;  eine  be- 
sondere Untersuchung  erfordert  dagegen  der  Fall  der  Biegung. 

Zur  Integration  gehen  wir  ans  Ton  dem  Ausatz 

20«)  '^=/a(/"±?)v(,;;)''« 

0 

und  l)il(len,  indem  wir  mit  i/'  (^)  den  Diiierentiakiuotienten  nach  dem 
ganzen  Argument  ^  bezeichnen, 


cc 


0 

was  sich  durch  die  Substitution 
übeifUhren  läßt  in 

0 

Hieraus  folgt  auch 

0 

oder  bei  Berücksichtigung  Ton  zjß—u 

206")  ^=^Jr[pt±"^jy,yl,)äu. 

0 

Mau  erhält  ebenso 


oc 


0 


0 

während  auch  gilt 

2on  ^^=;"/r(.*±^>'(a^- 
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Soiiuch  ist  obiger  Ansatz  ein  integral  unserer  Gleichung,  falls 
nur  p     w  und 

v"K)  +  y^i^)  =  0,  201") 

also 

yj  =  a  cos  'C     b  sin  ist. 

Ein  zweites  integral  wird  nahe  ^'elegt  durch  den  Wert  (206') 
TOD  dVjdzy  der  offenbar  dieselbe  Behandlung  gestattet,  wie  Z^' selbst, 
und  für  den  wir  schreiben  wollen 


207'") 


2080 


wo        SB  o^cosj;  +  d*sin(  ist 

Mit  Hilfe  dieser  Lösungen  kann  man  nun  leicht  die  Fort- 
pflanzung der  auf  ein  Ende  des  nach  der  anderen  Seite  unendlichen 
Stabes  ausgeübten  Erregungen  bestimmen;  dabei  kommen  wieder 
die  Tier  auf  S.  427  angegebenen  Kombinationen  von  Grenzbedingungen 
in  Betracht.^ 

Ist  für  2  =  0  U=  F{t),  dUjdz  «  F^{t),  so  wird 

0 

Ist  für  r  «  0  £/  =  F(t),  d^Ujdz*  =  F[{t},  so  wird 

0 

Ist  für  *  -  0  a»  U/dx*  =  F(t),  du /dz  =  ^',(0,  »o  wiid 

0 

-  -*i     «'s)  H    -  ^r.)j 

Ist  für  2  =  0  d'Ujdz'  =  >"(<),  d^Ujöz'  =  /.(O,  so  wird 
^-)^i?('-«->'^«^  +  ''('-«-^)'^Tj''«-  208') 

0 

Haben  die  Funktionen  F  und  F^  die  Eigenschaft,  für  ein  ncgatiT 
unendliches  Argument  zu  Terschwinden,  so  gilt  gleiches  Ton  den 


208") 
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Werten  T.  Diese  Eesultate  lassen  sich  leicht  Teiifizieren,  weiu 
man  die  Gleichungen  (20G)  u.  f.  zu  Hilfe  nimmt 

Komplizierter  ist  die  Fortpflanziing  einer  anfänglichen  Ver- 
rückung  und  Gescbwindigkeit  auf  einem  beiderseitig  ins  Unendhche 
reichenden  Stab  auszudrQcken.^ 

Setzt  man 

2  S 

für  /  =  U  L'=        öLiöt=      und  Jdz = 

—  X      —  X 

so  erhält  mau 

209)       I  ^^^^y2-/[^o(^  +  2«[M(s"^«'  +  co8«2) 

+  ^\^{z  +  2a  y^)  (sin    —  cos«*)]  da. 


wofür  man  auch  schreiben  kann 

+  X 


2O90 


«OD 


Ist  nur  eine  AniangsTerrücknng,  nnd  zwar  diese  nnr  an  einer 
Stelle  z  ^  Zq  von  Null  yerschieden  gegeben,  so  wird  hieraus 

worin 

isty  und  e  eine  kleine  Große  bedeutet 

Diese  Lösung  zeigt,  daß  an  jeder  Stelle  die  \\'irkung  der  an- 
fjui^'liclu'ii  \\  rrUckung  eine  Scliwinixunir  mit  abnehmender  Amphtuiit 
und  zuncinncndcr  Periode  be\sirkt.  — 

Srhließlich  W(dleii  wir  noch  die  dem  <iin:i.N"schen  .Satz  für  den 
Stall  eiits|>r('rli(»ndon  Formeln  aufstellen  und  wie  aul  S.  3T»)U.  f  daran? 
Foli:erunfjeii  ziehen,  die  sich  auf  die  Erregung  von  Sch'Ä'inguiigeü 
durch  J\*esonanz  hezieluMi. 

Wir  Lrehrn  aus  von  der  allgemeinen  für  die  Dehiiuni^s-  und 
Drillungsschwiugungen  eines  Stabes  gültigen  Formel,  die  wir  schreiben 

210)  ^j_„.^;j_.,  =  o, 
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worin  A  eine  gegebene  Funktion  von  z  untl  t  bezeichnet  und  v  eine 
je  nach  dem  Problem  verschiedene  durch  (205')  gegebene  Konstante  ist 
Sei  nun  F  eine  LOeung  der  Gleichung 


210) 


faßt  man  dann  beide  Gleichungen  mit  den  Faktoren  F  und  —  //' 
zusammen,  integriert  das  Resultat  in  Bezug  auf  z  von  U  lus  z^,  in 
Bezug  auf  t  von  0  bis  t^,  wo  Zj  die  Länge  des  Stabes  und  eine 
beliebige  Zeit  bezeichnet,  so  erhält  man  leicht 


dz 


210) 


0  0  00 

Wir  wollen  nun  s])e/,iell  so  wühlen,  daß  es  den  stehenden 
Schwingungen  eines  einfachen  Tones  ohne  Einwirkung  äußerer 
Kräfte  entspricht,  abo  setzen 

r^gm€g{t+i^),  211) 

worin  Z  der  Qleichong 

2U) 


genügt.  Ist  zugleich      ein  Vielfaches  einer  Periode  T  =  2nla,  und 
▼erschwindet      und  ÖH  jöt  für  i  —  U,  dann  nimmt  die  vorstehende 
Gleichung  die  Form  an: 
«1  * 


00 


211") 


Dies  Besnltat  yereinfkcht  sich  noch  dadurch,  daß  je  nach  den 
Umständen,  anter  denen  die  stehende  Schwingung  F  stattfindet,  ftr 
za>0  nnd  z^z^^  entweder  Z  selbst  oder  dZjdz  yerschwinden  mnB. 

Nimmt  man  ftlr  beide  Enden  ^  =>  0  an,  so  wird 

^asin<^2r,  €tz,»hvn,  cos— b  +  I, 
nnd  die  Torstehende  Formel  nimmt  die  Grestalt  an 
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211  ') 


0 


+  jj  Aän^  siaa{t  + Qdtdz. 


00 


Sie  sagt  aus,  daß,  wenn  die  Enden  r  =  0  rcsp.  z  =  gegebene 
Verrückungen  Jf\^  resp.  Jf\y  beliebi^re  Punkte  zwischen  ilmen  mit  Ä 
proportionale  Kräfte  erfahren,  welche  Anteile  mit  der  Periode  t 
Ton  F  enthalten,  dann  mit  wachsender  Zeit  das  Integral  links  und 
damit  die  durch  9^  gegebene  Schwingung  Uber  alle  Grenzen  wachst 
Dies  Resultat  gilt  fftr  jedes  «  und  jede  Periode  r,  welche  mit  den 
Bedingungen  des  Problemes  Ycreinbar  ist;  ausgenommen  ist  nur  der 
Fall,  daß  die  äußere  Einwirkung  A  sich  ausschließlich  auf  eine 
Stelle  erstreckt,  wo  hei  der  stehenden  Schwingung  Ton  der  gleichen 
Periode  ein  Knoten  liegt,  also  sin(az/v)  yerschwindet 

Ganz  analoge  Formehi  wie  (211'")  lassen  sich  für  die  FSlle  sni- 
stellen,  daß  die  Enden  nicht  befestigt,  sondern  frei  sind,  d.  k,  daß 
daselbst  nicht  F  sondern  dFjdz  verschwindet,  oder  daß  an  einem 
Ende  F^  am  anderen  dFjdz  gleich  Null  ist 

Aus  ihnen  allen  fulgt  in  der  auf  S.  377  ausführlicher  be- 
sprochenen Weise,  daß  bei  auf  mittleren  oder  Eiudpunkten  ausg»* 
übten  Erregungen  die  Eägentdne  der  Stäbe  stiürker  ids  alle  anderen 
ansprechen;  und  zwar  werden  die  betreffenden  Eigentöne  bei  Er- 
ref?ung  mittlerer  Punkte  durch  die  gegebenen  Bedingungen  fördic 
Eudiniukte  direkt  bestimmt,  bei  der  Ausübung  von  Verschiebungen 
auf  einen  Endpunkt  treten  diejenijLien  auf,  welche  festgehaltenem 
Ende,  bei  Ausübung  von  Kräften  diejenigen,  welche  freiem  Ende 
entspreclien.  — 

(-rt'uau  dicscllM'  Heliaiidhiiig  gestatten  die  Formeln  für  di«'  Bie- 
gungsachwingungen  von  iStäbeu,  die  wir  in  der  Form  schreiben 

212)  ^;:+„.^_^_o, 

worin  A  eine  gegebene  Funktion  von  z  und  /  bezeichnet  und  ta  durch 
die  Öleichunir  (205"')  gegel»en  ist. 

Wir  ziehen  eine  zweite  Funktion  /'heran,  weiche  der  GleichoDg 


212) 


d*V 


0 
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genOgty  multiplizieren  die  Formel  (212)  mit  die  Formel  (212^)  mit 
üf  subtraliiereii  und  integrieren^  in  Bezug  auf  z  Uber  die  ganze  Stab- 
Iftnge  Zj,  in  Bezug  auf  i  über  eine  beliebige  Zeit  t^f  und  erhalten 
nach  ausgeführter  teüweiser  Integration 

d2-fJ(A  r--  Bi  )dtdz 


dt  dt 

0 


0  0 


.   %c\v^*^    T7^^  dvs»i\  düd*v 


212") 


Setzt  man  hier  filr  F  den  Wert 

r«i^8in«(^+y  218) 

ein,  der  den  strlu  iidcn  Schwingungen  eines  eüifaclieu  Toues  oliiie 
äußere  Kruft  entspricht,  wenn 

a*Z+€o^i'i=^0  213') 
dx*  ' 

ist,  so  erhält  man  wie  oben,  wenn  und  dl'  dt  für  ^  =  0  ver- 
schwinden, und  <,  ein  Viellaches  einer  Periode  von  V  ist: 

0  0  u 

.  ^  213") 

0  'I 

Diese  Formel  Kt'^tattet  dieselbe  Behandlung;  wie  (211");  durch  Ein- 
fiihi'ung  der  Grenzbedingungen  fiir  /'  nach  einem  der  auf  S.  427 
gegebenen  Schemas  verschwinden  vier  von  den  acht  (Tliedern  des  dritten 
Integrales  und  es  bleiben  sonach  im  ganzen  fünf  Glieder  unter  den 
Integralen  nach  /  stehen,  die  fiinf  verschiedene  Erregungsarten  des 
Stabes  repräsentieren.  Enthalten  die  au^eübten  Wirkungen  Anteile 
mit  einer  der  für  F  durch  die  GrenzbedingnriL'en  zugelassenen  Periode^ 
so  wird  das  erste  Integral  und  damit  die  Intensität  der  erregten 
Schwingung  Ton  dieser  Periode  mit  wachsender  Zeit  über  alle  Gren- 
zen wachsen. 

Eine  niUiere  Erörterung  dieser  Verhältnisse  ist  nach  dem  früher 
G^ebenen  nicht  nötig.  — 

Die  am  Anfang  dieses  Paragraphen  vorgenommene  Entwickelung 
der  HiJai/roN'schen  Gleichung  hört  auf,  streng  zu  sein,  wenn  die 
Querdimensionen  des  Stabes  so  klein  und  zugleich  die  auf  ihn  aus- 
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geübte  Längsspannung  /'  so  groß  ist,  daß  in  dem  ^^'ert  (199"')  iilr 
SF  das  Glied  C^c  die  übrigen  weitaus  tibertriffiU«^ 
In  diesem  Falle  darf  man  sich  besttglich  des  Wertes  der  Une- 
&ren  Dilatation  e'  nicht  auf  die  erste  Annäherung  (\W)  beschränken. 
Man  erhält  eine  zweite,  wenn  man  berUoksichtigty  daß  die  relsfcrreD 
Koordinaten  der  Endpunkte  eines  Azenelementes  dt  nach  der  De- 
formation resp.  gleich 


sind;  daraus  folgt 


B9 


dt 


was  man  nach  (199)  leicht  in 

überführen  kann,  da  man  dg  mit  dz  identitizieren  darf. 

Benutzt  man  diesen  Wert  in  der  HAMiLTON'scheu  (ileichung 
(198)  und  nimmt  den  Stal)  so  dünn  an,  daß  die  in  öP  entlialttMieo, 
Ton  u  und  v  abhängigen  Glieder  ganz  Temachlässigt  werden  können, 
und  vnriiort  man  nur  wegen  tt  und  v,  während  diese  Größen  an 
beiden  Enden  r  —  0  und  r  »  Zj  gegebene  Werte  haben,  z.  B. 
Null  sind,  so  erhält  man  statt  der  ersten  beiden  Formeln  (200) 


214') 


während  die  beiden  letzten  sich  wie  früher  finden  lassen. 
Daraus  folgt  aber  in  bekannter  Weise 


214") 


Ö*  r 


BC    ,  m  •  V  W 


vX 
8% 


Fehleu  longitudinalr  Bewegungen  und  ebensolche  köiperiicbe 
Kräfte,  so  ist  nach  der  dritten  Formf?!  innerhalb  der  benutzten  An- 
näherung C  konstant,  nämlich  gleich  der  auf  die  lilnden  wirkendeo 
Spannung  r,  und  es  wird  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (2141*. 


I 
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214") 


Zur  ▼ollBtftndigen  BestimmuDg  des  Problems  treten  hinzu  fftr  die 
Elnden  z  s  0  und  z^z^^  vorgeschriebene  Werte  von  «  und  sowie  für 
irgend  eine  Zeit,  etwa  / 8  0,  vorgeschriebene  «,  v  und  dujdtj  dvjdt^^T 
die  Binden  der  Saite  gegebene  dujdz  und  dv/dz,  die  ähnliches  leisten 
würden,  wie  dort  gegebene  «  und    kommen  in  der  Praxis  nicht  vor. 

Dagegen  sind  Fslle  denkbar,  wo  die  Grenzbedinguugen  die 
Aggregate  F'u  ±  dujdz  und  F^v  ±dv  /dz  bestimmen,  etwa  gleich 
Null;  dieselben  werden  dann  eintreten,  wenn  die  Enden  der  Saite 
nicht  völlig  unverrückbar  fest  sind,  sondern  transversalen  Zugkräften 
etwas  folgen  können.*')  Solche  Kräfte  Übt  während  der  Bewegung 
die  Spannung  F  der  Saite  selbst  aus,  und  zwar  ist  der  Betni'j  ihrer 
Komponenten  parallel  der  X-  und  Y-Axe  resp.  gleich  ±  rd  u  j  d  z, 
±  rd  V I  d  z.  Tritt  nun  in  jedem  Augenblick  eine  Verscliiebuug  des 
Befestigungspunktes  ein,  welche  der  wirkenden  Kraft  i)ropürtional  ist, 
und  verstellt  man  unter  eine  geeignet  bestimmte  Konstanto,  so 
wird  in  der  Tlint  F-u  — du/dz  und  F^ii  —  dv,öz  am  Kndc  r  =  0. 
F'u  +  d n I öz  und  F'~v-\-dv jdz  am  Kndc  z  —  r,  vfrsehwiiKb'ii  müssen. 

Diese  Haujit-  und  Nebenbedin^'ungen  entlialten  die  vollständige 
Grundlage  der  Tbeorie  des  (41(>ielif;ewichts  und  der  Sebwingungen 
von  Saiten.  Ihre  Form  stimmt  iiberein  mit  derjenigen  der  fUr 
ebene  \\'ellen  in  einer  Flüssigkeit  und  der  für  Dehnung  und  Dril- 
lung eines  Stabes  geltenden  Formeln;  ihre  Pxhandlung  ist  also  mit 
der  auf  S.  353  u.  f  gegebenen  identisch,  doch  haben  hier  andere 
spezielle  Fälle  praktische  Bedeutung  als  dort. 

Für  die  FortpÜanzungsgeschwindigkeit  co  erhält  man  die  Beziehung 


r  ist  darin  die  gesamte  die  Saite  spannende  Kraft,  Fjq  der  auf 
die  Flächeneinlieit  bezogene  Wert. 

Das  Problem  der  Saite  fiÜlt  im  Grunde  aus  dem  Geliiete  der 
elastischen  Erscheinungen  heraus,  da  die  Ehisticität  bei  ihrer  Be- 
wegung keine  Holle  si)ielt;  ilir  Interesse  ist  besonders  in  dem  Um- 
stand begrfindet,  dafi  sie  hervorragend  geei^niet  ist,  auf  verschiedene 
Erregungsarten  anzusprechen  und  ihre  Wirkung  zu  zeigen. 

Benutzt  man  neben  den  von  der  Längsspannung  r*  abhängigen 
Gliedern  die  in  (202^  enthaltenen,  welche  von  den  Elasticitätsmoduln 
abhängen,  so  erhält  man  allgemeinere  Formeln,  welche,  wie  man  sagt, 
die  Steifigkeit  der  Saite  berücksichtigen. 
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§  26.   Gleichgewicht  einer  gleichförmig  gespannten  Platte  von 

beliebiger  homogener  Substans. 

Es  sei  niuimehr  eine  planparallele  Platte  aas  homogenem  Ma- 
terial gegeben,  und  es  seien  in  ihr  die  Deformationsgrößen  t^,... 
und  daher  auch  die  Spannungen  X^, . . .  X  in  zu  den  Seitenflltehea 
parallelen  Ebenen  konstant  angenommen.  In  diesem  Zustand  wollen 
wir  die  Platte  gleichförmig  gespannt  nennen. 

Legt  man  die  Xi-Ebene  in  die  Mittelfläche  der  Platte,  so  e^ 
giebt  sich  ftir  die  Verrückungen  tt,  w  aus  der  gemachten  Annahme 
folgende  allgemeinste  Form: 

[  «  =    +      +  .y,  ^)  +  y{t  -^  hz\ 

215)  ü=  /  +  j;(j^  +  //z)+.v(/;  +  */jZ). 

in  der  U,  F,  Funktionen  von  z  allein,  die  f,9,h  abe»  Konstanten 
bezeichnen.  Verbindet  man  das  EoordinatensTStem  so  mit  der  Platte, 
daßfÜrjr»y»2«»0 

215  j  u  —  V  =  11'  =  0,    .    =       =  3  5-  =  0 

'  ox      oy      ox  Off 

ist,  was  aussagt,  daß  der  Koordinatenanfang  an  seiner  Stelle,  das 

benachbarte  Element  der  Xi-£bene  in  seiner  Ebene  bleibt  und  keine 

Drehung  um  die  Z^Axe  erfährt,  so  ist 

215 ")  JT«  0  für  r  s  0,  und  auch  g\  =     =  /  _  ^  =  a 

Die  ül»rifj<Mi  Konstanten        h  lassen  sicli  leicht  deuten. 
Es  ist  nämlich 

,  &  (du       1(  \       ,  dm      ,  , 


215'") 


_  1  ^  (d  r  _  fltr\  _  _  df  ^ 


tj\öx      oyi  Oy 

-  f<  IJ  \  d  X       ö  .!•  j       -  f  <  ./•  \  d  V       0  y  I       0  y  0  j 

d.  h.,  es  ist  /\  —  a  die  lineare  Dilatation  ])arullel  der  A-,  /j  =  b 
diejenige  parallel  der  l'-Axe,  2/*=  d'  <lie  Winkeländenmg  zwischen 
der  X-  und  T-Axe,  —  dies  alles  in  der  Mitteltiäche  der  Platte  ge- 
messen; ^  ^1  =  m  ist  die  Andeninp  der  Drillung  m  nach  der  A'-, 
—  r/^  =/  llieieni^^e  der  Drillung  /  nach  der  T-Axe,  während  ä  =  -JÄ' 
sowohl  durch  die  Änderung  von  in  mit  y  als  Ton  /  mit  x  ge^ 
geben  wird. 
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Die  Verrückuugeu  werden  uuter  Eiuführung  der  neuen  Ab 
kUrzungen 

»r«  V—  -|^4r*i»'4-  ^y*/'—  \xyk\ 

und  die  Deforuiutiuiieu  lauten: 


216) 


216) 


Die  Hauptgleicbungen  werden  nach  den  gemachten  Annahmen 

* ^       =  ^3  =  0,  217) 

die  Bedingungen  für  die  Flattenflächen 

:^-l;-^  =  0,  217) 

woraus  filr  alle  Stellen 

A;«J;  =  ^,  =  0  217") 

folgt 

Denken  wir  uns  die  Platte  seitlich  durch  einen  Cylindermantel 
begrenzt,  und  bezeichnen  die  äußere  Normale  auf  einem  seiner 
Elemente  mit  n,  so  muß  dort 

A  + A;,=  i  4-  i„  =  i^  +  i^«  =  0  217  '  , 

sein;  da  nach  (217")  gleich  Null  ist,  kann  die  gleichförmige 
Deformation  der  betrachteten  Platte  nur  durch  gegen  den  Band 
wirkende  Zugkräfte,  die  in  der  XF-Ebene  liegen,  und  durch 
Drehungsmomente  bcwirict  werden. 

Begrenzen  wir  die  Platte  durch  zur  XZ^  und  zur  T^- Ebene 
parallele  Seitenflächen,  so  sind  auf  diese  pro  Längeneinheit  des  Bandes 
der  Mittelfläche  folgende  Komponenten  und  Momente  auszuüben 


-jXJz^A,     ^fl^dz^M,     -fX^dz^D,  I 

-  fX^z  dz  =  il/,    +  fr^z  dz  =  X,    -  j\\z  dz  =  A'.  —  J 


217""^ 


Von  den  Gleichungen  (107'")  lauten  nunmehr  die  erste,  zweite 
und  letzte  unter  Benutzung  der  Torstehenden  Besultate 

-  [a  +  7nz)  =  Ä„  A;  +  .v,2  }\  +  .vjß  J  .  j 

-  {ö'  ^l'z)^  A,  +  1\  +  X^.  218) 
-(<f  +  k'z)  «  #„A,  +         +  jr^Iy.  J 
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218') 


Integriert  mau  sie  über  die  Dicke  2/t  der  Platte,  so  tindet  sich: 

integriert  man  sie  nach  Multiplikation  mit     so  erhält  man: 
218")  I  JÄ»  jlf  +  .sVi    -  ^26 

Hieraus  folgt»  daß  gesetzt  werden  kann: 

worin 


219) 
bedeutet^  und 


219) 


worin 


Umgekehrt  ist  auch 

._ÖP,     i»_5P,  D_öP, 

220) 


wo  Pj  und  1*^  quadratische  Formen  von  a',  b\  d'  resp.  von  /'.  m,  K 
bezeichnen,  die  aus  den  Ümkehrungen  der  Formeln  (2l  s')  und(21S1 
ebenso  zu  bihlen  sind,  wie  P|  und      aus  diesen  selbst 
Wir  schreiben  sie 


220') 


da]»oi  ist  von  \\  ichtij^'keit  zu  beaclitm.  daß  den  Faktor  h.  ila- 
fjegen  1\  den  Faktor  /r'  hat,  daU  Ituide  also  in  Bezug  aul  die  Dicke 
der  Pbitt(^  verschiedene  Grölienonhiuug  l>esit/en.  — 

NunnM'hr  kiuinen  auch  die  noch  in  den  Werten  von  u,  v.  ir 
unbekannten  Funktionen  6',  F,  //  von  z  allein  leicht  bestiiunit  werden. 
Denn  aus  der  dritten,  vierten  und  t'ünftun  Gleichung  (107"  )  folgt  lH?i 
Benutzung  der  Werte  (216  )  von  z,,  y^, 
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220") 


Setzt  man  inr  \\,  1]^,  A'^  die  aus  (218)  folgenden  Werte  ein  und 
berücksichtigt  die  Bedingungen  (215 '),  so  crliält  man  für  U,  F,  W 
Funktionen  zweiten  Grades  Ton  z  mit  völlig  bestimmten  Konstanten; 
das  Problem  ist  also  allgemein  gelöst 

Wir  bemerken,  daß  bei  ausschließlicher  Wirkung  von  Zugkräften 
£f  I)  die  von  den  Drehungen  abhängigen  /',  m',  K  und  die 
qu;ulratischen  Glieder  in  f",     //'  verschwinden,  bei  alleiniger  Wirkung 
der  Momente  X,  M.,  K  die  a,  b\  d'  und  die  line&ren  Glieder  in  W 
gleich  Null  sind. 

Von  den  Moduln  haben  die 

*38»  '53'  *44'   *65?  "'iS 

keinen  EinHuß  auf  das  gestellte  Problem;  die  Deformation  der 
Mitteltläche,  welche  durch  a',  b\  <f,  m',  h  beetinunt  ¥drd,  hängt 
auBSchließlich  ab  Ton 

'11»  *ia»        'le»  'je» 

Von  spezielleren  Fällen  kommt  hier  besonders  der  in  Be- 
tracht, daß 

ist,  ivie  das  z.  B.  stets  stattfindet,  wenn  die  X-  oder  T-Aze  eine 
mindestens  zweizfthlige,  die  ^-Axe  eine  drei-  oder  sechszählige 
elastische  Symmetrieaze  ist 

Dann  ist 

also  wenn  mau  abkürzt 

1  1  "-^^ 
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Für  isotrope  Körper  ist  spezieller 


221"') 


i  1 


worin     «j,      (üf  frülieren,  j',  neue  B»  zt  ichuungen  sind. 

Bezüglich  der  Tragweite  der  im  vorstehenden  abgeleiteten  Re- 
sultate und  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Praxis  einerseits,  auf  Be- 
wegungszustände  andererseits  sei  auf  das  S.  411  Gresagte  Terwiesen. 


§  87.  Gleichgewicht  und  Bewegung  einer  unendlich  dünnen  Platte. 

Das  Problem  einer  beliebig:  frt  sj)annten  unendlich  dünnen  Tlalie 
läßt  sich  el)enso  auf  dasjeui;^«^'  einer  gleichförmig  gesjjamitcn  von  end- 
licher Dicke  zurückführen,  wie  das  Problem  des  unendlich  diuinHU 
Cylinders  auf  dasjenige  des  endlichen,  alx  r  gleichlbnuig  gespannten. 

Denken  wir  uns  die  Mittel Häche  der  Platte  vor  der  Deformation 
mit  der  H/i- Ebene  eines  al)solut  festen  Koordinatensysteraes  zn- 
samnienfallend  und  die  Platte  in  diesem  Zustande  durch  Ebenen 
parallel  zu  den  anderen  Eoordinatenebeuen  in  ])arallelopipedi8che 
Elemente  zerlegt;   denken  wir  uns  femer  in  der  der  —  ä  und 
—  H-Axe  zugewandten  Ecke  jedes  Elementes  ein  Koordinatensystem 
2^  Yf     wie  in  (215')  festgesetzt  ist,  mit  dem  Element  verbundeiif 
so  kann  man  die  Volumenelemente  jederzeit  so  klein  annehmen^  daß 
bei  stetiger  Deformation  der  ganzen  Platte  in  einem  jeden  Element 
die  Deformationsgrößen  nicht  merklich  von  x  und  y  abhängen,  ohne 
daß  dabei  die  Querdimensionen  der  Yolumenelemente  verschwindend 
gegen  ihre  Dicke  wären.   In  diesem  Falle  kann  man  also  auf  das 
Volumenelement  sofort  die  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten 
Formeln  anwenden.   Dabei  mögen  die  absoluten  Koordinaten  eines 
Punktes  der  Mittelfläche  nach  der  Deformation  mit  |,  ^,  ^  bezeichnet 
werden;  2h  sei  wieder  die  Dicke  der  Pktte,  dq  ein  dement  seiner 
Mittelfläche,  da  ein  Element  von  deren  Randkurve. 

Die  HAMiLTON^sche  Gleichung  lautet  hier 
«I  +» 

222)        Jdt  Jdz^fdq  (()  v  -  dff  +  d'uj  +  f  dsd'a^'^  =  0, 

to  -h 

und  zwar  bezeichnet  darin  d^i  und  dcf  die  Variation  der  lebendigen 
Kraft  und  des  Potentials  der  Volumeneinheit.  f)V,  die  tzlt-ichfalis 
auf  die  Volumeneinheit  bezogene  Arbeit  der  köiiJerlicheu  Ki'äfte,  da. 
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die  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Arbeit  der  auf  die  Baadüäclie 
wirkenden  äußeren  Drucke.  An  den  Integralen  nach  z  mdgen  der 
Kürze  halber  weiter  die  Grenzen  —  A  und  +Ä  fortbleiben. 

Die  lebendige  Kraft  eines  Volumenelementes  2h(lf/  drückt  sich, 
wenn  man  wieder  das  einzelne  Vohnnenelement  als  Ganzes  bewegt 
denkt,  analog  wie  in  (196')  aus;  da  aber  alle  Trägheitsradien  un- 
endlich klein  sind,  so  reduziert  sich,  wenn  die  d^jdt^  djjjdt,  d^/dt 
nicht  unendlich  schnell  mit  dem  Ort  auf  der  Mittelfläche  der  Platte 
wechseln,  der  Wert  auf 

ä,f^ä.  -  Xä,  -  (.((IfjV  (l^jV  \^)kä,.  222') 

Die  Arbeit  der  körperlicboTi  Kräfte  an  demselben  Voliunen 
wird,  wenn  diese  Kräfte  keine  Momente  um  zii  den  festen  Axen 
parallele  durch  den  Schwerpunkt  des  llliemeutes  licieru, 

r/y  ffi'ajz  =  =  2h  (  ="()^  +  JJ  d  ,j  +  Z'();)  dq,  222") 

worin  S\  J£,  Z'  auf  die  Volumeneinheit  der  Platte  bezogen  sind. 

JBndlich  wird  die  Arbeit  der  Oberflfichendrucke  an  dem  Band- 
element 2hd»y  falls  S%  9* fit  S*v  die  Drehungswinkel  angeben, 

defa\dz^Ö'S^de 

^{j4Si-^BSfi-^  rS^  -\-AS'X-^M d'fi  +  NS'v)  d.s, 

worin  ^,  B,  1]  A,  M,  N,  die  Konii)onenten  und  Momente  nach  den 
festen  Axen,  sich  auf  ein  Stück  der  Randtiäche  von  der  Länge 
Eins  beziehen.        S^S  und  (TS^^  sind  neue  Bezeichnungen. 

Die  Variation  des  elastischen  l^Hentiales  des  Volumenelementes 
2hdg  wird  hier  wegen     ^        Z^^O  einfach 

Hier  hinein  sind  die  Werte  (216')  zu  setzen  und  das  Resultat 
^^dq  Jdz  [A,(da'  +  z  dm  )  +  l^{dö  -  z  Öl  )  +  X^{dd'  +  z  Ök')] 

nach  z  zu  integrieren;  dadurch  erhält  mau  nach  (217  ) 

«  +  [(ASi^  +  Bdb'  +  DSd")  +  {L3i'  +  M^m'  +  £Sk')]  dg,  2230 

oder  wegen  (220)  auch 

dq  J  dz  Ö(f  =  {ÖF^  4-  öF^)  dq,  223") 
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Die  HAMUiTON'sche  Gleichung  (222)  lautet  somit 

223")    / dt[f  dgiST--  SF^  -  dP,  +  S'S)  +  / dsS'S^]  =.  0. 

Die  Yorstehenden  Formeln  gestatten  leicht  die  Erweiterung  suf 
den  Fall  ursprünglich  gekrflmmter  Platten,  wenn  man  sich  dabei 
auf  den  allein  in  Betracht  kommenden  Fall  isotropen  Materiales 
heschribdkt  Indem  man  die  auf  S.  418  angewandte  Schlußweise 
wieder  benutzt»  kommt  man  zu  dem  Besultat,  daß  für  den  Fall, 
daß  die  Anfangswerte  von  m',  k'  die  Betrftge  /«,  m«,  hesafieo, 
den  durch 

■i^-  =  /iiK-  «a'H-  ruV'-Q'+  2y„  (/'-  Q(m'  -  <) 

gegebenen  Wert  annimmt,  das  übrige  sich  al)er  nicht  ändert 

Auf  Fol^erunLjt'n  aus  den  vorstehenden  all/^enieinen  (ileichun.ct^n. 
die  sich  auf  endiiclie  Korniänderunfjen  eljener  oder  urspriinghch 
gekrümmter  Platten  beziehen,  gehen  wir,  weil  sie  zugleich  nur 
umständlich  zu  erhalten  und  Ton  geringerem  praktischen  Interesse 
sind,  nicht  ein. 

§  28.    Unendlich  kleine  Verrücknngen  ursprünglich  ebentf 
elastischer  Platten;  Membranen. 

In  dem  wichtigsten  Fall,  daß  die  Platte  nur  unendlich  wenig 
Ton  der  ursprünglichen  ebenen  Gestalt  abweicht  und  auch  in  ihrer 
Ebene  nur  unendlich  kleine  Verrftckungen  erfahren  hat,  büdea  die 
in  jedem  Yolumenelement  konstruierten  1^  Z-Axen.  nur  unendüdi 
kleine  Winkel  mit  den  absolut  festen  S,  H,  Z-Axen. 

Es  kann  demnach  hier 

224)  i  =  X  +  Uj  f;  =  y  -f  ü,   ;  =  //• 

gesetzt  werden,  wo  m,  ü,  «•  sich  auf  die  MittelHäche  z  =  0  beziehen 

und  nur  Ton  y  und  t  abhängen;  es  ist  dann  weiter  in  enter 
Näherung 

,     du    ./    dv  ,  ö«^ 

d*nf        ,         d*te  <^  d^w 

also  nach  (215"'),  bis  auf  zwei  irrelevante  Konstanten, 

224  )  = 


2240 


dy  '       -     dx  ' 
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Demgemäß  wird,  wenn  wir  nur  Momente  um  die  Handlinie  der  Platte 
znlassen,  also  N  in  dem  Wert  von  6^8^  gleich  Null  setzen. 


224'") 


S'S^:^u4Su  +  BÖV  +  r3w  +  A^ 

Führt  mau  diese  Werte  in  <lie  Hamilton'.scIic  Gleicliuu^'  (2211'") 
ein  und  variiert  dariu  successive  nur  m,  nur  r,  nur  Wj  so  erliiiii  man: 


/(rr»+^^(|f)-M.g-)].,)-o. 


225) 


Die  Entwickelang  dieser  Formeln  durch  ti'il weise  Integration 
giebty  soweit  man  das  resultierende  Flächenintegral  in  Betracht  zieht, 


dD 


dD 


d'ic      d*M  b'L 


225) 


FOr  Punkte  der  Randkurven  giebt  das  Nullset/«  n  der  Faktoren 
von  Su  und  unter  den  Kurrenintegralen  sogleich,  falls  man  unter  n 
die  äußere  Normale  versteht: 
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225") 


I   A  cos  («.  r)  -f-  />  r«>.s  = 

l  2>cos(fi,x)  +  ^cos(fi,y)  =  B; 


außerdem  folgt  für  den  Fall  des  Gleichgewichts  aas  allgemeinen 
mechanischen  Bedinguiigeu 


22Ö'") 


jAd$'^2hJ Sdq  »  / Eds  +  2kJ ITdq  -  0, 


Hingef^en  sind  die  Glieder  mit  f)'{öirj  dx)j  d(dtr/di/)  und  (ü  w  erst 
umzuformeu.    Wir  haben  zunächst 

Jds  {(A  cos  (n,  x)  -  X  cos        +  A)  S  j 
+  ^.l/cos(/<,  J-)  +  Ä.  cos(w,yj  —  i>/j  <^  [y^J 

Li(7;t  Ä  zu  w,  wie  die  Y-  zur  A  -Axe,  so  ist  cos     xj  =  cos 
cos(w,y)  =  —  cos(ä,  j)  und 

%x)^  c>n  cos(n,x)-^^— cos(n,.y); 

ferner  wird,  da  nach  drr  Annahme  das  resultierende  Moment  J  um 
das  Bandelement  ds  wirkt, 

—  A  cos  (n,t/)  +  3f  C08(n,x)  =  J, 

^  cos  (n,  or)  +  iü  cos  (a,  y)  =  Ü ; 

daraus  folgt  das  obige  Integral,  falls  man  kurz  cos(n,jr)  =  cos  9 
setzt, 

J  ds  |(2Ä  cos 9  sin  9)  —  X sin* +  iÖ^cos* 9>  —  J)  ^^"^^^ 


4-  (Ä'(co8*y — sin* 9)  —  (X  +  Ji^) cos <ptan<p)~^ 


-)cosip  +  (^--^j8m9-rJdir|. 


Fomit  IM  an  das  zweite  Glied  durch  teilweise  Integration  über  die 
ganze  Kandkurve  um,  wobei  das  abgesonderte  Glied  verschwindet, 
so  ergiebt  sich  durch  Nullsetzen  der  Faktoren  von      and  d(dtr/d«) 
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^  ^ir(cos  ^(p  —  9m  ^(f)  —  [L  +  M)  cos  (p  sin  r/ j 
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226) 


2  iTcos    sin  (p  ^  L  sin*  qp  +  Äf  COS*  9  —  J  =  0.  226*) 
Zugleich  muß  im  Falle  des  Gleichgewichts  gelten 

Jrds+2h  J  Z'dq^^O, 

f  {A  ■^^r)ds  +  2h JyZ'dq^Q^     '  226") 

Außer  diesen  Bedingungen  für  die  Kräfte  und  die  Monn  uh^ 
existieren  noch  solche  für  die  Verrückungen,  aui'  die  wir  weiter 
unten  eingehen  werden. 

Alle  die  vorstehenden  Bedingungen  (225')  l>is  (221)  ')  sind  unab- 
hän/s^g  von  dem  spt  zitdUn  (xesetz,  welches  die  Funktionen  A,  B,  D 
und  M,  K  mit  den  Verrückungen  ?/,  u,  w  verbindet j  sie  haben 
also  eine  bemerkenswerte  Allgemeinheit. 

Auf  das  spezielle  elastische  Problem  werden  sie  durch  Ein- 
führung der  ^^'erte  A,  B,  1)  und  X,  A,  welche  aus  den  Formeln 
(220)  und  (220')  folgen,  angewandt.  — 

W  ir  wenden  uns  zunächst  zur  Behandlung  der  longitudinalen 
Verschiebungen  innerhalb  einer  Platte  und  bemerken  dazu,  daß 
wegen  jener  Werte  geschrieben  werden  kann 

^=-2AJ,,  ^«-2A^y,  i>= -2Äirfj,- -2AJ?,,  227) 

worin  nun 


•  227  ) 


ist;  zugleich  nehmen  die  zwei  ersten  Gleichungen  (225')  die  Form  an 


227") 


die  Randbedingungen  (225")  die  andere 

worin  gesetzt  ist 

J,COs(n,.r)  +  J^C08(n,y)  =  ./„,  /  =  1h  A\ 
^,cos(}i,x)  +  ^yCOs(ji,y)  thß. 
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Diese  interessante  Form  zeigt,  daß  die  li'ir  die  rlteiien  Defor- 
mationen einer  el)enen  I'latte  maßgelMMiden  Furnieln  aus  den  allge- 
nieincn  für  räumliche  Proljleme  gültigen  auf  S.  331,  340  u.  f.  durch 
eine  einfache  t^itertragung  auf  die  A'J  -Khene,  d.  h.  durch  NuUsetzeu 
der  Komponenten  und  VerriU  kungen  parallel  der  ^-Axe,  sowie  aller 
Ditlerentialquotienten  nach  —  allerdings  unter  gleichzeitiger  Ver- 
änderung der  Elasticitätskonstanten       iu  die       —  erhalten  werden. 


Hieraus  folgt,  daß  man  für  eine  ganze  Reihe  von  räumlichen 
eliistischen  Vorgängen  Analoga  flir  die  ebene  Platte  ohne  alle  Rech- 
nung behandeln  kann;  z.  B,  ist  die  Untersuchung  über  die  Bestimmt- 
heit des  elastischen  Problems  von  S.  342  u.  t  direkt  auf  den  for- 
Uzenden  Fall  anwendbar. 

Für  spezielle  Probleme  kommen  besonders  solche  Platten  in 
Betracht,  die  sich  für  longitudinale  VerrUckungen  wie  isotrope 
verhalten,  wozu  eine  bestimmte  Symmetrie  des  Krystalles.  aus  dem 
sie  hergestellt  sind,  und  eine  bestimmte  Orientienmg  der  Platte 
gegen  die  Krjstallaxen  erforderlich  ist^^ 

Hier  wird  nach  den  ersten  drei  Formeln  (221") 

und  die  (jleichungeu  (227")  lauten,  wenn  man 


setzt, 
228') 


j  pr/"  =  iÖ'-yi)A,«  +  i{y  +  yi)||'  +  <»'5; 


y 

Macht  man  hier  die  korrespondierenden  Zerlegungen 


228") 


 dx      di'  dy^di' 

und 

aF.  dir        dF  BW 


so  zerfällt  die  letztere  die  Deformation  in  eine  durch  F  hc^tuniBte 
Potential-  und  eine  durch  //  lirstiiunite  Driliungsdeformation. 
Für  die  Potentialdeformation  ist 
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also  in  dem  q>eziellen  Falle,  daß  A^^"^  0  Ut, 
daiier 

-      =  r    -      =  /'a  /'I'  »  229") 

und  falls  wieder  C08(ii,*)  =s  cos  (.9.  ?/),  cos(;i.3/)  «  —  008(#,x)  ist,  und 
und  S  die  Komponenten  nach  den  Btchtungen  Ton  n  und  <r  be- 
zeichnen, 

Für  eine  Brillungsdeformation  ist 

daher  also 

V         J^IE  «  -  J  _  ^'  ^^"1 

Die  Gnmdgleicbungen  (228)  nehmen  infolge  der  Substitu- 
tion (228")  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die  Gestalt  an 

eine  partikuläre  Lösung  ist  gegeben  durch 

(,0^rAF,   eJV^ir^A/f\  23n 

woraus  man  sciiUeÜeu  kaiiu 

-^-4^^/'"' '''=24/-'^'.'('")'''.-  231") 
Diese  Lösungen  sind  für  eine  unendliclie  Platte,  die  im  Uiicndlirlien 
fest  ist,  die  vollständigen;  sie  geben  in  dem  speziellen  FMlIe,  daß 
0j  und  3j  nur  auf  einem  kleinen  Fläehenstück  von  Null  ver- 
schieden sind,  für  Punkte  in  endlicher  Entfernung  von  ^, 

gesetzt  ist 


231) 
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Wenn  unendlich  klein,  al)er  H  wie  •/  trotzdem  endlich  ist, 
wird  F  und  //'  in  //j  unendlich  und  dessen  Ort  muß  demnach  für 
die  Betrachtung  durch  eine  umschließende  Kurve  ausgesclilossen 
werden.  In  diesem  Falle  sind  die  Deformationen  als  durch  Drucke, 
welche  gegen  .Vj  wirken  und  sich  nach  (229")  und  (230')  hcrechueu 
lassen,  hervorgerufen  zu  betrachten. 

Ist  die  Kurve  ,Sj  ein  Kreis  vom  Kadius  e  um       als  >rittel- 
l)unkt,  so  wird  die  ohigc  Potentiahh-formation  durch  einen  normal 
gegen      wirkenden  Druck  von  der  (iniße  2y^H  e^,  die  Drillung<- 
deformatioü   durch    einen   tangentialen   von   der  Größe 
bewirkt.  — 

Die  allgemeinen  Lösungen  (231"),  die  in  ^^'irklic]lkt'it  vierfache 
Integrah'  enthalten,  kann  man  anf  eine  einfachere  i^'orni  l)ringen 
durch  Betrachtung  der  kombinierten  Deformation^  die  gegeben 
ist  durch 

232)  F^^qxl(t^  ^^-pyl[e% 

und  die  den  Hauptgieichungen  genügt,  wenn  gilt 

232)  ^qr^pri^p{r-ri\ 

m 

Es  wird  dabei 

die  Yerriickungen  sind  also  im  Unendlichen  nicht  gleich  Null,  u  ist 
dort  sogar  unendlich. 

Begren/t  man  die  Ph^tte  durch  eine  kleine  geschlossene  Kurve 
um  den  Koordiujitenanfangspunkt,  so  sind  gegen  dieselbe  Drucke 
auszuüben,  deren  Gesanitkumpouenten  sind 

(2)-4«;»(y-y,)»  W  =  0. 

Hiernach  k;uin  man,  analog  wie  auf  S.  385  und  380.  sogleich  bilden, 
wenn  alle  Elemente  der  Platte  Komponenten  x,  H  erfahren 

"  =  - in'rrJ^^'  ^^^^ - n) «^A«) + - 2/ (y -n,?) 

283)  1 

"=  -  44-J  F.  ((8>'->'.)«»+r.(y-y.)'+2y  ('-*,)•) 


232") 
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Wirken  Kräfte  £  und  ü  nur  im  Endlichen,  und  ist 

fS,dg^^/H^dq,^0,  233-) 

80  ergeben  diese  Lösungen  im  Unendlichen  ti  =  w  ==  0  und  lassen 
sich  überdies  auf  die  mit  (161')  übereinstimmende  Form  bringen 


r/7, 


233") 


Auch  die  in  §  22  gegebenen  Entwiokelungen  über  Gleichge- 
wichtsdefonnationen  beliebig  begrenzter  isotroper  Körper  infolge  Ton 
Oberflächendrucken  und  -verrückungen  gestatten  eine  teilweise  Über- 
tragung auf  den  Fall  der  Platte;  doch  mag  deren  Umständlichkeit 
wegen  von  dvr  Auseinandersetzung  abgesehen  werden. 

In  gieicluT  Weise  mag  es  an  dem  Hinweis  genügen,  daß  dir 
Forti)rian/.iing  von  longitudiiiah'ii  geradlinigen  Wellen  innftliall)  dt-r 
Platte  nach  ganz  analogen  Geset/en  geschielit,  wie  die  von  ebenen  W  i;lltai 
im  Kaume;  bezüglich  der  Kreiswellen  gilt  das  auf  S.  364  Gesagte. — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  wichtigeren  Problem  der  trans- 
versalen Verrückungen  einer  Platte  und  betrachten  zunächst  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes. 

Die  Hauptgieichung  laut^^t  nach  (225  ) 


234) 


mit  ihr  sind  die  allgemeuien,  aus  (220)  und  (220^)  folgenden  Werte 
Ton  Z,  Mf  K  za  kombinieren. 

Multiplizieren  wir  sie  mit  w  und  integrieren  Uber  die  ganze 
Ausdehnung  der  Platte,  so  erhalten  wir  zunächst,  falls  n  die  äußere 
Normale  bezeichnet, 


— J^(MG03(n,x)  +  A'co8(n,5^)) 


4-  A  cos  (n,  x)  —  Z  cos  (n,  y))  ..  ^ 


ds 

+  2ksrtßjd,j- 


284') 
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durch  teilweise  Integration  des  zweiten  Integrales  und  Benutzung  der 
Formeln  (226)  und  (22ü')  ergiebt  dies  bei  Berücksichtigung  des  Wertes 
von  jP, 

234")        0  =  J(rw  -  J  ^'^] di^2j {P^^hZ*w)dg. 

Hieraus  folgt,  falls  eine  definite  quadratische  Form  ist,  wtus 
wir  voraussetzen  wollen,  in  mehrfach  henutster  Weise,  daß  w  Ms 
auf  eine  additive  lineäre  Funktion  von  x  und  y  vollst&ndig  bestimmt 
ist,  wenn,  neben  der  ftuBeren  Kraft      für  aUe  Stellen  der  Platte. 

nocli  r  und  J, 
oder  r  und  dio/d«, 
oder  to  und  J, 
oder  10  und  dwjdn 

für  alle  Handpunkte  —  7^  und  A  natürlich  im  Einklang  mit  dea 
Bedingungen  (226")  —  vorgeschrieben  sind. 

Von  besonderem  Interesse  sind  die  zwei  Grenzfälle,  daß  F  uud 
A  oder  w  und  dtc/dn  ringsum  gleich  Null  sind;  im  ersten  Falle 
ist  der  Band  der  Platte  frei,  im  letzteren  vollkommen  befestigt 

Man  kann  die  Gleichung  (284")  auf  eine  mit  (201')  korrespondie- 
rende Form  bringen,  indem  man  die  erste  Formel  (226"),  mit 
»ipq,  die  zweite,  mit  ^(ßw  j  di/)^,  die  dritte,  mit  +(dtr/dxj^ 
multipliziert,  zu  ihr  addiert,  wobei  durch  den  Index  ^  der  Wert  in 
dem  auf  der  Platte  liegend  gedachten  Eoordinatenanfang  bezeichnet 
werden  mag.  Das  Resultat  lautet 


234"') 


bietet  indessen  hier  keine  besonderen  Vorteile  dar. 

Dieselbe  Betrachtung  laßt  sich  fi'ir  den  Fall  der  Bewegung  an- 
stellen, wie  dies  auf  S.  422  gezeigt  ist;  statt  mit  wdq  ist  dabei  die 
Hauptgleichunjx  rnit  {dtc  j  dt)dqdt  zu  multiplizieren  und  sowohl 
über  die  Mitteltiäche  der  Platte,  als  über  die  Zeit  von  /  =  0  bis  zu 
einem  willkürlichen  t  =  zu  integrieren.  Die  R<?sultate  bezüglich 
der  zur  Bestimmung  des  Problems  erforderlichen  Randbedingungen 
sind  mit  den  früheren  identisch.  —  * 
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In  dem  auf  8. 489  besprochenen  speziellen  Fall,  daß  ^  s^^^O 
ist,  wird 


235) 


und  die  Hauptgleichung  (234)  für  w  nimmt  die  Form  an 

p-5r  +     [rxiru  +  2j^ö',.+ ay«)  +  ^^r»}  - z"-  286') 

Für    isotrope   Körper   erhält    man    uoch    eiufacher  wegeu 

Im  Falle  des  Gleieli^t'wichts  bei  irr^i  lx-neii  Randwerten  von  ir 
und  dwjdn  treten  die  auf  S.  207  anj^'f^iiicnen  Rfirrhi  in  Kralt; 
die  Ubrip^en  dort  an^reijebeneu  Fälle  you  Kandbediuguugen  haben 
kein  physikalisches  Interesse.  — 

Das  Problem  der  stehenden  transversalen  Se  1» wingungeu 
einer  Ix-^Tenzten  ebenen  Platte  ohne  äußere  Kräl'te  bietet  im  allge- 
meinen der  Behandlung  große  iSclnvierigkeiten. 

Setzt  man  w  ^  Rmia{f  •\-      so  gilt  für  R  die  Gleichung 

-  €^R  +     A,  A,^  =  0,  235") 

wo  m^'^h^yl^ij  ist;  die  Bandbedingungen  sind  dem  Schema  auf 
S.  450  bei  Berücksichtigung  der  fttr  isotrope  Medien  vereinfachten 
Werte  von  F  und  J  aus  (226)  und  (226')  zu  entnehmen. 

Bei  rings  freiem  Bande  ist  bisher  die  LOsung  nur  tOx  die  Kreis- 
scheibe gefunden  I  bei  teilweise  freiem  Bande  für  das  Bechteck, 
hier  nämlich  in  dem  B^all,  daß  für  ein  Seitenpaar  F  und  für 
das  andere  w  und  J  gleich  Null  sind.  Bei  ringsum  festem  Bande 
sind  die  Schwierigkeiten  geringer.**) 

Im  allgemeinen  findet  sich^  wie  bei  dem  Stab^  für  a  und  damit 
für  die  Periode  r  der  Schwingung  eine  unendliche  Anzahl  diskreter 
Werte;  in  speziellen  Fällen  können  zwei  oder  mehrere  zusammen- 
fallen, so  daß  also  mehrere  Lösungen  R  oder  mehrere  Schwingungs- 
formen  demselben  Ton  entsprechen.  Solche  Töne  heißen  doppelte 
oder  mehrfache. 

Die  Schwingungsknoten  sind  bei  ein&chen  Tönen  gegeben  durch 

Ä  =  0, 

bei  mehrfachen,  falls  .  .  .  demselben  a  entsprechen,  dui-ch 

Äi  +  -A',+  ...«0; 

29* 


üiyiiized  by  Google 


452 


U.  TßiL   Mochamk  niekittarrer  Körper.  IV.  Kap. 


da  die  nur  Funktionen  von  x  und  y  sind,  so  erfüllen  die  Knoten- 
punkte im  allgemeinen  gewisse  Enrren,  die  Knotenlinien,  stetig. 
Einfachen  Tönen  entspricht  nur  ein  einzelnes  System  Ton  Knoten- 
linien,  n-lachen  ein  (n  —  l)fach  unendliches;  die  speziellen  Formen 
hängen  in  letzterem  Falle  von  der  relativen  Intensität  ab,  welche 
die  einzelnen  einfachen  Schwingungen,  d.  h.  Ton  der  relatiTon  Größe, 
welche  die  einzelnen  Funktionen  in  der  allgemeinen  Lösuug 
besitzen. 

Ober  die  En-egung  von  transversalen  Schwingungen  in  endlichen 
Platten  durch  Besonanz  kann  man  einen  allgemeinen  Satz  auf  dem 
auf  S.  488  für  die  transrersalen  Schwingungen  endlicher  Stäbe  ein- 
geschlagenen Wege  erhalten,  der  jenem  genau  entspricht  und  hier 
daher  ausgelassen  werden  kann. 

Die  allgemeinen  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  einer  anfäng- 
lichen Verrttckung  und  Geschwindigkeit  auf  einer  unbegrenzten 
isotropen  Platte  sind  noch  nicht  gefunden.  — 

Wenn  in  den  Werten  (224'")  von  und  ^P^  zugleich  wegen 
sehr  geringer  Dicke  der  Platte  9P^  sehr  klein  und  wegen  sehr  großer 
By  D  auch  ^P^  sehr  groß  ist,  so  muß  in  den  Ausdrücken  für  die 
Faktoren  ^o',  8h\  8d*  der  letzteren  in  ^Pj  noch  die  zweite  Ordnung 
berücksichtigt  werden.  Bedenkt  man  die  Bedeutung  von  a,  b',  c 
und  berücksichtigt,  daß  die  relativen  Koordinaten  der  Endpunkte 
eines  Linienelementes,  welches  ursprünglich  der  ='-Axe  parallel  lag, 

l^rfar,        dx,    [  '  rfx, 

diejenigen  eines  Linienelementes,  das  ursprünglich  der  If-Aie 
parallel  lag, 

rf^y»  ll^'y'  öy^y» 

sind,  so  erhält  man  leicht,  indem  man  schließlich 
setzt, 

[dx"^  dy}\       dx     d         8  xSy     drWy       d  x  6  y  ' 

Benutzt  man  diese  bei  der  Entwiekt  lniif.'  der  Hamilt< iN'M-lien 

Gleichung  (223")  und  variiert  allein  u;,  wahrend  man  zugleich  die 
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▼on  d  herrührenden  Glieder  Temachläsaigt,  so  erhält  man 
zunächst 


2360 


+  2h  l  Övd\^  =  0. 

Führt  man  die  Variation  bei  gegebenen  Handwerten  von  to,  also  ver- 
schwindendem ^19  auS|  so  giebt  dies") 

2»e      =  f  ( \  "■.+  /y  ?«■)+/  (i>  |H  +  5  ''A  +  2A  r;  236") 

^  bx\    ax         oyj      oy\    dx         öyj  '  ' 

dabei  muß,  wenn  Bewegungen  und  körperliche  Kräfte  parallel  der 
Platte  fehlen,  nach  (225  ) 

außerdem  am  Bande  nach  (225") 

A  cos  (n,  x)  -f  cos(7j,y)  =  2j  cos  (n,  +  B  cos  =  237') 
sein. 

Hier  kann  man,  da  t  in  diesen  Gleichungen^JJuicht  auftritt, 
B,  D  als  von  der  Zeit  unabhängig  ansehen,  was  nur  aussagt, 
daß  der  KiiifiuB  der  transversalen  Schwingungen  auf  diese  Größen 
höherer  Ordnung  ist 

Der  wichtigste  spezielle  Fall  ist  der.  daß  auf  die  Kandkurve 
eine  konstante  normale  Zugkraft  II  wirkt;  dann  ist 

A  =  /7cos  (n,  x),   if    /7cos  (fi,y) 

und  n  konstant;  iiieraus  folgt 

und 

2Ä  (>  1'^=  /7  A,  w  +  2Ä  237") 

Dazu  knnunen  für  den  Raiul  vorgesclirielx'iie  Werte  von  /r,  und 
für  die  Zeit  ^=0  vorgescliriebene  \\  rrt<'  von  w  iind  dwidt,  um 
das  Pr()l)leiii  vollstiuniiir  zu  bestiiunicn ;  am  Kand  ucueliene  a  u- i  d  n 
kommen  in  der  l'raxis  nicht  vor.  doch  kann  man.  älinlieh 
wie  ö.  435  geschehen,  den  Fall  konstruieren,  daü  am  Kunde 
F*w  —  dw:dn  gegeben,  etwa  gleich  2s'ull  ist,  ohne  daß  derselbe 
eine  praktische  Hedeutuni;  besäße. 

Diese  Formeln  enthalten  die  Theorie  des  Gleichgewichts  und 
der  Bewegung  einer  Membran  und  sind  die  gleichen,  ob  jene  von 


I 


454  U.  Teii.   Mechanik  nichtstarrer  Körper.   IV.  Kap, 


isotroper  oder  anisotroper  Sul)staiiz  ist.  was  damit  zusammenhängt, 
daß  die  Ela.sticität  der  Membran  bei  der  Erscheiuuug  überhaupt 
keine  Rolle  spielt. 

Ihre  Gestalt  stimmt  überein  mit  derjenigen  der  Gleichun^'en 
für  die  nur  von  zwei  Koordinaten  abhängigen  Verrückungen  inut-r- 
halb  einer  elastischen  Flüssigkeit;  sie  gestatten  demgemäß  tlie  genau 
gleiche  Behandhing,  doch  sind  hier  andere  spezielle  Fälle  vou 
praktiselier  Bedeutung,  wie  dort. 

Im  Falle  des  Gleichgewichts  lautet  die  Hauptgleichung 

238)  0  »  /7A,w  + 

sie  läßt  sich  also  l)ei  gt^gebenem  ti-  nach  S.  199  mit  Hilfe  der  ersten 
GßEEN'schen  Funktion  hcliandehi. 

Im  Falle  der  Bewegung  ohne  körperliche  Krätte  erhält  man 

288')  2Ä(>^-JTA,w, 

woraus  sich  der  Wert  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a>  gerad- 
liniger Wellen  ergieht  gem&ß 

238')  »'-jf^;  • 

77  ist  darin  «He  gegen  die  Liingeiu  inlieit  des  Ran(h's  wirkende  Zug- 
ki'at't,  77/2//  also  ilir  auf  die  Flächeneinheit  bezogener  Wert. 

Eine  eigentliche  Fortpflanzung  nou  Kreiswellen  auf  einer 
Membran  findet  nicht  statt,  wie  das  sclion  auf  S.  364  erwähnt  und 
S.  375  näher  begründet  ist,  sondern  statt  dessen  eine  Ausbreitung, 
welche  die  crgritVenen  Punkte  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  iu 
die  Kuhelage  zurückkehren  läßt. 

Hiermit  hängt  zusammen,  daß  die  Erregung'  ciiu'r  transversalen 
Bewegung  durch  el>ens»>lche  Anfang>Yerruckungen  und  (le-^chwindig- 
keileii  auf  einer  unendlichen  Membran  nach  viel  komi)liziertereii 
(leset/.en  geschieht,  als  die  einer  Bc^vegung  in  einer  unendliche!] 
elastisciien  Flüssigkeit,  obgleich  dit^  I^edingungen  für  erstere  aus 
denen  für  letzteie  durch  die  Vereinfachung  hen'orgehen,  daß  iu 
ihnen  ji'de  Abhängigkeit  von  der  r-Koordiiiate  lieseitigt  wird.  Wi» 
man  das  räumliche  Problem  fiir  das  vorliegende  ebene  nutzbar 
machen  kann,  ist  auf  S.  375  enU'tert  worden. 

Für  die  Erregung  stellender  Kreiswellen  durch  die  periodisch»- 
Bewegung  eines  sehr  kleinen  Bereiches  innerhalii  einer  sonst  imbe- 
grenzten  Menibr:in  Inigen  die  <Jeset/.e  aus  der  Formel  (141'). 

Vou  praktischer  W  ichtigkeit  sind  allein  die  Fälle  Steheuder 
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Scliwin<^uiigeu  iu  nngsbtsgreuzten  Membranen.  Hier  erhält  mau 
dui'ch  die  Substitutiou 

w^&^ait-^t^),  239] 
welche  eioem  em&cheii  Ton  entspricht  ans  (238') 

a-Ji  +  o>2  A,/«'  =  0,  239) 

wo  luiii  l'iir  durch  dit'  KaiKlIx'fliii^aing  ein  System  diskreter  \\  erte 
bestimmt  wird;  unter  bestimmten  Umständen,  z.  B.  ])ei  Membranen 
von  rjuadratischer  Form,  fallen  mehrere  dieser  Werte  zusammen 
und  liefern  dann,  wie  S.  451  schon  ausgeführt,  doppelte  und  mehr- 
fache Töne,  -^-ff/,?  i'iber  die  demselben  a  entsprechenden  Lösungen 
ausgedehnt  und  gleich  Xnll  gesetzt,  giebt  die  Gleichung  der  Knoten- 
linien  für  den  durch  u  deüuierten  mehrfachen  Ton. 

Membranen  mit  ringsum  festen  Grenzen  können  in  der  Praxis  nur 
durch  Resonanz  in  Schwingungen  gesetzt  werden,  und  eben  deshalb 
w(dlen  wir  schließlich  noch  die  Grundformel  der  Resonanz  für  die 
Menibran,  die  ebenso  leicht,  wie  S.  431  fUr  den  Stab  gezeigt  worden, 
zu  bilden  ist,  angeben;  sie  lautet»  wenn  ^  ein  ganzes  Vielfaches 
einer  Periode  bezeichnet: 

h 

J* ^« w<i cos ut^  —      j  sin ut^lidq-^-  ^^  J^^^  J « +  ^o) 

«I  ^   


239") 


Ist  der  Kand  der  Membran  festgehalteui  also  sowohl  w  als  gleich 
Null,  so  wird  noch  einfacher 

j ^attj^co8«/o-(|7j  ^inat^Iidq=^-  ^^j  Rdq  j Z' sin  239  ") 

und  diese  Formel  gestattet  dieselben  Schlüsse,  die  S.  432  an  die 
entsprechende  Formel  fdr  den  Stab  geknüpft  sind. 


V.  EapiteL 

Iiiüere  Keibang  und  elagtisclie  Nachwirkung. 

§  29.   Die  Druokkomponenten  der  inneren  Seibung  und  der 

elaatisolien  Haohwirkang. 

Die  in  den  beiden  Torhergehenden  Kapiteln  aufgesteUten  Gesetze 
für  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  und  Ton  elastischen  Körpern  werden 
Ton  der  Beobachtung  zwar  angenähert  bestätigt,  bewähren  sich  aber 
keineswegs  streng.  Am  aufißüligsten  von  den  obigen  Besnltateo 
abweichend  ist  die  Erscheinung,  daß  ein  in  innerer,  z.  B.  in 
Schwingungsbewegung  begriffener,  aber  änfleren  Einwirkungen  nicht 
unterworfener,  nichtstarrer  Körper  seine  Energie  nicht,  wie  oben 
entwickelt  ist,  unverändert  beibehält,  sondern  anscheinend  teilweise 
verliert.  Man  hat  aus  ihr  zu  schließen,  daß  die  bisher  in  nicht- 
staiTfii  Körpern  wirksam  angenonniienen  Druckkräfte  nicht  die 
einzi.Lreu  in  Wirklichkeit  vorhaiitUin  n  sind,  und  wo  die  (ileichge- 
wichtsjiliiinomcnc  mit  iKt 'l'licorir  üluTeinstimmen.  wie  das  jrdeiitails 
vieltach  aiischcinrnd  ^'i-schiclit,  winl  man  schlii'Ücn  müsst-n.  tlaU 
die  als  Korrektionen  zu  den  früher  benutzten  zuzufügenden  Krarte 
von  der  Bewej^ung,  un<l  zwar,  nach  dem  (»ben  Gesagten,  von  der 
inneren,  d.  Ii.  der  Deionnationsbcwegung  jener  Ktirper  abhängen. 

Um  eine  Verallgemeineiung  (U-r  oben  benutzten  Aii^;it/e  zu 
erhalten,  ist  der  einfachste  Weg  der,  die  Druckkomponenten  liun  h 
Summen  von  (-Jliedern  in  der  für  die  Kbisticitätstbcoii»'  benutzteu 
Form  fl(»7"V  'jenniiiuien  über  (be  DitVerentiabiuotienten  der  Delor- 
matiunsgrüßuu  nach  der  Zeit,  auszudrücken,  also  zu  setzen 
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wobei  in  den  c^l  der  Exponent  J  einen  Index  bedeutet,  und 
J  =  ü,  1,2, .  .  .  ist 

Setzt  man 

(XJ«  2,  + J.,...       =  240) 

worin  die  J^, ...  die  Bedeutung  der  gewöhnlichen  elastischen 
Drnckkomponenten  haben,  so  sind  A^^  J3^y . . .  die  zu  den  früheren 
Ansätzen  gefligten  Korrektionen.  Fttr  manche  Zwecke  ist  es  bequem, 
(240)  abzukfkrzen  in 

(XJ  =  •  •  •       =  >.^tf\  240") 

wo  dann  der  obere  Index J  sich  auf  die  Ordnung  der  in  ll/^.,,Xi^^ 
Torkommenden  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  bezieht,  und 
, . ,  Jf  identisch  mit  X,, . . .  .V^  ist 

Bei  einem  solchen  Ansatz  beriihrt  also  die  Elrweitening  nicht 
die  früher  gemachte  Grundannjihmc,  daß  die  Drucke  in  ir/zend 
einem  Volumeuelement  ausschließlich  von  der  Deformation  desselben 
Volumenelementes,  und  zwar  lineär,  abhUn^?eii;  sie  läßt  al)er  die 
Drucke  niclit  mit  den  Deformationsgrr)ßt'n  verschwinden,  sondern 
ergiebt  sie  nur  dann  stets  gleich  Null,  wenn  gleichzeiti*;  aiuh  alle 
in  dem  Ansatz  (240)  vorkommenden  Differentialquotienten  der  Defor- 
mationsgröüen  nach  der  Zeit  gleich  Null  sind;  dies  wird  aber  bei 
jeder  Veränderung  der  Deformationen  im  aiigemeiuen  ei*8t  nach 
unendlich  lani^cr  Zeit  eintreten. 

Die  zu  den  trüberen  elastischen  Drucken  -V  , . . .  .V  neu  hinzu- 
gekoiniiieiieii  Summen  //^,  •  •  -  A^^  mögen  die  Komponenten  der 
inneren  Keibunir  im  allgemeinsten  Sinne  heißen. 

Für  die  Gesamtkomponeuten  (A'J, . . .  (.V^)  müssen  <lie  allgemeinen 
Gleichungen  gelten,  welche  in  §  2  dieses  Teih's  ganz  oliiie  sj)ezielle 
Annahmen  über  die  Natur  der  inneren  Drucke  al)geleitet  sind; 
auch  die  Grenzbedingungen  für  die  Verrücknngen  bleiben  die 
gleichen.  Dagegen  bedürfen  die  für  letztere  geltenden  Anfangs- 
bedingungen einer  Erweiterung,  weil  die  Gleichungen  (14)  für  die 
Bewegung  des  nichtstarren  Systemes  durch  die  verallgemeinerten 
Werte  der  Drucke  höhere  Ditierentialquotienten  nach  der  Zeit,  als 
die  zweiten  enthalten.  Sind  die  höchsten  vorkommenden  von  Ater 
Ordnung,  so  erfordert  die  Bestimmung  des  Problems  die  Angabe 
der  Anfangswerte  für  die  Uten  bis  (A  — l)ten  Differential([uotienten 
der  Verrückungskomponenten  nach  der  Zeit,  oder,  mit  anderen 
Worten,  die  Angabe  eines  Teiles  der  Vorgeschichte  des  elastischen 
Systemes  bis  zur  Zeit  /  0. 
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Diese  l  lierlcf^uuf;  steht   in  en^^'iu  Ziisainmeiiliaiig   mit  einer 
eigentüiiiliclicn  Deutung,  welt  lu'  man  dem  Ausatz  (24Ü)  geben  kaun« 
•Schreibt  man  die  Konstauten  desselben 


X 


241)         cki  =  (- 1  vf  ,-~if^,m  d» 

und  bezeichnet  mit irgendeine  der  Deformationsgrößen  x,,...x^ 
80  wird 

T""  "äTT    f^tW  ''^•-f  1727:7  "dir  • 

II  ' 

Dies  ist  aber,  £eü1s  die  Keihe  konTergiert» 

0 

oder,  wenn  mau  t  —  1^  =  x  setzt, 

Dann  wird,  wenn  man  x,, . . .     als  Funktiouszeicheu  benutzt, 
241")  l 

d.  L,  es  wird  die  Druckkraft  zur  Zeit  t  nicht  nur  abh&ngig  von  den 
Werten,  welche  die  DeformationsgrGßen  zur  gleichen  Zeit  besitzen, 
sondern  auch  von  allen  Werten,  die  sie  in  früheren  Zeiten  r  be- 
saßen; die  Funktionen  fi^jt{t^x)  stellen  die  Wirkungsgrade  jeder 
einzelnen  Deformationsgroße  über  die  Zeit  {t  —  r)  hinweg  dar. 

In  dieser  Deutung  nennt  man  die  Zusatzglieder  . . .  die 
Druckkomponenten  der  elastischen  Nachwirkung.^^  Inno« 
Reibung  und  elastische  Nachwirkung  sind  also  bei  dieser  allgemeinen 
Auflassung  im  Wesen  niclit  verschieden. 

Heidt'  Ansätze  (240)  und  (241")  haben  etwas  unbefriedigendes, 
denn  der  eint'  cntliiill  uncndlicli  viele  Konstanten,  d«'r  andere  unbe- 
kannte Funktionen,  wi-h  In-  mit  Hilfe  der  Heol)aebtung  zu  bestimmen 
sind.  Da  geniäL»  der  Form  (240)  tli«'  Einwirkung  einer  vergangenen 
Deformation  nach  unendHcher  Zeit  verseliwin«iet,  so  liegt  es  nahe, 
für  die  —  r)  wie(h'rum  Keihen  v(m  Kxponentialgrößen  eiuzu- 
lidiren,  was  man  auch  unter  Benutzung  plausibler  Hypothesen 
näher  begründen  kann."**) 
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Sieht  man  von  dem  Wege  ab,  auf  welchem  die  Fornuln  (241") 
gefunden  sind,  und  betrachtet  sie  als  einen  frei  gebildeten  Ansatz, 
80  könnte  man  versuchen,  ihn  dahin  zu  erweiteni,  daß  er  auch  den 
in  Wirklichkeit  sehr  häufigen  FaU,  wo  durch  eine  frühere  Defor- 
mation dauernde  Veränderungen  bewirkt  werden,  mit  umfaßt  Hierzu 
müßten  die  /j^^^  f&r  anendlich  großes  Argument  von  Null  yerschieden 
angenommen  werden.  Indessen  erweist  sich  eine  solche  Annahme 
als  unzulässig)  da  sie  bei  zeitlich  konstanten  Deformationen  eine 
aUmfthlich  Uber  alle  Grenzen  wachsende  Wirkung  ergeben  vrttrde. 

Der  Ansatz  (241")  kann  also  dauernde  Deformationen  nicht  mit 
umfassen.  IVaktisch  bringt  dies  keine  Nachteile,  weil  durch  die 
Beobachtung  sichergestellt  ist,  daß  die  dauernden  Deformationen 
dem  Gesetz  der  Proportionalität  mit  den  Druckkräften,  welches 
durch  (241")  statuiert  wird,  nicht  folgen.  — 

Die  ursprttoglichen  Gleichungen  (240)  sind  in  allen  den  Fällen 
vorzuziehen,  wo  die  in  ihnen  enthaltenen  Beihen  stark  konvergieren, 
und  man  für  die  Anwendung  auf  Beobachtungen  mit  euier  endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  auskommt  Für  solche  Zwecke  ist  es  nützlich, 
die  in  (240")  definierten  Summen  2X^i\ . . .  SX^  in  Gruppen  von 
Gliedern  Terschieden^  Eigenschaften  zu  zerlegen.*^ 

Zunächst  unterscheiden  wir  solche  mit  geraden  und  solche 
mit  ungeraden  DifTerentialquotienten  nach  der  Zeit  und  darauf 
zerlegen  wir  jedes  dieser  Systeme  von  Druckkomponenten  in  zwei, 
(X'J^)^  und  (XO')^  u.  s.  1.,  mit  den  Koeftizienten  a^^.  und  i^^^,  von  denen 

ist.  Von  jedem  Anteil  der  Komponenten  (A/)^,  und  (A'^^'),^  u.  s.  f. 
bilden  wir  danach  die  Arbeit  A-''  resn.  AJ'  während  der  Zeitein- 
heit,  welche  nach  (17  ")  lautet,  falls  man  dx/ät  in  x  a.bkürzt, 

^'j  +    + ^. +  Kv: + «; + ^,  <• 

Jeder  der  so  erlialtenen  Ausdrücke  besteht  aus  einer  Keihe 
von  Aggregaten  von  der  Form 

welche  sich  auch  schreiben  läüt 

:F  . .  •  —  (—  l)"{r/^"> i//-'-»> ±yj''"ff  '  ') 
+  (—  1)*  (9><«  +  ±  y"»  +  ^)  ip^- ")), 
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oder  kürzer 

=  — ^y^"^  +  (-  l)r(<^<"+i)t^»)  ± 

wohn  d>//  d^'  ^      gesetzt  ist,  und  0  <  n       sein  muß. 
Dies  ergiebt 

f&r  gerades     d.  h.    s  2m,  falls  n  »  2fR  —  1  gesetzt  wird, 

242)  2C9>'i//2.,  ^.  ^/  ^(2«))     rftf>-^(2ym-l)  ^ 

und 

242^  0  =         (2  w.2m-l)  . 

für  ungerades     d.  Il    »  2m  +  1,  iails  n  =  m  gesetzt  wird, 

-1-  (—  i)«2y»"»+i>^"+i>, 


242") 
aber 

242"')  y'y8-»+i>-  i^>(2-+i)= 

Hieraus  folgt,  daß  die  Arbeiten  ^^i2-«  + 1)  vollständige 

Differentialquotienten  nach  der  Zeit  sind,  die  sie  liefernden  Dmck* 
komponenten  also  die  Energie  erhalten;  sie  erweisen  sich  daher 
als  Ergänzungen  des  in  (107")  gemachten  Ansatzes  fSüt  die  elasti» 
sehen  Kräfte,  welche^  wie  jene,  konservative  Natur  besitzen. 

Die  Arbeiten  setzen  sich  aus  zwei  Teilen  zusammen, 

aus  einem  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  und  einer  quadrati- 
sehen  Form  der  (m  +  l)ten  Differentialquotienten  der  Deformatioiis- 
großen.  Ist  die  letztere  wesentlich  negativ,  so  wird  durch  die  Arbeit 
der  betreffenden  Ki^Üte  die  Ekiergie  des  bewegten  elastischen  Körpers 
jederzeit  vermindert,  nie  vermehrt;  legt  man  also  den  u^"*^^' 
die  genannte  Eigenschaft  bei,  so  kommt  dadurch  der  Ansatz  (240) 
in  Einklang  mit  der  allgemeinen  Beobachtung,  daß  die  Energie  der 
Deformations-Bewegung  eines  sich  selbst  ttberlassenen  Körpers  stets 
abnimmt,  niemals  wächst  Wir  nennen  derartige  Kräfte  absor- 
bierende. 

Die  letzte  der  vier  Arten  innerer  Arbeit  ^(-"')  hat  keine  der 

beiden  an  den  divi  anden-ii  nachgewiest'iien  f^igeiiscliarim ;  sie  kann 
vielmohr  je  nach  dem  zeitlichen  Verlauf  clor  Deformatii>u  bald  die 
Kneririe  derselben  vei^irößern,  hald  verkleineni;  da  ersteres  der 
Heohaehtung  widerspriclit,  so  wird  man  annehmen  dürfen,  daß  die 
Koettizienten  der  Drucke  (Aj^-"'^)j  . . .  (A^ '">)^  in  Wirklichkeit  ver- 
schwinden. 


20.    Konserratite  und  absorbierende  Kräfte.  461 

Um  die  allireijit  iiicii  Ansätze  für  die  verschiedenen  Krystall- 
systeme  zu  spezialisieren,  bat  man  die  in  §  17  des  ersten  Teiles 
gegebenen  Regeln  eiuiiacli  auf  die  Arbeiten  der  einzelnen  Anteile 
JO  ), . . .  JCü-) 

anzuwenden,  die  tohl  Eoordmatensystem  unabhängig  sein  mflssen. 
Diese  Arbeiten  fallen  unter  die  auf  S.  142  angegebene  Form  (154)  und 

ist  dann  A,  B,  C\  i>,  E,  (i  mit  t^,  y  ,  z,,  i/j  |  2,  y2,  j-^  j  ^2,  L,  M, 
XI\Q,Ji  mit  djrJdtJ,  cß}f,JdtK  d^zjdv,  dhfJf>dtK  '&zJ}^dP, 
o-'x^ /  y2ö/^,  wo  /  l)eliel)ig  ist,  zu  identifizieren.  Dabei  kann  man 
aueii  noch  die  beiden  Teile  der  Arbeiten,  welche  oben  mit  ^4  und 
Jl^  bezeichnet  sind,  gesondert  behandeln,  da  sie  ganz  verschiedenen 
Charakter  besitzen.  Die  Konstantenwerte  für  eine  jede  Krystall- 
gruppe  sind  daher  aus  dem  Schema  IV  auf  S.  143  unmittelbar  ab- 
zulesen, wenn  man  darin  nur  für  die  Kräfte  der  Gattung  [a]  die 
Beziehung  c,,;;.  =  c^;^,  für  die  Kräfte  der  Gattung  [b)  aber  die  Be- 
ziehungen c,_^,  =  0  und  C;j,  =  —  Cj.y,  einführt  Die  Konstanten  jeder 
Keibe  der  betreti'enden  Zusammenstellung  geben  dann  sehr  leicht 
die  Koeffizienten  der  Komponenten  X'J\  .  . .  X\K  — 

Um  die  für  die  Anwendungen  nötigen  Formeln  beisammen  zu 
haben,  setzen  wir  schließlich  noch  die  Hauptgleichungen  und  die 
Grenzbedingnngen  in  den  verallgemeinerten  Druckkomponenten 
hierher. 

Es  gilt  für  alle  inneren  Punkte 

^  di^      ^ -\  dx    +  'dy    +    d'x  I  *  248) 


für  die  äußeren  Grenzen 

1+  (ij  =  r  +  (J  J  =.  i?  +  (ZJ    0,  243' 
für  die  Zwischengrenzen  bei  Ausschluß  von  Grenzdrucken 

+ {xx  -  CO, + (55»  -     + (^Ä  -  0 ;  248") 

dazu  kommen  die  JiedinguugtMi  für  die  Verrückungen  oder  Geschwin- 
digkeiten, die  je  nach  den  Umständen  verschieden  lauten. 
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§  30.  Die  hydrodynamiBchen  Oleichnngen  bei  Beruoknchtigiuig  der 

inneren  £eibung. 

Nach  den  Darlegungen  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  sind 
abeorbierende  Erftfte  beafimmten  Charakters  in  niohtstarren  Körpern 
durch  einen  Ansatz  von  der  Form  (240)  gegeben,  wenn  in  demselben 
nur  ungerade  DiÖ'ereutialquotienten  nach  der  Zeit  vorkommen,  und 
die  Koeffizienten  den  Beziehungen  c^^j^  entsprechen.    Für  iso- 

trope Kiirper  si)ezialisieren  sie  sich  nach  dem  letzten  System  m 
Schema  IV,  welches  sich  auf  S.  144  findet. 

Den  vorhandenen  Beobachtungen  an  Flüssigkeiten  wird  indessen 
befriedigend  schon  genügt,  wenn  man  sieh  auf  die  Einführung  des 
niedrigsten  derartigen  (rlicdes  der  Summen  (240)  in  die  liydrodyua- 
mischen  Gleichungen  beschränkt:  dasselbe  entsj)richt  dem  Wert    =  1. 

Hiemach  nehmen  die  Druckkompouenteu  der  inneren  Keibung 
in  einer  Flüssigkeit  die  folgende  einfache  Form  au.  in  der  die 
Konstanten  kurz  durch  a,^  bezeichnet  sind,  und,  wi»-  bei  den  elasti- 
schen Drucken  c  —  Cj  =  c, ,  auch  0  —  0^  =  0,  gesetzt  ist, 


a  und  Oy  resp.  <i|  und  sind  die  beiden  Konstanten  der 
inneren  Reibung  der  Flüssigkeit;  ihre  Dimensionalgleichung  ist 


Eine  Relation  zwischen  a  und  wQrde  sich  ergeben^  wenn 
man,  wie  dies  ausgesprochen  ist»  annehmen  dflrfte,  baß  bei  einer 
nach  allen  Seiten  gleichförmigen  Dilatation  die  Kräfte  der  inneren 
Reibung  Terschw&nden.  Hierzu  ist  indessen  gar  keine  innere  Veran- 
lassung gegeben  und  die  durchgeführten  Bestimmungen  der  bei 
festen  Körpern  stehen  damit  in  vollkommenem  Widerspruch.  Es 
sind  also  im  allgemeinen  zwei  Reibungskonstanten  beizubehalten. 

Die  Bewegungsgleichungen  (243)  erhalten  in  RUckridit  auf 


244) 


-  «i<  +  ay,'  +  «1  z;  =  a^yj  +  «, 

-  «1 Oj^y-h  ar;«  o,«;-!-  ä-\ 


allgemein  die  Form 
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du 


dt 

dr' 
dl 


=  r-|^+K«-ai)At»'+i(«  +  a,) 


dx 

fi  ff' 


2440 


woriu  A',  i  ',  wie  früher  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen 
körperlichen  Kräfte  bezeichnen;  hierzu  kommt  die  Konttnuitftts- 
gleichung 

1  rfp  _  bi^  .   de'  ,   Bt^  .    1  d , 


ifdt      dx  ^  dy  ^  dx  ^  n  dt 


244") 


und  zumeist  noch  eine  Bedingung  Akr  Qj  z.  B. 

Q  =  np)\  244"') 

indessen  ist  eine  solche  Gleichung  nicht  unbedenklich,  da  das  Vo- 
lumenelement Ton  der  Dichte  ^  bei  Berttcksichtigung  der  inneren 
Beibung  gar  keinen  allseitig  gleichen  Druck  Ton  der  Größe  son- 
dern Tiehnehr  parallel  den  Eoordinatenazen  die  Terschiedenen  Drucke 

erleidet 

Daher  hescluAnken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  inkompres- 
sibler  Flüssigkeiten  und  gehen,  indem  wir  zugleich  die  körperlichen 
Kiftfte  auf  die  Masseneinheit  beziehen,  aus  von  dem  System 


du' 


^  dt 


du;'         n     d p  ,  1       ,  , 


du'  dv'  dtc' 
dz      dy  d» 


0. 


24Ö) 


Zu  diesen  Hauptfjleichiingen  kommen  noch  folgende  Greuzbe- 
dingungen.  Für  die  Geschwindigkeitskompononten  gilt  in  der  Grenz- 
fläche zwischen  zwei  Kör[)ern  {/i)  und  (A)  mit  der  Normalen  n,  von 
denen  der  eine  oder  auch  beide  flüssig  sein  können, 

(m^'  —  Mjk) cos («, x)  +  (ü^'  —  v^) COS (n,y)  +  (m?^'  —  w^) cos (n, z)  =  0,  245) 
für  die  Drucke 

(■V;  +  ^J/.  +  A,,  =  0,  (i  „  4-  BJ,  4-  }\,  =  ü,  [Z,,  +  tj,  +  /,^=^  0,| 

0,  i^- o,(i^,+  6;)^+  i^- o,j  ^ 
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worin  X,^.  ...  die  von  (A)  auf  (A),  und  J^, . .  .  die  von  (A)  auf  (A)  aus- 
geübten Druckkomponenten  bezeichnen,  für  die  also  gelten  mnß 

245")  a;^  +  .\„  =  r„  +  J,,  =  z„ + 4  =  0. 

Diese  Komponenten  rühren  einmal  von  einem  normalen  Dnick 
Pkk        Pkh  Grenze  her,  sodann  von  einem  tangentialen  Wide^ 

stand  J^^f.  resp.  Jl^^^^  welcher  der  Verschiebung  der  beiderseitigen  Greni- 
teüe  aneiiKuuler  liin  entgegenwirkt  und  nach  Symmetrie  der  relatiTen 
Geschwindigkeit  ^  resp.       entgegengesetzt  parallel  sein  wird. 

Wir  erhalten  demnach 


246) 


Ms 


+  -  Pkk  COS  -  ^  -      ~  "  ^»  ^^^'^ 

I* 


hierin  sind      und  pjj^,  M^g^  und  J^,  ^  und      dem  Werte  nach 
gleich,  aber  von  ent^gengesetzter  Richtung;      und  fi|^  hezeichneii 
die  resp.  äußeren  Normalen,        resp.       venchwindet,  wenn 
gleich  Null  ist,  man  wird  also  in  erster  Annäherung 

246)  R,,,  =  äF^ 

setzen  können,  worin  a  der  Koeffizient  der  äußeren  Reibung 
zwischen  den  Körpern  (h)  und  (A)  heißt  £s  ist  ersichtlich 

Wenn  a  über  alle  Grenzen  wächst,  so  muß  notwendig  unendlich 
abnehmen,  und  im  Grenzfall,  wo  die  eine  Flüssigkeit  die  andere  oder 
den  festen  Körper,  wie  man  sagt,  benetzt,  muß  verschwio- 
den,  d.  h. 

246")  15-^=15  _^«w;_;^4-0 

sein.  Hier  verliert  wegen  der  Unbestiniintheit  der  Größe  und  Rich- 
tung von  Ji\^  das  System  (24G)  seine  Bedeutiin<x  als  (irenzbrdiumins 
und  giebt  vitdiiiehr  nur  die  Grr»ße  der  InaiisprucluKiliMie  der  Adhä- 
sion zwischen  (A)  und  (A);  es  treten  an  seiner  Stelle  die  drei  For- 
meln (24<)").  — 

Die  BewcgungsLrlcichuiipen  (24.'))  werden  für  den  Fall,  daß  tüe 
körperlieheji  Kräfte  ein  Pott'utial  haben,  durcb  dieselbe  Poteiitial- 
bewegung  befriedigt,  die  ihnen  bei  verschwiiideiuler  Keibung  gennsit: 
denn  wegen  der  Inkompressibilitiitsbedingung,  die  für  das  (Tcscliwin- 
digkeitspcjtential  /'die  Bedingung  ^  F  =  0  ergiebt,  verschwinii»'!! 
die  mit      behafteten  Glieder  A  « >  A  v  »  A       So  lange  also  keine 
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Grenzbedingungen  zu  erfüllen  sind,  hat  die  innere  lieibung  auf  die 
Püteiitialbeweguiig  durchaus  keinen  Einfluß. 

An  den  Begrenzungen  kann  al)er  durch  das  Geschwindigkeits- 
potential  iin  allgemeinen  nur  einer  Bi'dingung,  z.  B.  (245'),  genügt 
werden;  daraus  folgt,  daß  Bewegungen  mit  irgend  welchen  Begren- 
zungen in  reibenden  Flüssigkeiten  keine  reinen  Potentialbewegimgen 
sein  köimeii. 

Für  die  Wirbelkoniponenteu  /'.  w',  n  folgt  hei  Existenz  einer 
Poteutiaifunktion  der  kör])erlichen  Kräfte  aus  (245),  analog  wie  (50")^ 


dl         d  n'         ,öu'  ,du    ,  a,   .  „ 

dt         ox          oy  dx  2f}  ' 

dm'       j,  d  v'  ,      ,  8  r'  ,     ,dv',  a«   .  / 

o  y  d  t  2  p  ' 


ät 

df^ 
dt 


dx 


/  h  m   h  n  .     +       A«  . 


246'") 


Dies  zeigt,  daß  der  Fundanieiitalsatz  für  Wirbell)ew»'gungen  in 
reibenden  Flüssigkeiten  seine  Oültigkeit  verliert,  daß  nämlich  die 
einzelnen  Teilchen  Wirbelbewegungen  erhalten  und  verlieren  können. 

Die  Hauptgleieliungen  (245)  lassen  sich  auch  für  den  einfach- 
sten Fall  stationärer  Bewegungen  nur  in  sehr  wenigen  Fällen  streng 
integrieren,  so  für  die  Strömung  zwischen  zwei  koaxialen  Kreis- 
cylindern  paralli*!  deren  Axe  und  parallel  deren  Grundlinie,  —  zwei 
Probleme,  welche  mit  wichtigen  Methoden  zur  Bestimmung  der 
Reibungskonstanten  und  «  in  Zusammenhang  stehen.  Die  Schwie- 
rigkeit hegt  besonders  in  den  in  ?/',  w'  quadratischen  Gliedern 
lind  fäUt  zum  Teil  hinweg,  wenn  man  sich  auf  so  kleine  Ge- 
schwindigkeiten beschränkt,  daß  jene  Glieder  neben  den  lineären 
yernachlässigt  werden  können.  Mau  erhält  daan  aus  (245),  falls  man 
p  I Q  =  JI  uud  a^j2Q  =  u  setzt, 

du'     ^    dzr  ,     ^   ,  ^ 
dt  0  X  ^ 


dt  dy  ^     ^  * 

dir'      ^     dU  .       .  , 


dt 
du' 


dx 


O  V 


d  X       d  y       d  X 


0. 


247) 


Wegen  der  lineären  Gestalt  dieser  Gleichungen  kann  man  wie 
in  der  Elasticitätslehre  verfahren,  die  Abhängigen,  hier  also 
n,  u,  v'f  to'f  in  je  zwei  Teile  zerlegen  und  den  ersten  nur  der  Ein- 
wirkung der  körperlichen  Kräfte  gemäß  bestimmen,  mittels  des 

▼orar,  TlMoratiiih»  Pbjitk.  80 
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zweiten  aber  die  Oberlliichenbedingungeii  erfüllen.  Sind  die  korper- 
licben  Kräfte  zeitlich  konstant,  so  können  wir  fUr  ihre  Beli&udluüg 
die  Bewegung  als  stationär  betrachten. 

Die  HaujitgU'ichungt^n  nehmen  alier  bei  stationärer  Bewegung, 
falls  man  die  Komponenten  von  Kraft  uud  (jreschwindigkeit  wie  früher 
zerlegt,  die  folgende  Gestalt  an: 


248) 


d(0  +  JI)  .  BN      ÖM  _        (BF     dW  dV\ 
^  By      B%~^^\dx^  dy 

B{0-¥lt)  .  dÄ    '  dN  _  a/^Z-l^^ 
d(0±n),dM     dA  _     kI^^a.^^  ^^^\ 

'^'di''Ti''^^\dl^'^  dx'^Tjj' 


9% 

^    dx  *  dy      d*  ' 
woraus  die  partikaliren  LOsangen 

f  +  77)  =  Coust 

^^^^         l     «Af^--4,  «Af"=M,  «A^--A^ 

folgen;  für  letztere  Formeln  kann  man  nach  (61"')  auch  schreiben: 

248")  -2a/'  =  ^,    -  2of m'=M,  -2an'=:7V. 

Die  erste  Gleichung  (248')  bestimmt  77  voUBtftndic^  wenn  dasselbe 
für  eine  Stelle  gegeben  ist;  cUe  übrigen  drei  lassen  sicsh  nach  be- 
kannten Methoden  integrieren  und  liefern  in  einer  unendlichen  Flflssig- 
keity  wenn  überdies  nach  S.  288  JF*    0  ist,  die  TollstSndige  LOsnng. 

Sind  aber  Begrenzungen  yorhanden,  so  geben  diese  Ausdracke 
nur  den  einen  Teil  der  Geschwindigkeiten  tf',  tf,  w'  und  der  Fnnk- 
tion  /7;  der  zweite  hat  den  Gleichungen 

OÄa\  d^  ^  '  9^  j.  f  d^  A  .  du'  Br^  ,  du'  ^ 
249)^  =  aA«,  3^-«A»,^««A«,^  +  ^  +  -j7-0 

und  dazu  den  Grenzbedingungen  unter  Rücksicht  auf  die  von  den 
ersten  Teilen  gelieferten  Beiträge  zu  genügen.  Die  Grenzbedingungen 
nehmen  ihre  einfachste  Form  an,  wenn  die  Begrenzung  durch  irgend- 
wie bewegte  und  von  der  Flüssigkeit  benetzte  Wände  gebildet  wird: 
hier  schreiben  sie  direkt  die  Werte  der  drei  Geschwindigkeit&kom- 
pouentcn  für  die  Flüssigkeit  vor. 

1  );iL)  sie  neben  den  Hau|)tgleichungen  (249)  zur  Bestimrauiis 
der  ?/',  v',  w  genügen,  ergiebt  sich  leicht;  nnilti]»liziert  man  di»' 
Formeln  (249)  resp.  mit  r'.  w,  integriert  sie  über  den  von  der 
Flüssigkeit  erfüllten  Kaum  und  addiert  dir  Iiesultate,  so  erhält  man, 
falls  V  die  innere  Normale  bezeichnet,  wegen  iV-  =  0 


Diyitizi-'-' '■'oogl 
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u  COB  (fr,  x)  +  ü'coB  (»,y)  +  tff'oos  (ir,  ir)j  ürfo 


r{-  d  H 


2490 


-  «1* (0«'+  e»'+  ew^rfit 

Hif^raus  kann  man  aber  nach  früluTiMi  Methotlen  sclilit  ßcii,  daß  bei 
gegebenen  Jiandwerten  von  u,  v,  ir'  durch  die  vorstehenden  Gieichimgeu 
u,  v',  ir'  für  alle  Stellen  der  Flüssigkeit  bestimmt  sind. 

Ist  u ,  v',  ir'  gefuiHh'n.  so  folgt  77  aus  (249)  durch  eine  Quadratur 
bis  auf  eine  additive  Konstante,  und  diese  ])estimmt  sich,  wenn  sein 
Wert  für  irgend  eine  Stelle  vorgeschrieben  ist. 

Eliminiert  män  Z7y  80  giebt  (249)  bei  Einführung  von  F^U^Vf  W 

da?  ^  ay  ^  Ö«  ~  ^' 

und  die  Grenzbedingungen  schreiben  die  Werte  Ton 

,     dF.dW    er    »     BF.dU    BW     .     BF.dV  du 
"  ^  Bi^'Bi^Bli'        Bi'^Ti"'!^'     -«i"*"«^""«?  f 

vor;  es  existiert  keine  allgemeiue  Methode,  die  Uubekaunten  ihnen 
gemäß  zu  bestimmen. 

Sehr  einfacli  wird  dagegen  das  Problem  in  dem  Falle  ebener 
Bewegungen,  in  welchem  =  /  =  0,  /"und  //  von  z  unabhängig 
sind,  und  die  Formeln  (249")  die  Gestalt  annehmen: 

A,    =  0,  Ai  A,    -  0.  249"") 

Hier  kann  man  nftmlich  die  Oberflächenbedingungen  auch  bei  der 
Vereinfjftchiing  F^O  befriedigen.  Denn  aus  Torgeschriebenen 
u'  und  7  resp.  dT jdy  und  dWjdx  folgt  auch  gegebenes  dfTjdn 
und  dWjds,  falls  »  das  Element  der  Randknire  bezeichnet;  statt 

des  letzteren  auch  bis  auf  eine  additive  Konstante  gegebenes  //'. 
Um  aber  aus  "^'^^  d  II  tön  für  alle  Punkte  //zu  linden, 

ist  S.  207  eine  allgemeine  Methode  angegeben;  das  Problem  ist  hier- 
durch aiso  auf  ein  früheres  zurückgeführt. 


I  81.  IUa  akttisohaa  Gleichungen  untttr  Barfiekiiohtigung  der 

inneren  Reibung. 

Zur  Bestimmung  der  Bewegungen  elastischer  Körper  unt<^r 
Wirkung  der  iniKTCu  Reibung  ist  (Ut  allgt  ineine  Ansatz  (240)  mit 
den  in  §  2  gegebenen  Sätzen  über  die  Druckkräfte  in  uichtstarreu 

80* 
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ist,  was  Q.  a.  dann  gfltj  wenn  seine  Axe  eine  swei-  oder  melir* 
zahlige  Symmetrieaxe  ist  Dann  sind  die  drei  durch  T,  m'  und  n' 
gegebenen  Bewegungen  von  einander  TöUig  unabh&ngigi  nnd  man 
kann  die  trftge  Masse  jedesmal  nm  eine  bestimmte  feste  Axe  drehbar 
anbringen.  Ist  sie  z.  B.  mit  dem  Snde  zssz^  des  Stabes  fest  tcp 
bnnden  und  um  die  Z-Axe  drehbar,  so  ist  ihr  Drehungswinkd  »i 
gegeben  durch  z^ntsan^,  und  es  gilt 

261")  SR.|^--iV, 

worin  53?,  das  Trägheitsmoment  der  Masse  um  die  Z-Xxe  bezeichnet. 
Die  Elimination  von  N  aus  der  letzten  (Tleichung  ('250'")  kann  also 
in  derselben  Weise  stattfinden,  wie  oben  diejenige  von  C.  Dasselbe 
Verfahren  ist  auf  L  und  M  aiiwendl)ar.  — 

Um  beliebige  Schwingungen  eines  unendlich  dünnen  cyliudrischf'n 
Stabes  unter  Berücksichtigung  der  inneren  Reibung  zu  behaiulolii. 
kann  man,  wie  in  §  24,  jedes  Läugselement  als  gleichtormig  gespannt 
betrachten  und  auf  dasselbe  die  Formeln  (250")  und  (250 ")  au- 
wenden, in  denen  nun  c,  /',  m',  n  Funktiouen  der  Zeit  und  des 
Ortes  auf  der  Stabaxe  sind. 

In  dem  wichtigsten  sjx'ziellen  Falle,  daß  die  Verrückungen  \u\d 
Drillungen  der  einzelnen  kStabeiemente  unendlich  klein  sind,  ist,  wie 
in  (199')  gezeigt, 

252)  m  =  =        e  = 

und  da  nach  (200  )  luiBerdem,  wenn  körperÜche  Kräfte  nicht  wirken. 


^^^0/»=  "ä*^' 

dC  a^'n  dN 


2520 

ist,  80  kann  man  nach  geeigneter  Difi'erentiation  nach  z  in  (250'^ 
statt  Zf  My  C,  uA'  überall  u,  Vy.w,  n  einfüliren  und  so  die  allgemeinen 
Bewegungsgleichungen  für  einen  unendlich  dflnnen  Stab  bei  Rück- 
sicht auf  die  innere  Reibung  bilden. 

Dieselben  nehmen  für  isotrope  St&be  relativ  einfache  Formen 
an  und  lauten  dort: 

Die  Summen  sind  hier,  wie  früher,  von  j  ss  0  bis  J  «  oo  zu  nehmen. 


Digitized  by  Googlej 


§  32.    Ebene  Wellen  in  einem  unendUohen  Medium, 


471 


aber  für  die  Aaweuduiig  nach  einer  eudlicheu  Anzahl  you  Gliedern 
abzubrechen. 

Für  den  Fall  einer  Saite  kommen  zu  den  beiden  ersten  For- 
mehi(252')  rechts  nur  noch  die  (Glieder  r{dhi) j {d z'^)  und  r{d^v)l{üz^ 
liiuzu,  wo  r  die  Läugsspannun«,'  bt-zeichnet. 

Die  Tlieorie  der  gedämpften  Schwingungen  von  Platten  läßt 
sich  in  ähnlicher  Weise  entwickeln,  bietet  aber  geringeres  Interesse. 

f  88.  Ebena  WellMi  in  eliiem  unendliohn  elafttidieii  und 

ftbforbimndeii  ÜMiiim. 

Die  im  allgt  ineincn  sehr  komplizierten  Gleichungen,  die  den 
Einfluß  der  inneren  Keibung  aul'  die  Bewegung  elastischer  Medien 
darstellen,  nehmen  eine  relativ  einfache  Form  an,  wenn  es  sich  um 
rein  i)e riodi sehe  Bewegungen  handelt.  Hier  kann  man  für  u,v,u7 
den  reellen  Teil  von  Ausdrücken  ?on  der  Form 

2ni  t 

u-«~^f(*,y,*)  258) 

setzen,  oder,  da  alle  Gleichungen  lineftr  sind,  mit  diesen  Ausdrücken 
selbst  rechnen,  wenn  man  nur  am  Schluß  sich  auf  den  reellen  Teil 
beschränkt     Dabei  m()gen  hier   und  weiterhin   komplexe  Größen 
durch  deutsche  Buchstaben  bezeichnet  werden. 
Ks  gilt  dann 


und  man  kann  statt  des  Ansatzes  (240)  schreiben,  indem  man  die 
von  u,  ö,  ID  statt  von  v,  w  gebildeten  Deformationsgrößen  und 
Drucke  angemessen  bezeichnet  und  die  Dichte  q  als  Faktor  vorzieht, 

-  («J  -  Qi^A-^  «11«.+  «u9.+  «iei> 


hierin  sind  die  Sj^^^  komplexe  Größen,  die  wir  nach  der  Formel 

253") 

in  den  reellen  und  imaginären  Teil  zerlegen,  und  die  definiert  sind 
dnrch 

worin    »  0, 1, 2, . . .  ist 


253") 
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Für  ein  beliebiges  krvstalliuisches  Medium  nehmen  dann,  wenn 
man  wieder  von  köriterliclien  Kräften  absieht,  die  iiaup%ieicbimgen 
(243)  die  folgeude  Fürm  au: 


254) 


_  a         .  fc        _i_  ff        _i_  /ff    i_  ff  \  ^  " 


-  ff  4.  ff 


^9 


r  ^""4.(f   ^'"4-(f  4.  ff  \J'*iL 


«e  a^ 


ö«0 


6*D 


Wir  woll«'n  sie  benutzen,  um  die  Fortidlanznn^  e inner  Wrlhn 
zu  untersuclicn,  und  /.w;ir  /unäelist  in  einem  allseitig  unbegrenz- 
ten elastisclieu  Körper.   Da  liier  die  Koordiiiateua&en  vollständig 
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willkürlich  siiul,  so  kaun  mau  die  /-Axe  in  die  W  tiiieimormaie  legen 
und  erhält  hierdurch  sogleich  viel  einlacher: 


ff       JLS  ff 
d«*        a«»  **"     a«" » 


2540 


^*IP  _  «.      ^*  "     1    ff  ~. 

"aF       a^       ^ '*»»  a^' 

Setzt  man  nun  zur  Integration 


wenn 


iat»  80  giebt  (253) 

g_^grL\      tu)  <oJ 


255) 
255') 


255") 


Dieser  Ansatz  stellt  eine  in  ebenen  Wellen  mit  der  Geschwindig- 
keit (o  längs  der  i^Axe  fortschreitende  Bewegung  dar,  deren  Ampli- 
tude mit 

e~  »*» 

proportional  ist;  *  liilirt  darin  den  iSiimcn   des  Absorptions- 

koeflizieutcn. 

Aus  den  Gleichungen  (254')  wird  duixh  das  Einsetzen  dieser 

0  -  a(£^+f)ifi^-o^  +  ce,3,  256) 

Diese  Formeln  bestimmen  o:b:c  und  o. 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Konstanten      der  Bedingung 

genügen,  stimmt  das  System  (25«i)  mit  demjenigen  überein,  welches 
die  Lage  und  Größe  der  Maxima  und  Minima  der  Funktion 

0«-  «,,a«+  C„c«H-  2(S^hc  +  2(I„co  +  2®,,q6  2560 

bestimmt. 
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1 /d  kann  liicrnach  als  der  Radiusvektor  r  in  einem  gewissen 
komplexen  dreiaxigen  Ellipsoid  aufgefaßt  werden,  welches  durch  die 
Xoustanteu  des  elastischeu  ^^Fediums.  duroli  die  Periode  der  fort- 
geptlanzten  Schwincrungen  und  durcli  die  Riehtuug  der  Wellen- 
normalen  bestimmt  ist;  b,  c  stellen  die  komplexen  lÜchtungs- 
kosinus  vou  v  dar. 

Dies  komplexe  Ellijjsoid  wird  zu  einem  reellen,  wenn  in  den 
Konstanten  (5^,^^  die  imaginären  Theile  6*^  verschwinden,  also  C^^«  CJ^| 
wird;  dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Konstanten  für  ungerades  z 
gldcli  Null  sind,  also  nach  S.  460  nur  Energie  erhaltende  Kräfte 
wirken.  Hier  kann  man  nämlich  den  Gleichungen  (256)  durch  reelle 
0,  6,  c  und  o  gen{\gen  und  daher  ({  —  a,  h  —  ß^t^y,  o^m  und 
« SB  0  setzen.  Zugleich  werden  die  Verrftckungskomponenten  »,  w 
mit  ßy  Y  proportional,  und,  da  letztere  TOn  der  Zeit  nicht  abhängen, 
so  finden  in  diesem  Fall  die  Schwingungen  in  geraden  Linien  statt» 
sind,  wie  man  sagt,  geradlinig  polarisiert;  die  Schwingungs- 
richtnng,  wie  auch  die  Größe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  « 
ist  Ton  den  Konstanten  des  Mediums,  d^  Scliwingnngsdauer  und  der 
Lage  der  Wellennormalen  abhängig. 

Die  Existenz  des  hier  aus  (256')  resultierenden  reellen  Eälipsoidei 

256")       -  C„ +         +  ^ 33 r'+'^C,,ßy  +  2C,,ra+2C,,aß 
spriclit  dabei  den  Satz  aus,  daß  jeder  W'ellenebene  <lrei  im  all- 
gemeinen verschiedene  F()rt])tlanzuugsgescinviiidiizkeiteu  und  drei  zu 
einander  normale  Schwingungsrichtungen  zugehitren. 

Die  eine  dicker  8chwingungsri(  litungen  ist  streng  loniritudiiuü. 
die  anderen  streng  transversal,  wemi  eine  Axe  des  KUipsoides  in  die 
Z'Ajlg  laut,  d.  L, 


Dies  findet  jedenfalls  —  aber  nicht  allein  —  dann  statt,  wenn 
die  i/-Axe  eine  irgendwie  vielzählige  Symmetrieaxe  des  Krvstalles  i>t. 

Di<^  l)eideTi  transversalen  Wellen  besitzen  gleiche  Furtptlauzuiigs- 
geschwindigkeiten,  wenn  zugleioh  das  Ellipsoid  ein  Kotationsellipsoid 
um  die  Z-Axe  ist,  d.  h.,  wenn  gilt 

Cr,,=-(?„  und  e«»o. 

Dies  findet  immer  —  aber  nieht  allein  —  dann  statt,  wenn  ilit 
Zähligkeit  der  Z-Aw  eine  höhere,  als  zwei  ist.  In  diesem  Falle 
sondern  sich  also  die  beiden  transversalen  Schwingungen  nicht  l)fi 
der  F<»rti»Hanzung.  woraus  lolgt.  dass  jede  bi-liebige  transversale 
Schwingung  sich  parallel  jenen  iüchtuugen  ungeändert  fortpHaiut. 
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Wegen  dieser  Eigenschaft  könnte  man  die  elastischen  Symmetrie- 
azen  von  höherer  ZähU^eit»  als  zwei,  nnd  die  Bichtungen,  welche 
etwa  sonst  noch  die  ohigen  Erseheinnngen  zeigen,  um  eine  in  der 
Optik  gebi&nchliche  Bezeichnung  zu  Übertragen,  Schwingungsazen 
nennen. 

Das  Hilfeellipsoid  ^56")  kann  auch  ttber  die  Abh&ngi|^eit  der 
Geschwindigkeiten  und  der  Schwingungarichtungen  Ton  der  Bichtung 
der  WeUennormalen  Aufschluß  geben,  wenn  man  die  durch  die 
auf  irgend  ein  absolut  festes  Koordinatensystem  bezogenen  Haupt- 
konstanten CSft  ausdruckt,  wie  dies  auf  S.  384  gezeigt  ist  Noch 
einfacher  erhält  man  jenen  Zusammenhang,  wenn  man  statt  des 
obigen  Wertes  (255")  ftbr  S  mit  jr  »  0  den  allgemeineren 


worin  r  =  Aar  +  /i^  -f  ist  und  A,  fi,  v  die  Bichtungskosinus  der 
Wellennormale  r  bezeichnen,  in  die  Haupt«jleichnngen  (254)  einführt 
Das  allgemeine  dadurch  erhaltene  Resultat  ist  außerordeutlich  kom- 
pliziert und  nur  bei  den  hrichstsymmetrischeu  Krystalls\ stemen  zu 
übersehen.  Wir  wollen  uns  darauf  l)eschränken,  das  Verhalten  von  (n 
und  r^,  in  der  Nähe  gewisser  Sch wingungsaxen,  welche 

mit  der  Z-Axe  zusaninienlallen  nirigen,  zu  untersuchen. 

Damit  die  i^-Axe  eine  Symmetrieaxe  von  höherer  Zähligkeit, 
als  zwei  sei,  ist  jedeui'alls  erforderlich,  daß  gilt 


ist  die  Z&hligkeit  höher,  als  drei,  so  mu6  auch  noch  C^^,  Cj,, 
^tt*  verschwinden. 

Femer  ist,  wenn  die  Wellennormale  der  i^Aze  unendlich  nahe 
liegt,  X  und  fi  Ton  erster  Ordnung,  v  bis  auf  zweite  Ordnung 
gleidi  Eins. 

Schließt  man  Größen  zweiter  Ordnung  aus,  so  erhSlt  man  hier- 
nach aus  (254) 


256") 


^le  —  ^86  —  ^84  =  ^85  ^45  ™  Ö 
^%%  »     ^13  =  ^1»  >     ^44  =  ^66  i 
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Für  die  traiisvt  rsalcn  W'dk'ii  ist  eine  C4ri>13c'  erster  OnlüUüg 
denn  die  SLliwiiiguiigsriclitun.i;  liegt  der  A'i-ElK'iie  unendlich  nahe: 
das  letzte  Glied  in  den  ersten  Ijeiden  (ileichungen  ist  für  sie  also 
zweiter  Ordnung  und  deshalb  zu  Ternachlässigen. 

Wendet  man  das  ßesultat  auf  eine  Tier-  oder  sechszfthlige  Aze 
an,  80  erhält  man  sehr  einfach 


ergiebt  Hieraus  folgt,  daß  die  beiden  Fl&cheu,  welche  man  erhfilt, 
wenn  man  a>  auf  der  Bidbtung  der  Wellennonnalen  aufträgt,  in  der 
Z-Axe  eine  der  Zr-Ebene  parallele  Tangentenebene  haben,  steh  dort 
also  berühren,  wenn  die  Zähligkeit  der  Z-kxe  vier  oder  sechs  ist 

Dies  findet  ersichtlich  nicht  statt,  wenn  die  Axe  dreizählig  ist, 
dort  schneiden  sieh  also  die  beiden  Flächen. 

Die  drei/idiligen  Schwingnng^axen  liaben  also  einen  merklich 
anderen  Charakter,  als  die  vier-  oder  sechszähligen ;  eine  Ver- 
schiedenheitj  die  sicli  in  der  Oj)tik  hei  den  Axeu  der  einaxigen  und 
der  zweiaxigen  Medien  ähnlich  wiederfindet.  — 

Gehen  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  komplexer  (J^^  zurück, 
80  resultieren  dort  auch  komplexe  n.  h.  c  und  o:  daraus  folgt,  daß 
hier  die  Bewegung  in  jeder  Welle  nicht  geradlinig,  sondern  ellip- 
tisch ist   Wir  können  nämlich  setzen 

257)  a  =  a«'»',   b  =  öe'y,   c  =  cff*«, 

worin  Oy  by  Cf  (fj  X  reoUe  Eonstanten  sind,  und  dadurch  die  Kom- 
ponenten u,  V,  uj  auf  die  Form  periodischer  Funktionen  mit  um 
gewisse  Konstanten  verschiedenen  Phasen  bringen;  solche  setzen  sich 
aber  jederzeit  zu  elliptischen  Bewegungen  zusammen,  deren  Bahn- 
gleichungen man  durch  Elimination  der  Zeit  leicht  bilden  kann. 
Ferner  erhalten  wir  Iii»  r  g  r  d  ä  in  ji  I  t  e  Schwingungen,  insofern  die 
Amplituden  mit  wachsendem  r  in  geometrischer  Progression  alue  limen. 
ür  den  reellen  und  den  imaginären  Teil  von  o-,  d.  h.  liir 


was  für  beide  transyenale  Wellen 


-X«) 


und 


(1+«V  ' 


liefern  die  (ileiehungen  (250)  nach  Mimination  von  a;ß',Y  zwei 
kubische  Gleichungen,  die  aus 
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0=  («44-0^  257') 

durch  Sonderung  des  Reellen  und  des  Imaginären  erhalten  werden. 

Diese  Formeln  sind  im  allgemeinen  überaus  kompliziert  und 
geben  im  allgemeinen  melir  als  drei  \\  urzeln  für  oj^,  also  auch  mehr 
als  drei  in  einer  jeden  Richtung  sich  t'ortptlanzende  Wellen.  Relativ 
einfache  Gestalt  nehmen  sie  an,  wenn  die  imaginären  Teile  der 
Konstanten  (J^j^  klein  gegen  die  reellen,  und  demgemäß  x  klein 
neben  Eins  ist.  Dann  wird  nämlich  der  reelle  Teil  bis  ftuf  Glieder 
zweiter  Ordnung  dieselbe  Gestalt  annehmen,  als  wenn  gar  keine  Ab- 
sorption stattfände,  es  gelten  also  für  die  FortpHanzungsgeBcbwindig- 
keiten  die  oben  angegebenen  Sätze.  ^^^)  — 

Die  im  Vorstehenden  behandelten  Lösungen  für  u,  »,  lo  lassen 
sich  leicht  in  derBichtung  erweitern,  daß  der  reelle  und  der  imaginäre 
Teil  des  Exponenten  von  e  verschiedene  lineäre  Funktionen  der 
Koordinaten  enthält»  indem  man  setzt 

5  =  ^«^[''^'""«^"«J,  257") 

wo    nun     r  =  ).  r  +  fitz-^pzy     r' =  X  x  -\-     y     v  z    und  sowohl 
fx^-\-  v^=  1,  als  V^-\-  iu'*+  !''-=  1  ist.    Hier  ist  dann  also  in 
den  Ebenen  r  =  Const.  die  Phase,  in  den  Kbenen  r'ssConst  die 
Amplitude  die  gleiche. 

Derartige  Lösungen  kommen  u.  a.  zur  Geltung,  wenn  eine 
ebene  Welle  mit  konstanter  Amplitude,  in  einem  nicht  absorbieren- 
den Medium  fortgepflanzt,  auf  die  ebene  Grenze  fällt,  welche  dies 
Medium  von  einem  absorbierenden  trennt  Die  in  dem  zweiten 
Medium  erregten  Wellen  haben  dann  notwendig  jene  allgemeinere 
Form. 

Die  Grenzbedingungen,  welche  den  Vorgang  der  Reflexion  und 
Brechung  an  der  Grenze  zweier  elastischer,  ev.  mit  innerer  Beibung 
behafteter  Medien  (1)  und  (2)  regeln,  sind  in  §80  allgemein  angegeben. 

Legen  wir  die  X2^-Ebene  in  die  Grenze,  so  lauten  dieselben 


257") 


ttj-M,,     »1=02,  lüi=lÜ2, 

Äx-py.,  (3:),=(3:),- 

Ihre  allgemeine  Verwertung  liefert  ungemein  komi)lizierte  For- 
meln, die  Itislier  noch  geringes  Interesse  erwecken.  Einige  wichtige 
Besultate  sind  aber  ohne  alle  £echuung  zu  erhalten. 
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Die  Grenzbedingongen  sind  sämtlich  linettr,  daher  kann  man 
auch  bei  dem  Problem  der  Befleziön  und  Brechung  mit  den  kom- 
plexen Ansätzen  (257)  rechnen  und  braucht  nur  am  Ende  den 
imaginären  Teil  zu  beseitigen. 

Die  für  die  reflektierten  und  gebrochenen  ebenoi  Wellen  neben 
der  fftr  die  einfellende  in  die  G^nzbedingungen  einzusetzendeo 
partikulären  LSsungen  mttssen  jene  Gleichungen  zu  jeder  Zeit  und  an 
jeder  Stelle  der  Ghrenze  z^^O  eiftdlen.  Hieraus  folgt  aber,  daß  in 
ihren  Ezponentialgrößen  t,  x  und  y  allenthalben  denselben  I^aktor 
haben,  daß  also 

11^    »V  *^ 

v'  «l'     fl»'  «> 

ftlr  alle  Wellen  den  gleichen  Wert  besitzen  müssen. 

Aus  der  ersten  Beziehung  folgt,  daß  die  Schwingungsdauer 
durch  Reflexion  und  Brechung  auch  in  dem  hier  vorliigt  iiden.  so 
allgemeinen  Falk'  nicht  geändert  wird;  die  Iteiden  folgenden  ent- 
halten das  Brechungsgesetz  für  die  Ebenen  gleicher  Phase,  (he 
beiden  letzten  ein  analoges  für  die  Ebene  gleicher  Amplitude.  Eüer- 
bei  ist  nicht  zu  übersehen,  daß  die  Nenner  ot  seihst  im  allgemeinen 
Funktionen  der  Richtungen  der  Normalen  auf  den  betr.  Ebenen  sind 
und  von  der  Schwingungsdaner  r  abhängen;  letzteres  bewirkt  Erschei- 
nungen, welche  der  Dispersion  in  der  Optik  entpreclien. 

In  dem  speziellen  Fall,  daß  die  Wellennormale  der  einfallenden 
Welle  in  die  A'/^-Ebene  fällt,  ist  für  alle  Wellen  des  Öystemes 
jlA  «  0,  liegen  also  alle  Welionnormalen  in  der  -Yi/-Ebene. 

Ist  noch  spezieller  das  erste  Medium  frei  von  Absor]»tion,  so 
ist  in  ihm  x  =  0,  es  muß  also  t'iir  das  /.weite  Medium,  wenn  wegen 
dort  vorhandener  Absorption  x  nicht  verschwinden  kann,  notwendig 
)J  =  ju*  =  0  und  V  ~  1  sein;  d.  h.,  die  Ebenen  konstanter  Amplitude 
müssen  daselbst  parallel  der  Grenze  liegen. 

§  83.  BeiiAhungen  lor  Theorie  des  Liohtes. 

Die  im  vorigen  l'aragraphen  beschriebenen  Vorgänge  hal)en  so 
große  Ähnlichkeit  mit  den  bei  der  Fortpflanzung  des  Lichtes 
innerhalb  krystallinischer  K(>rper  beobacht«4en,  diiß  es  nahe  liegt, 
die  letzteren  als  in  Schwingungen  eines  ^[ediums  bestehend  anzu- 
sehen, welches  sich  im  Kr}staU  befindet  und  sich  der  Krystallsub- 
stanz  ähnlich  verhält,  indessen  nicht  mit  ihr  identisch  sein  kann, 
weil  die  FortpÜauzuugsgeschwindigkeit  des  Lichtes  uuirergleichlich 
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Tiel  größer  ist,  als  sie  sicli  für  nicht  absorbierende  Medien  aus  der 
Dichte  und  den  ElasticitätBkonstanten  des  Kn^stalles  nach  den 
Resultaten  des  vorigen  Abschnittes  berechnet  Dieses  hypothetische 
Medium  bezeichnet  man  als  den  Lichtäther. 

Da  nach  dem  Obengesagten  für  den  Äther  Gleichunfren  von 
der  Form  der  in  (254)  gegebenen  freiten  solieUi  und  da  diese 
Gleichungen  für  das  Quadrat  der  Fort])  ti  an  Zungsgeschwindigkeit  m 
Werte  liefern,  welche  gegeben  sind  durch  lineare  Funktionen  der 
allgemeinen  elastischen  Eonstanten,  dividiert  durch  die  Dichte  des 
Mediums,  so  wird  man  aus  den  beobachteten  enormen  Lichtgeschwin- 
digkeiten in  allen  bekannten  Körpern  auf  eine  sehr  geringe  Dichte 
und  eine  sehr  große  elastische  Widerstandskraft  des  Äthers  schließen 
müssen. 

Außerdem  wird  man  dem  Äther  eine  Eigenschaft  beilegen 
massen,  die  das  Zustandekommen  gewisser  Wellen  Teihindert»  welche 
Ton  den  obigen  allgemeinen  Formeln  gefordert  werden,  aber  der 
Beobachtung  nicht  entsprechen. 

Beobachtungen  Torschiedener  Art  haben  mit  großer  Schftrfe  den 
Nachweis  dafür  geliefert^  daß  ebene  Lichtwellen  mit  konstanten  Am- 
plituden in  isotropen  Medien  nur  transTersale  Schwingungen  ent- 
halten  können,  und  machen  es  wahrscheinlich,  daß  sie  in  krystallini- 
schen  Medien  streng  oder  wenigstens  nahe  transversale  Bewegungen 
aofllÜhren.  Da  nun  die  loiigitudinalen  Schwingungen  jederzeit  von 
Kompressionen  und  Dilatationen  begleitet  sind,  so  werden  erstere 
nicht  zu  Stande  kommen,  wenn  die  letzteren  durch  irgend  einen 
Umstand  unmöglich  gemacht  werden.  Dies  drückt  man,  olmo  sich 
über  die  Ursache  der  Ersclieiming  zu  äußern,  analytisch  dadurch 
aus,  dui»  mau  die  Yerrückungskompüuenten  «,  t?,  w  der  Bedingung 

o.     Bu      Bv      die     f.  oEo\ 

*-äi  +  di+ai  =  °  258) 

unterwirft  ^°*)  Diese  Bedingung  kann  natürHch  neben  den  drei  all- 
gemeinen Bewegungsgleichungen  (243)  durch  die  drei  Funktionen 
M,  Vy  w  nur  dann  ert'üUt  sein,  wenn  von  den  letzteren  drei  Formeln 
die  eine  mit  Hilfe  der  Gleichung  ?>  =  0  aus  den  beiden  anderen 
folgt,  d.  h.,  wenn  die  Koeffizienten  der  Kräfte  (AJ, . .  .  {X^  gewisse 
Bedingungen  erfüllen. 

Diese  Jiedingimgen  folgen  aus  (243),  wenn  man  die  <lroi  Formeln, 
in  denen  man  nach  dem  Früheren  die  körperlichen  Kriilte  X,  Y,  Z 
gleich  Null  setzen  kann,  nach  x,  y,  z  diflerentiiert  und  addiert  und 
in  dem  so  resultierenden  Ausdrucke; 
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258') 


dx         du         ät  / 


d  tj^  dz 


+ 


die  Faktoren  der  unabhängigen  Differentialqnotienton  der  ye^ 
rückungen  für  sich  gleich  Null  setzt  ^^')  Dabei  ist  zu  berücksich- 
tigen, daß  wegen  der  Willkürlichkeit  des  G^tzes  der  fortgepflanzten 
Schwingungen  yerschieden  hohe  Differentialquotienten  der  Ver- 
rückungen  tD  nach  der  Zeit  voneinander  unabhAngig  sbd, 
yon  den  gleichen  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  aber  «me 
größere  Zahl  durch  die  Bedingungen  yerknüpft  ist,  welche  ans 
&  ^0  durch  Differentiation  nach  den  Koordinaten  und  nach  der 
Zeit  heiTorgehen.   Es  sind  dies,  wenn  der  Kürze  halber 


dt' 


gesetzt  wird,  allgemein  die  Formeln: 
258") 


0; 


da^  dx*       ByBx      Sxdx  BxBy 

sie  ergeben,  daß  von  den  30  dritten  Difl"erential(|uotieiiteii  von  m'\ 
tjO").  trfJ)  nur  24  voneinander  unabhängig  sind,  woraus  folgt,  daß  für 
jedes  System  von  Konstanten  c|^|^  sich  24  Bedingungen  aus  der 
Gleieliuiig  t?"  =  0  ergeben  müssen. 

Diese  iuhren  aul  Iblgeudes  System  von  Werten  der  Koeiüzieateii 


259) 


X 

0 

dt^ 

dt' 

dfJ 

X 

0 

-2cü> 

60 

-  2cO') 

-  2c*  i' 

66 

0 

0 

y 

66 

0 

-2CC2 

0 

-2cO0 

•4 

0 

t 

-2cW 

4« 

0 

• 

0 

0 

-  r<j) 

s 

66 

0 

0 

44 

c(i) 

46 

X 

0 

0 

c<i) 

45 

M 

-  X'  j) 

9 

1  « 

0 

-  2c<J) 

46 

•4 

66 

«ff 

Es  ist  bemerkenswert)  daß  für  die  allein  übrigen  Koeflicie&teD 
die  Beziehung 


gilt,  daU  sonach  Kxätte  der  auf  S.  460  als  vierte  bezeichneten  Art 
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durch  die  Eiiiführung  der  lakompressibilitätsbedingimg  unmöglich 
gemacht  werden. 

Die  i^'W(>gungsg]ei('hungen  (243)  oder  (254)  iielimon  bei  Ein- 
führuug  dieser  Vereiofachungeu  und  uuter  Benutzung  der  Ab- 
kürzungen 


I 


*\dff     d*y'         *\dx     dxj^         '\dx  dy}^ 


in  welchen  u,  ts  m  die  schon  8. 471  eingeführten  komplexen  Ver- 
rUcknngBkomponenten  bezeichnen,  die  GMalt  an^^; 


dt*  dx\dm 
d 

worin 


~  dy[dil  dx[dmj' 


269') 


Ö»(j^l2+ff^in^+(£^u2-2(«„iiitt-f  C„nl  +  (i^lni)  259") 

ist,  and  die  (t^,^^  die  in  (253"")  definierten  komplexen  Funktionen  der 
Sdiwingongfldauer  t  bezeichnen. 

Für  jedes  d.  h.  Air  jede  Farbe,  l&ßt  sich  ein  Koordinaten- 
System  angeben,  auf  welches  bezogen  der  reelle,  nnd  eines,  ftlr  welches 
der  imaginäre  Teil  von  Q^^,  dg^,  Terschwindet;  diese  Axen  wird 
man  als  die  Symmetrieaxen  der  konservatiTen  nnd  der  absorbierenden 
Kräfte  für  das  bestimmte  r  bezeichnen  können.  Verachfrinden  die 
absorbierenden  Kräfte,  oder  fallen  nach  den  aUgemeinen  S}'mmetrie- 
▼erhältnissen  des  Krystalles  beide  Axenstysteme  zusammen,  so  mflssen 
die  Krscheinungen  der  Fortpflanzrmg  von  Schwingungen  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  durch  jene  gegebenen  Koordinatenebenen  verlaufen, 
wenn  die  Erregungen  symmetrisch  zu  ihnen  stattfinden.  Im  allge- 
meinen Falle  hingegen  besitzen  sie  derartige  Symmetrieehenen  iiiclit. 

Die  Formeln  (259 )  und  (259"),  welche  das  Kesultat  der  Ein- 
führung der  Bedingung  iV-  =  0  in  die  allgemeinen  Gleiehnnf^en  (254) 
sind,  gestatten  die  Ableitung  aller  bekannten  Erscheinungen,  welche 
die  P'ortptlanzung  von  Liclitwellen  innerhalb  durchsichtiger  oder 
absorbierender,  z.  H.  farbiger,  Krystalle  begleiten,  und  verbinden 
daher  diese  Vorgänge  nalie  mit  denen  der  Elasticität  und  der 
inneren  Reibung.  Ihre  Behamllunt;  wird  in  dem  letzten  Teil  dieses 
Buches  vorgenommen  werden.  — 

Während  die  Ableitung  der  obigen  Hauptgleichungen  der  Optik 
aus  den  Vorstellungen  dieses  Teiles  ü})eraus  glatt  und  einfaeli  möglich 
war,  bietet  diejenige  der  Grenzbedinguugen  eine  eigentümliche 
iSchwierigkeit. 

VOIOT,  Tlieoretiaclie  Physik.  ' 
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.  Nachdem  durch  die  Rinfilhnrng  der  Bedin^ng  ^  »  0  die  Ab- 
zahl  der  in  einer  Bichtung  fortgepflanzten  Wellen  reduziert  ist»  so 
daß  sie  m  durchsichtigen  kiystallinischen  Hedien  nunmehr  zwei  betrftgt, 
ist  es  nämlich  nicht  mehr  mö^ch,  den  fftr  die  Grenze  zwischen  zwei 
zusammenhängenden  nichtstarren  ESrpem  geltenden  allgemeinen  Be- 
dingungen 

260)  «i  =  «2»    ^i=**s>  »,«»3, 

260')  {X\  +        =  ( Y\  +  ( \\\  =  {Z\  +  (if.),  =  0 

durch  sie  zu  genügen;  denn  mit  den  vier  Koustanten  der  beiden 
reflektierten  und  der  beiden  gebrochenen  Wellen,  die  zu  einer  ein- 
fallenden gehören,  kann  man  nicht  sechs  Gleichungen  befriedigen. 

Daß  die  Grenzbedingungen  für  die  im  Äther  fortgepflanzten 
Bewegungen  mit  den  für  die  Schwingungen  der  ponderablen  Körper 
gültigen  nicht  übereinstimmen,  kann  an  sich  allerdings  nicht  Wunder 
nehmeiii  da  der  in  der  Trennungstiäche  stattfindende  Vorgang  in 
beiden  Fällen  ein  ganz  Terschiedener  ist 

Mit  den  schwingenden  i)onderabeln  Körpern  bewegt  sich  auch 
die  Grenzfläche  sell)st,  bei  Atlierschwingungen  steht  infolge  des 
Kuhens  der  ponderabeln  Teile  die  Grenzfläclie  zwischen  zwei  hetero- 
genen Bereichen  fest,  und  die  Bewegung  führt  wechselweise  Atiier 
in  der  einen  und  der  anderen  Richtung  durch  sie  hindurch. 

Daher  kann  man  zwar  die  beiden  ersten  Bedingungen  (260) 
für  optisch^  Probleme  ungeändert  beibehalten,  wenn  man  einen 
festen  Zusammenhang  zwischen  dem  in  beiden  ponderabeln  Körpern 
befindlichen  Atlier  annimmtj  statt  der  letzten  aber  wird,  wenn  die 
Dichte  Q  in  beiden  Körpern  verschieden  ist,  d.  h.,  der  Äther  sich 
in  Terschieden  komprimiertem  Zustande  befindet,  die  Gleichung 

OflA-n  \   '    Cl[«lCOS(f,x)-f  Ü^C0S(l',y)  +  triC08(f,«] 

l     (>»  [«j  cos(i',ar)  +    cos(ir, y)  -H     cos « J 

einzusetzen  sein,  welche  ausdrückt,  daß  in  <ler  Grenzfläche  das  auf 
der  einen  Seite  eintretende  (Quantum  dem  auf  der  anderen  aus- 
tretenden gleich  sein  muß. 

Auch  die  Bedingungen  für  die  Drucke  (2(>()')  nehmen  unter 
den  vorliegenden  Verhältnissen  andere  Gestalt  an.  Denn  der  Äther 
wird  hier  nicht  nur  untt  r  der  \\  irkung  innerer  Kräfte  stehen,  sondern 
auch  unter  der  \\  irkung  solcher,  die  von  der  ])onderabeln  Masse 
ausgehen,  uiul  wenn  die  letzteren  sieh  auch  nach  Symmetrie  im 
Innern  eines  homogenen  Körpers  zerstören,  so  werden  sie  doch  in  der 
Grenze,  entsprechend  der  L us^ umietrie  der  diesöeitä  und  jenseits 
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Tenohiedenen  Ifasse,  einen  Grenzdrnck  erzeugen,  dem  verwandt» 
der  auf  S.  222  eingeführt  ist 

Hiemach  werden  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (260")  die  all- 
gemeinen (14'")  zu  setzen  sein,  welche  lauten: 


In  ihnen  sind  allerdings  die  X^,,  Y\^f  Z^^  unhekannt  und  erfordern 
zu  ihrer  Bestimmung  spezielle  Annahmen,  die  als  einigermaßen 
willkürlich  am  hesten  yermieden  würden. 

Man  umgellt  dirgleichen,  indem  mau  als  Erfahrungsthatsache 
benutzt,  daß  in  der  Grenztläclie  sel))st,  auch  zwischen  zwei  absor- 
bierenden Medien,  Energie  der  fortg(  i)tl:inzten  Seliwingimgen  uicbt 
verloren  geht.  ^''^)  Dies  kann  man  fiiicrseits  aus  (»jitiselien  Messungen 
schlieüen.  sicherer  noch  aus  der  l^eoltachtung,  daü  in  der  (rrenze 
keine  Wärmeentwickelung  statttindet,  die  zu  erwarten  sein  würde, 
wenn  dasdhst  optische  Energie  verschwände,  ein  Umsatz,  der  im 
Innern  al)sorhi(M*ender  Körper  in  der  Thai  statttindet. 

Um  diesen  (icdanken  analytisch  zu  formulieren,  l)ilden  wir  die 
Gleicluuig  der  lebendigen  Kraft  für  ein  System  von  K(»rpern,  welche 
Äther  enthalten.  Wir  erhalten  dieselbe  eiumai,  indem  wir  die 
(jrleichungeu  (243)  mit  den  Faktoren 

zusammen&Bsen  und  das  Besultat  Uber  das  System  integrieren,  in 
der  Form: 


Sodann  können  wir  sie  auch  erhalten,  ludern  wir  das  System  (-51) ) 
nach  Zufügung  des  Faktors  n  analog  behandeln  und  von  dem  Kesultiit 
den  reellen  Teil  nehmen;  in  der  komplexen  Form  schreibt  sie  sich 


261) 


261) 


81» 


Digitized  by  Google 


484  n.  Teil.    Mechanik  niektatarrer  Körper.    V.  Kap. 

V  bezeichnet  hierin  die  äußere  Nonnnh'  auf  der  Bejq-eiizung  des 
betreffenden  homogenen  Teils  des  Systemes;  von  den  unter  dem 
Summen  zeichen  stehenden  Oberflächenintegraleu  beziehen  aich  immer 
zwei  Auteih>  auf  dasselbe  Flächenstück. 

Diese  beiden  Zerlegungen  in  ein  Raum-  und  ein  Oberflächen- 
integral  sind  im  allgemeinen  verschieden;  die  OberHächeniutegrale 
sind  aber  gleich,  wenn  UyVjW  in  der  Grenze  Funkt  ionen  derselben  Funk* 
tion  von  t,  x  und  y  sind,  wie  dies  nach  S.  478  bei  den  Problemen  der 
Reflexion  und  Brechung  der  Fall  sein  muß.  Die  Raumintegrale  sind 
beide  Ton  der  Form,  welche  S.  459  betrachtet  ist.  und  werden  durch 
die  angenommenen  Kräfte,  soweit  sie  konservativ  sind,  zu  vollstän- 
digen Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  soweit  jene  absorbierend 
sind,  zu  wesentlich  negativen  quadratischen  Formen  gemacht 

In  betreff  der  Form  (261)  ist  dies  onmittelhar  aus  den  Eni- 
Wickelungen  in  §  29  evident;  in  betreff  der  Form  (261')  erkennt 
man  es  leicht,  wenn  man  den  Wert  (259")  von  (9  benutzt  und  be- 
rücksichtigt, daß  die  imaginären  Teile  von  I,  m,  n  den  ersten  Diffe- 
rentialquotienten von  IftttfU  nach  der  Zeit  proportional  sind. 

Soll  nun  in  den  Grenzflächen  bei  den  Schwingungen  fkieirgie 
nicht  verloren  gehen,  so  müssen  die  Oberflächenintegrale  entweder 
die  Form  vollständiger  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  haben, 
oder,  da  dies  ersichtlich  nicht  möglich  ist,  verschwinden,  und 
zwar,  da  erfahrungsgemäß  die  einzelnen  Oberflächenelemente  von- 
einander unabhängig  sind,  in  ihren  auf  die  einzelnen  Elemente 
bezüglichen  Teilen  für  sich. 

Betrachten  wir  also  wie  oben  zwei  Medien  (1)  und  (2),  die  durch 
die  .ri -Ebene  geschieden  werden,  so  ergiebt  dies 

oder  wegen  u^'—      i\—  v^'  auch 

Bedenkt  man,  dafi  », «,  to  voneinander  unabhängig  sind,  und  9  alle 
drei  Größen  enthält,  so  kann  man  hieraus  schließen 

2«n      ft (ö^j, - u «).'    ö i ).  = [Bil' 

Formeln,  welche  vereinbar  sind  mit  der  aus  der  dritten  (Gleichung 
(259')  —  bei  Anwendung  auf  die  Grenze  und  bei  Berücknchtigong 
von  (260  )  —  folgenden  Gleichung 
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Die  Verhältnisse  Tereiiifacheii  sich  noch  dadurch,  daß  die  Verglei- 
chung  der  aus  diesen  Gleichungen  folgenden  Besultate  mit  der 
Beohachtnng  auf  die  Relation  =  führt,  die  sich  mit  der  Gmnd- 
Torstellnng  eines  innerhalb  der  verschiedenen  Körper  befindlichen 
Fluidums  Ton  konstanter  Dichte  anft  beste  vertiftgt  Hierdurch  er- 
hält man  das  lästern  Ton  Grenzbedingungen 

aus  ihnen  folgt  =  w^^  was  mitunter  praktisch  statt  einer  der 
letzten  beiden  Formeln  benutsst  wird. 

Diese  Bedingungen  sind  höchst  allgemein;  sie  gelten  fUr  isotrope, 
wie  für  krystallinische,  für  durchsichtige,  wie  für  absorbierende  Körper 
und  führen  auf  der  Eirfiüiruiig  durchaus  entsprechende  Besultate.  — 

Die  TOrstehenden  Betrachtungen  gestatten  noch  eine  Erweiterung, 
indem  man  die  von  den  ponderablen  Massen  auf  den  Äther  in  ihrem 
Innern  ausgeübten  Kräfte  nicht  nur  in  die  Grenzbedingungen,  son- 
dern auch  in  die  Hauptgleichungen  einführt;  sie  fallen  dann  unter  die 
in  den  allgemeinen  Beweguugsgleichungen  (243)  auftretenden  äußeren, 
auf  die  Volumeneinhcit  bezogenen  Komponenten  X^,  J'^,  Z^.  Diese 
Kräfte  brauchen  nämlich  nicht  allein  von  den  Deformationsgrößen 
a*^,  .  .  .  abzuhängen,  soTuloni  können  Funktionen  der  Verschiebun- 
gen n,  ü,  »r  und  aller  ihrer  Dürereiitialriuotieuten  sein. 

Beschränkt  man  sicli.  um  nicht  in  durchsichtigen  Körpern  mehr 
als  zwei  Wellen  zu  erhalten,  auf  nullte,  erste  und  zweite  I  )itVorential- 
quotienten  nach  den  Koordinaten  und  heliebige  nach  der  Zeit,  so 
kann  man  diese  sehr  allgemeinen  Ansätze,  genau  wie  oben  den 
spezielleren,  zunächst  in  absorbierende  und  in  konservative  Teile 
zerlegen  und  sodann  durch  die  Einl'iilirung  der  Bedingung  i*/  =  0 
spezialisieren.  Unter  den  so  erhaltenen  K'esultaten  befindet  sich 
naturgemäß  das  System  (250)  als  spezieller  Fall,  außerdem  geben 
sie  aber  noch  Formeln,  welche  die  Ableitung  der  Erscheinungen 
der  natürlichen  und  der  magnetischen  Cirkularpolarisation  gestatten. 

Wir  wollen  auf  diese  Betrachtungsweise  nicht  eing(dien,  sondern 
eine  andere  auwenden,  welche  die  gleichen  Besultate  auf  einem 
wesentlich  einfacheren  und  anschaulicheren  Wege  liefert,  id)erdie8 
mit  fi'ühereu  Entwickelungen  in  engem  Zusanimeidiange  steht. 
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§  84  Kodien  ohne  umon  Xrftfte;  meohanlMdit  Analogie  m  den 
Oeietien  dee  elektronegnetiiohen  Fbldei. 

Dit^  allgciiu^iucn  (il(ncliungeii  (13)  uiul  (Iii  )  iuii'  S.  223  für  iiicht- 
stam»  K()rj)or.  wt-lclic  die  Wirkunp'ii  von  1  )R'hungsmomeiitrn 
noch  nicht  ausschlieUeu,  lassen  sich  folgendermaßen  schreiben: 
d*x  \dX'       dX'       ^X'^       dX"  dZ^' 


262) 


X 


worin 


\BL       BL        BL  1 


Y  A-  y  —  z 


gesetzt  ist. 

Denken  wir  uns  nun  ein  niclitstarrc.s  Medium,  in  dem  Momenten- 
drucke Z^, . . .  iV^  nicht  wirken,  so  ist  für  dieses 

262')  2 1;"«  -  i*,   24;  «  -  M\ .  2  JKJ  «  -  ; 

sind  auch  noch  die  X^,  Y^,      JJJ,  X  *  •  •  gleich  Null,  so  ist 

Von  einem  solchen  Medium  dürfen  wir  sagen,  daß  in  ihm  innere 
Krftfte  überhaupt  nicht  wirken,  denn  Jj,",  2^'»  haben  nach  den 
Gleichungen  (262 )  den  Charakter  ftußerer  Erftfte  (genauer  äußerer 
Momente).  Ein  solches  Medium  wUrde,  in  freiem  Zustand  betrachteti 
keiner  Deformation  irgend  einen  Widerstand  leisten. 

Wir  wollen  dasselbe  nun  innerhalb'  eines  Baumes  befindlieh 
denken,  wo  es,  etwa  seitens  einer  sehr  großen  Zahl  regelmäßig  ver- 
teilter Eraftcentren,  unter  denen  wir  uns  ponderable  Moleküle  vor- 
stellen können,  Er&fte  und  Drehungsmomente  erfährt,  sowie  es  aus 
einem  ursprUnglidien  Normalsustande  Terschoben  wird.  X*,  y\  Z 
sind  dann  die  auf  die  Volumeneinheit  bezogenen  Erftfte, 

202")         2^j,=  -2  1;,   7>r=2X  =  -2/^,  iV^  =  2 1',==  -  2A, 

die  auf  die  YoIumeDeiuhcit  bezogenen  Momente. 
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Führt  juaa  noch  die  Geschwindigkeiten. 

d  .r        ,       d  y        ,        dx         .  • 

em,  BO  erhftlt  man  bei  Beschränkimg  aaf  unendlich  kleine  Werte 
derselhen 


^  dt  ~  2c y        2dx  ' 

dv^  _  y,  ÖL'  _  f?A" 

^  "d/  2d*       2dx  ' 

^  dt  tdx       2dy  '  } 


268) 


Zu  diesen  Haaptgleichungen  kommen  OberHächeiibedingungen 
für  die  Grenze  zwischen  zwei  Medien,  die  wir  nur  für  den  speziellen 
Fall  au&telleny  daß  die  Grenze  durch  die  A  i  -Ebene  gebildet  wird. 

SetKt  man  Torans,  daß  die  beiden  Medien  in  der  Grenzfläche 
zusammenhängen,  so  mnß  jeden&Us  daselbst 

«i'  =  "ii   W  =  *'2  '  263') 

seioi  während  bezüglich  derKomponente  w  Gleiches  nicht  auszusagen  ist» 
Denn  einerseits  ist  bei  einem  Fluidum  ohne  innere  Kräfte,  wie  schon 
S.260  bemerkt,  eine  Kondensation  in  der  Grenze  nicht  ausgeschlossen, 
also  die  Bedingung  ^|  Wj'«  w^'  keineswegs  notwendig;  andererseits 
würde  dieselbe,  solange  über  das  Verhalten  von  q  keine  spezielle 
Annahme  notwendig  ist,  dies  also'  als  unbekannt  gelten  muß,  keine 
Bedingung  fftr  u',  v\  w'  liefern. 

Die  allgemeinen  Bedingungen  ftir  die  Drucke 

(u-Ä. 

nehmen  hier,  da  nach  S.  486 

2       M\  2  i;=  -  L\  0 
ist,  die  spezielle  Form  an: 

7^=25,   Äfl=J^.  263") 

Bildet  man  aus  dem  System  (268)  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft,  so  ergiebt  sich  ftkr  die  Volumeneinheit 

und  über  eiu  beliebiges  endliches  Volumen  integriert, 
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^=  i  J[(iVC0fl(i'Jf)-Jtf*00B(l»^r))li'+  (rC08(fr,*)-A'C0«(fr,*>' 

263 ')j  +  (itf^coB  (ir,x)  -  X'  C0B{i»,y))  »']  do 

worin  v  die  äußere  Normale  auf  das  Oberflächenelement  bezeichneL 
Das  OhcrHächeuintef^ral  verschwindet,  soweit  es  sich  auf  Zwischen- 
greuzen  bezieht,  nach  (Umi  (th  iizhedinguiigeu  (263')  und  (261V'),  resp 
den  ihnen  bei  l)eliL'bi<>;er  Lage  des  Grenzelementes  entsprechendeu. 

Die  Funktion  unter  dem  Kaumintegral  ist  die  Arl)eit  der  wirken- 
den Kräfte  für  die  Riium-  und  Zeiteinheit.  Man  kann  sie  denselben 
Betraciitungen  unterwerfen,  wie  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  eines 
elastischen  Mediunis  auf  S.  459,  und  für  die  Koniponentt  u  uud 
Momente  solche  lineärc  Ausdrücke  bilden,  welche  die  Kuergie  stets 
erhalten,  und  solche,  weh-he  sie  stets  verzehren. 
Ein  System  ersterer  Art  ist  u.  a. 

264)  \  ^r^a^,u"^a^^v"+a^uf% 

—  ^*  =      u"  +  a,,  ü"+  Ogj  tu", 

—  s  6j I  /  +  A,,  m  +  ^is  « f 

—  jr=    /  +      +  Kz^^ 


264*) 
eines  der  letzteren 
264'T 


—  r  =.  ^23^, 

-  /'  =  rgjW'+  C32t''+  '33«''. 

Für  ihre  Konstanten  müssen  dabei  die  Beziehungen  af^tt^a^ 

Das  System  (264)  wollen  wir  nach  /,  m,  n  auflösen  uud 
schreiben 

264"')  -4fii  =  «^iJ&'  +  e„ir  +  «^,A^', 

Betrachtet  man  endlich  die  Dichte  (>  als  unendlich  klein,  oder 
zieht  sie  in  die  Faktoren  r/^j,  a^,^,  o.^.^  liinein.  um  eine  symmetrische 
Endform  zu  erhalten,  so  nehmen  die  Formeln  (263)  und  (264  ] 
folgende  Gestalt  an 
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ÖY(«U«*'+  «13«'')  =  -  '18'''+  ^13 "0 

d&zu  kommt  wegen  der  Werte  von     m,  n 


265) 


Bw' 

dx 

' 

Bw' 

Bu' 

dx 

Bx  » 

du 

dr' 

By 

dx  ' 

266') 


Diese  Syateme  von  Hauptgleichungen  (265)  und  (265'),  TOn  Ober- 
flächen gleichungen  (263')  und  (263"),  gehdn  in  die  von  Hrbtz  ^^^) 
formulierten  Grundgleichungen  der  MAXWBLL'schen  Theorie  der 
Elektrodynamik  aber,  wenn  man 

fi*^S,  t/=£r,  «^-Z 

mit  den  Komijoiieiiten  der  elektrischen, 

\L'^A,   \M'^M,  \N'=N 

mit  den  Komponenten  der  magnetischen  Kraft  identifiziert 

Nichtleiter  itlr  £lektricität  sind  dann  solche  Körper,  in  welchen 

nur  Energie  erhaltende,  Leiter  solche,  in  denen  auch  absorbierende 

Kräfte  auf  den  Äther  wirken. 

Wir  machen  die  obige  Einführung  nur  für  isotrope  Körper,  wo 

in  den  Systemen  (264)  bis  (264'")  sich  die  rechten  Seiten  auf  die 

Diagonalglieder  reduzieren,  deren  Konstanten  gleich  werden  und  weiter 

ohne  Index  geführt  werden  mögen. 
Man  erhllt  hier 

BS 
BH 


^  ,  BN  BM 


,  BA  BN 


BZ  rm  .    Bl£  BA. 


266) 
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2660 


dA 

dH 

dZ 

'Di- 

'dx  " 

dy'^ 

su 

dZ  _ 

öS 

'  et  = 

dx 

dx  ' 

»y 

dU 

'  dt  - 

dy 

und  außerdem  an  einer  der  JJ'-Ebene  parallelen  Grenze  zwischen 
zwei  Körpern  (1)  und  (2) 


266") 


H^^H^,  A'^Af  M,^M^. 


Folgerungen  aus  diesen  Gleichungen  werden  im  IV.  Teil  ge- 
zogen werden,  wo  sich  auch  eine  Ableitung  aus  der  Erfahrung  ohne 
ZuhilfenaJune  spezieller  Vorstellungen  finden  wird.  — 

Die  obigen  lineftienÄns&tze  (264)  sind  ganz  spezielle  und  nur  ans- 
gew&hlt»  um  eine  spezielle  Gestalt  der  Endformeln  zu  erhalten.  Die 
allgemeinst  möglichen,  welche  fUr  die  Zwecke  der  Optik  Bedeutung 
gewinnen,  sind  nach  den  allgemeinen  Angaben  auf  SL  460  zu  bilden. 

Wir  können  demgemäß  folgende  Zusammenstellung  geben. 


Konservative  Kräfte. 


267) 


1.  Art   -  X* 


13 


wobei  ajgs=  «J5  • 


267) 


2.  Art    ^  L'^  -  ,  U^iU  +  ef})m  +  c^H), 


wobei  a}Jl- 


267") 


3.  Art 


und  zugleich 

- 1: 


8-^ 


Qt^  ^11         ai         »i  " 


Hier  ist  nicht  notwendig  ojJj  ■■ 
267"  )  4.  Art    -  X"-- 

wonn  ß^Jl  «  -  /Ji2. 
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6.  Art   -  X' «  {b(J>  m  +  Ä^-^  n) ,  267'") 


worin  //^^  =  —  Z>iJj|. 

hk  kh 

In  die  Gleiclmngen  (2(13)  bis  (263")  oin^^esetzt,  führt  die  erste 
oder  zweite  Art  auf  die  (besetze  der  Doppelbrechung,  die  dritte  auf 
diejenigen  der  natürlichen,  die  Tierte  oder  fäoite  auf  diejenigen 
der  magnetischen  Zirkularpolarisation« 

Absorbierende  Kräfte. 

1.  Art    -  A'  =  -^^j.  {y^Jl  u  +  r^v  +  /;^ir),  208) 


worin /O^  «  yO). 

2.  Art   -^^  {^j^^  i^'^^l  +  c^rn^^^n),  2680 


worin  c'J.  =  r'-'?. 

hk  kit 

Sie  geben,  neben  den  konservativen  eingeführt,  die  Modi- 
iikationen, welche  die  genannten  optischen  Erscheinungen  in  absor- 
bierenden Körpern  erfahren. 

Endlich  sei  noch  ein  spezieller  Ansatz  von  abweichendem 
Charakter  erwähnt 

Setzt  man 

-r  =  e^-,    -r  =  e-|^,    -^  =  «4';-,  268') 

worin  t  eine  wiUkttrliche  Richtung  bezeichnet,  so  l&6t  sich  fllr  die 
Arbeit  schreiben 

woraus  hervorgeht,  daß  sie  als  ganz  in  der  Oberfläche  geleistet  auf- 
gefaßt werden  kann. 

Dieser  Ansatz  erweist  sich  geeignet,  um  die  optischen  Er- 
scheinungen in  bewegten  Medien  abzuleiten. 

Die  Grenzbedingungen  behalten  in  allen  Fällen  die  in  (2G3 ) 
und  (268")  gegebene  Gestalt 

Auf  die  Behandlung  spezieller  hierher  gehöriger  Probleme  wird 
im  V.  Teil  eingegangen  werden;  hier  handelt  es  sich  nur  um  die 
Herstellung  der  Verbindung  zwisclicn  der  Dynamik  gewisser  nicht- 
Htiirrer  Körper  und  den  Grundformeln  der  Optik. 


Digitized  by  Google 


Litteratur  zum  II.  Teil. 

KntomovF,  Mechanik.  Leipriff  1877.  ~  Yme/tf  El«m«ntare  Mediuik. 

Leipzig  1889.  —  Thomson  und  Tait,  Treatisc  on  Natural  Philoaopby.  Cambridge 
1883,  1886.  —  RiEMAKN,  Partieile  Differentialgleichungen,  herausgeg.  von  Hat- 
TEKDORF.  2,  Aufl.  Braunschweig  1876.  —  F.  Neitiann,  Vorlesungen  Qber  die 
Tlieorie  der  Kapillarität,  h«  ra uHgeg.  von  Waxqebin,  Leipzig  1894.  —  MATOiKir, 
Throrie  de  hi  Capillarite.  l'aria  1883.  —  Lamb,  Trt  Jitis«'  on  the  math.  theory 
of  the  motiou  of  tluids.  Cambridge  1879.  —  Bassbt,  Treatise  on  Uydrodyuamics, 
Cunbridge  1888.  —  LakI,  Levens  enr  la  throne  math^matique  de  l'llaatieit^ 
des  Corps  solides.  Pferia  1852.  —  Clebsch,  Theorie  der  Elasticitüt  fester  K«"rp(;r. 
Leipzig  1862.   Übenetning  mit  Anmerlcungen  von  Saint- Yxmamt.  Paria  1883. 

—  Bbb,  Sbüeitong  in  die  math.  Theorie  der  Elasticitiit  und  Kapillaritit 
Leipsig  1869.  —  Naviek,  Levens  mir  Tapplication  de  la  im'caniqne.  L  Rdaiatance 
des  Corps  solides.  3.  «'dit.  par  Saint- Vknant.  Paria  1864.  —  F.  Nkcmakn,  Vor- 
lesungen über  die  Tlieorie  der  Elasticität,  herausgeg.  von  0.  E.  xMkver.  Leipzig 
1885.  —  Jbbbtsox,  Math,  theory  of  perfectly  elastic  solids  and  viscous  fluid«. 
London  1887.  —  T>ovf.,  Treatise  on  the  math.  theory  of  ela-sticity.  Cambridge 
1892.  —  PoiNCAB^:,  Lievons  aur  la  theurie  de  l'elasticite.  Paris  1892.  —  Dcheji, 
Hydrodynami({ue,  filastieit^,  Acoostique.  Goars  professä  en  1890—91.  "Fvi» 
1891.  —  W.  Thomson.  Artikel  Elasticity  in  der  Encyelopaedia  Britannica,  9.  ed., 
1878.  —  Katleiqh,  Theory  of  sound.  London  1877.  Übers,  von  Neesen.  liraun- 
schweig  1880.  —  Boussinbsu.  Application  des  potentiela  k  T^tude  de  l'dquilibre 
et  da  monvement  des  solides  ^uistiqaes.  Paris  1885. 

L  Kapitel.  *)  Moebius,  Der  barycentrische  Calcul.  2.  Abschn.,  lüip.  Iii. 
Leipzig  1827;  Thomson-Tait,  Natural  Philosophy,  Vol.  I,  Sect  155—159,  S.  114 
115.  —  Cauchv,  Excrcices  de  Matbcmatiques  II,  S.  62.  1827.  —  ')  Beltsajo, 
Rendiconti  del  Circolo  Matcmatico  di  Palenno  III,  S.  73,  1889.  —  *)  CAt  cnv. 
Excrcices  de  Math.  II,  S.  62,  1827;  III,  Ö.  237—242,  1828.  —  ')  W.  Thomsos, 
Theory  of  Elastieity,  Chap.  VIU,  IX;  Math.  phys.  papeiv  III,  S.  94.  —  *)  KmcB- 
HOFF,  Mechanik,  27.  Vorlesung,  S.  .^99.  —  ^)  Poisson,  TraitV*  de  M(''canique, 
Livre  Vi,  Chap.  L  No.  652.  —  Voiot,  Theoret  Studien  über  d.  £lasticitiU»> 
veriiiltnisse  der  KrystaUe.  8. 11.  Abhandl.  Ges.  d.  Wiss.  QHMogem  1887.  — 
*)CADaiY,  Exercices  de  Math. II,  S.  III,  1827;  III,  &  188,  18S8.  —  **) CAOcmr, 
ibid.  II,  S.  52.  —  '«)  OArrnv.  ibid.  II,  S.  53,  Thdor^me  HT.  —  '»^i  Thom-on- 
Tait,  Treatise  on  Natural  Philosophy,  1,  S.  827.  —  *')  KiBCuuuti',  Mcthauiik., 
9.  Voriesong. 

II.  Kapitel.  •*)  Podbom,  Traite  de  M(^caninue,  Livre  V,  Chap.  II,  Nr.  581. 
1833.  —  Lapi.ace.  I.  Supplement  au  livre  X  (le  la  M«'e!iiii<iue  et'-leste,  Nr.  3. 
1805.  —  Oeuvre.-^,  T.  IV,  S.  366.  —  ")  Lai  i  ai  k,  1.  c.  Nr.  1.  —  *M  Gauss,  Priu 
cipia  generalia  thcoriae  flgurae  fluidoriiin  iu  statu  aequilibrii«  Oomment.  eoc. 
Gottinf^ensis  VII.  1830.  Werke  Hd.  V,  S.  29— 77.  —  '»)  Poisson,  Traite  de 
Mecaniüue  11,  Nr.  583-584.  —  »»)  Laplack,  1.  c.  Nr.  4,  S.  369.  —  "}  F.  Nct- 
XAmf,  Voriesungen  Ober  d.  Tlieorie  der  Kapillaritit  (heimnsgeg.  von  W^AVQim, 
1m;i4|.  S.  161.  *M  Lai'LACe,  II.  Supplement  au  livre  X  de  la  M.'c.  c'leste. 
Oeuvres  T.  IV,  S.  432.  —  ")  Ahchimehkm,  De  iis  quae  in  aqua  vehuntur,  Liber  1, 
Theorema  VI  n.  VII.  Opera,  herausgeg.  von  Hkibero,  Leipzig  1881,  S.  368 — 869. 

—  RiRCHHOPF,  Mechanik,  13.  Vorlesung,  S.  149.  —  ••)  Codix)MB,  Mem.  Aead. 
roy.  des  Sciences  Paris  1785,  S.  578  —  611.  —  '"'i  Ci.aüpiü!*,  Meebniiist  he  Wänne- 
theorie,  II,  Abschnitt  8,  §  4.  —  Poissox,  Theorie  du  Maguetibme.  Mem.  Acad. 
Paris  V,  1821—22,  S.  247,  §  1.  —  Bmcn,  Holelialaräieorie  der  piPsoelektr. 
vu  pyioelelitr.  Eischeinangen.  8.  6.  Abhandl.  Ges.  d.  Wiss.  Gdttingen  38, 189S. 


üiyiiizc-d  by  Google 


LiUeratur  xum  II.  Teil 


498 


III.  Kapitel.       Eolkr,  Priiicipi  »  generaiix  dn  moayement  des  fluides. 

Hist.  de  l'Afad.  de  Berlin  ITT)'),  p.  2Hr.. — Theorie  des  (rleicligew.  u.  d.  Bewe- 
guu£  d.  Flüssigkeiten.  Übers,  vou  Bkandes,  Leipzig  1806.  8.  139 — 140.  — 
*)  W.  TllOMmjK,  On  vortex  motion,  Tran».  Roy.  Soc.  Edinb.  XXV,  S.  248—49. 
1869.  — •  **)  Lamb,  Mathematical  theory  of  Uie  motion  of  tluids,  (Cambridge 
1879).  Chnp.  VI,  Art.  145.  —  ")  Daniel  liERKorLii,  HydrodynuinicH,  Sect.  IX, 
S.  179.  173b.  —  ToRKicELLi,  Trattato  del  motu  dei  gravi,  Florenz  1641.  — 
**)  V.  HiuraoLTs,  Gbbu.x'8  Joarnal  66.  8.  25— 55,  §  2.  1»58.  —  **)  v.  Hbi.ii- 
HOLTZ,  I.  e.  S.  25.  —  **)  Bassct.  Hydrodyiiiiniics,  III.  Chap.  —  '*)  Kir«  h- 
HOFr,  Mechanik,  18.  Vorlesung,  §  3.  —  *")  Kuicuhoff,  Mecbanili,  19.  Vorl.,  §  2. 

—  *')  KiBCHHOTP,  I.  c.  §^  2,  3.  —  **)  HstHBOLTS.  Cbbixb*b  Jonmal  66,  S.  88, 
185H.  —  »»)  KiKriiHoKF,  Met  hanik,  20.  Vorl.  §  2.  —  <")  Stokes,  Cambr.  and 
Dublin  Math.  Journ.  6,  S.  215 -:i8.  1851.  —  \V.  Thomsom,  Trans.  R.  Soc.  Edinb.  21, 
S.  165,  1857.  —  *')  BüisHiNKsu,  Compt.  Keud.  63,  S.  104,  1867.  --  Liouvillk  » 
Journ.  de  matli.  (2)  14,  S.  265,  1869.  —  *»)  Lam6,  Theorie  anulytique  de  la 
chaleur,  §  25.  ls(U.  —  «)  Lam6,  1.  e.  S.  42.  -  **)  Stokkh,  Cainbr.  and  Dublin 
Math.  Journ.  6,  8.  224.  1851.  —  *^)  Kirchhoff,  Mechanik,  16.  Vorl.  §§  5  u.  6. 

—  ^  W.  Tbohboit,  IdomnuB^B  Joomel  X,  1845,  S.  864 — 6t.  Reprint  of  papers  on 
Electr.  and  Magnet.  S.  52.  —  Maxwki.i..  Treatise  on  Electr.  and  Magn.  Chap.  XI 
u.  XII.  —  ")  Am.hlkb,  Crelle's  Journal  42,  S.  322  —  23.  1851.  —  *»)  Minniob- 
BODB,  Wänneleitung  in  Krystallen.  Dissertation,  Göttingen  1868.  S.  13.  —  Amslbb, 
L  C.  S.  323.  —  *•)  Minnioehode,  1.  c.  S.  9.  —  ^)  Minkiobrode,  1.  c.  S.  9,  11, 16. 

—  RiEMAWW,  Partielle  DitTerential^leichungen  (Braunschweif;  1S76).  S.  1.S5.  — 
KiucHUOFF,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Wärme  (Leipzig  1894),  2.  Vorl. 
§  6.  —  ")  FicK,  Poggend.  Annalen  84,  S.  66.  1655.  —  ^  Clebsch,  Cbblue*s 
Jounial  Bd.  56,  S.  1.  1850.  -  Rircuhoff,  Mechanik,  22.  Vorlesung.  ~~ 
*^  VoiQT.  Math.  Annaien  Bd.  28,  S.  14—33,  1885.  —  Voiot,  Nachrichten  v. 
d.  Gm.  d.  Wim.  (Böttingen  1891,  S.  54—64.  —  *^  KnoRRorr,  Meehanilc,  25.  Yor^ 
lesung,  §  3.  —  ")  BoüssiNESQ,  Application  de»  potentiels  etc.,  Note  II,  §  IV,  Nr.  24. 

—  »»)  Koi,a6ek,  Wied.  Annaien  6,  S.  425,  1878.  -  W.  Thomsov.  Phil.  Magazine 
(4)  42,  S.  368-  77,  1871.  Ba««et,  HydrodyuamicH  Vol.  11,  Chap.  XVII,  Ö.  177. 
'  P^ui.f.R,  De  priucipiis  motus  fiuidomm.  Novi  comm.  acad.  sc.  imp.  Petro- 
politauae  14,  Teil  I,  6.  Kap.,  S.  358,  1759.  —  •*)  Laoranoe.  Mecaiiif]ue  analy- 
tique  II,  Sect.  XI.  —  **)  Gbrstmeb,  Theorie  der  Weilen  etc.  Prag  lb04.  —  Ran- 
xnra,  Phil.  Tnutaetioiis  1868,  J,  S.  827.  —  ^)  H.  Wkbbb,  Cbbllb's  Jornnal  68, 
a2S7.  1868. 

IV.  Kapitel.  ^)  Voiot,  Wied.  Annaien  68,  S.  586.  1894.  —  KmcR. 
noKr,  OnKi.r.K's  Jounial  66,  8.291.  1859.  —  F.  Nei-mann,  Vorl.  über  Ela.sti- 
citätstheorie,  ^  60,  61.  —        d'Alembebt,  Mem.  de  l'Acad.  Berlin  1763. 

—  **)  T.  Hblhrolts,  Cxklu*8  Journal  67,  S.  1.  1860.  —  *")  Kiborroft,  Pogg, 

Annaien  134,  S.  177.  1868;  ges.  Abhandlungen  S.  540.  —  •»)  Poi.shon,  M6moire8 
de  rinsL  Paris,  II,  S.  305.  1819  und  X,  S.  317.  1831.  Green,  Tmns. 
Cambridge  phil.  soc.  1838,  Math.  Papers  S.  234.  —  Kiemann,  Über  d.  Fort- 
pflanznng  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwingongaweite.  Abhandl.  k.  (*es. 
d.  Wiss.  Göttingen,  IM.  8.  1860;  Werke,  S.  145—164.  —  KiRrnnoFP.  Beri. 
Sitzungsber.  1882,     644  ^  Wied.  Ann.  18,  S.  667;  ges.  Abhandl.  Nachtrag  S.  26. 

**)  KiBORROvr,  Mechanik,  28.  Vorl.  8.  —  **)  Poimo«,  M^.  de  llnmtnt  m, 
S.  121.  1820.  —  '*»  KiRcnnoFF,  Berl.  Pitjjungsber.  1882,  S.  641,  i;2  ;  Wied. 
Annaien  18,  S.  663,  1883;  gee.  Abhandl.  Nachtrag  S.  22.  —  ")  Voiot,  Klemen- 
tAre  Mechanik,  S.  439—441.  —  »•)  W.  Thomson,  Natural  philosophy  1883,  7.30, 
731.  —  ")  Bktti,  Nuovo  Ciniento  i  Ji  VII.  8.89.  (Teoria  delV  elasticitA  ?;  6). 
1872.  —  ")  Cerrcti,  Mem.  K.  Aead.  .1.  Line.  (3)  XIII,  8.81.  1881/82.  —  Boith- 
siKESd,  Application  des  potentiels  etc.  Chap.  III  u.  IV.  —  Cerbdti,  Rcnd. 
Acad.  d.  Line  (4)  II,  S.  461,  586.  1886.  —  Voigt,  Theoret  Studien  Ober  d. 
ElasticitätsverhÄltni-sse  d.  Kryat.  S.  52—79.  Abhandl.  fJrs.  <1.  Wiss.  Göttinj^en  34. 
1887.  —  Saint-Vknant,  Memoire  aar  ia  torsion  des  prismes  etc.,  Mem.  sav. 
«trang.,  Chap.  III,  ^  33,  T.  XIV,  S.  291—99.  Pteia  1856.  —  **)  Kibcbboif, 
Mechanikt  28.  VoiL,  §  5,  &  422.  —  •*)  Kixchhoff,  L  c.  §  7.  —  Pousow, 


üiyiiized  by  Google 


494  Litteraiur  xum  IL  IkiL 


Moni,  sur  Icquilibrc  et  le  mouvement  de»  corps  t'Iastiqucs  §  IV.  Mem.  Aead. 
Paris  VIII,  1829.  Traitt-  de  m^cnnicjue,  I.ivrc  IV,  Chap.  8,  §  5.  —  Voiot, 
Wied.  Ann.  16,  S.  404.  1882.  -  ")  Voigt,  Theoret.  Studien  üb.  d.  Ehifticitäh«- 
verhfiltoisse  der  Krystalle,  S.  52.  Abhaudl.  Ges.  d.  Wiaa.  Güttingen  34,  Ibdt. 
—  **)  BoüBmntso«  Application  des  potentielt,  Note  II,  §  1.  —  **)  BoüienraMi, 
1  c.  N'r^t.-  TT.  S  ^  Nr.  17.  —  •»)  Boü88INE«u,  1.  c.  Note  n,  §  3.  Nr.  20.  - 
KiituuuoFv,  Mechanik,  29.  Vorl.  §  7,  S.  44.Ö.  —  Poculb,  Über  die  pait 
DiffSsrentialgleichnng  Au  +  A*tt>*0.  Leipzig  1891,  S.  88.  —  *")  KjncHHorr, 
Mechenik,  30.  Vorl.,  §  3,  S.  459.  —  *')  Kirchroff.  1.  c.  ^  4,  S.  460.  —  ^)  KmoH- 
HOFF,  Crelle's  Joum.  40,  18.50,  §  4.  —  Voiot,  Nachr.  Gea.  d.  Wiaa.  Göttii^ 
1893  Nr.  6.  —  »*)  Kiuchiioff,  1.  e.  §  5,  S.  465. 

y.  Kapitel.    **)  Maxwell,  .  Constitution  of  bodiea,  EncycL  Brii  YI, 

8.  813.  1877;  Scientific  papers  II,  S.  623.  —  Boltzmanm,  Pogg.  Annaleo, 
Erp.-Bd.  7,  S.  629—30.   1876.  WirniEBT,  Über  elastische  Nachwirkung, 

Königsberg  1889;  Wied.  Ann.  50.  S.  335.  1893.  —  »»)  Voiot,  Wied.  Ann.  43, 
S.  414—420.  1891.  —  •°°)  Stokes,  Transact  Cambridge  phil.  soc.  VIII,  P.  III, 
S.  207.  1847.  —  VüioT,  Über  die  innere  Reibung  der  festen  Körper.  §  2. 
AbbandL  Ges.  d.  Wies.  Göttingen,  Bd.  36,  1889.  —  F.  Neumanm,  Pogg. 
Ann.  2B,  8.  418,  §  8.  1882.  —  >•»)  Voiot,  Wied.  Ann.  28,  8.  10».  1884.  - 
C.  Nkumann,  Theorie  der  magnetischen  Drehung;  der  PolarisÄtioii.si'bene  d« 
Lichtes.  458.  Halh-  186."<.  —  '"^J  Volkmann,  Wied.  Ann.  35,  S.  354  — 3»;o.  1888. 
Voiot,  Wied.  Ann.  43.  S.  423.  1890.  —  Kirchhoff,  Abhandl.  d.  Berliner 
Akad.  1876,  S.  73;  gcs.  Abhandl.  S.  366.  —  Voiot,  Wied.  Ann-  48,  8.410,  Ab- 
schnitt II  u.  IV.  —  '"^)  Voiot,  1.  c.  Abachn.  III.  —  "»)  Kikchhoff,  1.  c.  S.  74 
-75  bezw.  Ö.  366-67.  —  Voiot,  1.  c.  Abschn.  L  —  »")  Voiot,  Wied. 
Ann.  62,  &  665.  1894.  —  **>)  Hbbts,  Wied.  Ann.  40,  8.  577,  1890. 


üiyiLized  by  Google 


UI.  Teü. 
Wärmelehre. 

I.  Kapitel 

Thermiseh-mechaniflche  Umgetznngeit 

f  1.  Chniiddtiliiitioiieii.  Di«  ente  Saiiptgl«iohiiiig  der  maohiiniifthtn 

Die  Brobaclitiinj;,  wt^lcho  der  ganzen  Würmelcluc  zur  (!rundlaj;o 
dient,  ist  die  Wahrn<'hnnin<;  unseres  'I'emper.itursiimes,  daß  ver- 
scliiedene  Körper  sieli  in»  allgemeinen  in  verseliiedenen  Wiirnie- 
znständen  hetinden,  oder,  wie  man  sagt,  verschiedene  Tem])eraturen 
besitzen,  uml  daLi  niit  den  Änderungen  der  Temperaturen  Ver- 
änderungen in  dem  scjnstigen  Verhalten  der  Körper  zusammenhängen. 

Um  den  W'ärniezustand  eines  Kitrpers  konstant  zu  erhalten, 
muß  man  ihn  durch  Hüllen  aus  Substanzen,  welclie  für  Wärme  in 
jeder  \\'eise  undurchdringlicli  sind,  adiathermane  Nichtleiter, 
von  anderen  Körj>ern  trennen,  ein  l'rozess,  der  in  Wirklichkeit  nur 
angenähert  m()glicli  ist,  den  wir  aher  zum  Zwecke  der  Feststellung 
fundamentaler  Definitionen  vollkommen  realisiert  denken  dürfen. 

Bringt  man  innerhalb  einer  solchen  Hülle  zwei  verschiedene 
K<irper  zur  Berührung,  so  verändem  sie  im  allgemeinen  ihren  Wärme- 
zustand und  nehmen  schlieblich  einen  konstanten  neuen  Zustand  an, 
von  welchem  wir  aussagen,  daß  in  ihm  Temperaturgleichgewicht 
herrscht,  oder  daß  l)eide  Körper  gleiche  Temperatur  hesitzen.  Der- 
selbe Vorgang  tritt  ein,  wenn  wir  mehrere  beliebig  temperierte 
Körper  in  dieselbe  isolierende  Hülle  j)ringen. 

Auf  diesem  Vorgang  und  der  darangeknüpften  Festsetzung  be- 
ruhen die  gewöhnlichen  Methoflen  der  Temperaturmessung,  bei  denen 
als  Maß  der  Temperatur  eines  Körpers  gewisse  erfahrungsmäßig  vom 
W  ärmezustande  abhängige  Eigeuschafteu  eines  mit  ihm  in  Temperatur- 


üiyiiized  by  Google 


496  UL  Teil,    irärtnelehn,   L  Kap, 


gleichgewicht  gelaiigteii  Noimalközpen  oder  Thermometers  benntit 
werden. 

Sind  die  Normalkörper  feste,  so  wird  ihre  Länge,  sind  sie 
flttssige,  80  ihr  Yolumen,  sind  sie  gasförmig,  so  der  von  ihnen  auf  das 
sie  einschließende  GeM  ausgeübte  Druck  als  Maß  der  Temperatnr  t 
benutzt,  indem  man  die  Änderungen  der  ersteren  Gr56en  denen  der 

letzteren  proportional  setzt 

Indessen  geben  verschiedene  Normalkörper,  nach  dieser  Regel 
benutzt  und  durch  Anwendung  auf  dieselben  zwei  Normaltempera- 
tnren  graduiert,  im  allgemeinen  Terschiedene  Temperaturangaben; 
nur  die  Gkse  liefern  stets  nahezu,  und  je  weiter  üir  Zustand  von 
ihrem  Kondensationspunkt  entfernt  liegt,  d.  h.  je  Terdttnnter  und  je 
wärmer  sie  sind,  um  so  genauer  abereinstimmende  Skalen.  Daher 
ist  man  übereingekommen,  Gase,  die  sich  in  diesem  sogenannten 
idealen  Zustande  befinden,  als  Normalkörper  ftlr  die  Festlegung 
einer  Temperaturskala  zu  benutzen,  so  daß  man  also,  indem  man 
den  Druck,  welchen  ein  in  einem  unveränderlichen  Volumen  ein- 
geschlossenes ideales  Gas  ausübt,  mit  P  bezeichnet,  zu  setzen  bat 

Die  Konstanten  u  und  b  wwdvu  duirli  zwei  willkiirlieli  als 
0  und  100  festgesetzte  Temperaturgradt'  —  Scliinelzpunkt  und  Sit-de- 
punkt  des  \Vassei*s  unter  76  cni  Queck8ill)erdruck  im  Met'icsniveau 
auf  45®  Breite  —  bestimmt,  so  daß  also  durel»  die  Be<)l>aclitunt^«*n  (U-r 
zugeliörigen Drucke  P^undF^^^  das Tliermometer  vollständig  graduiert 
ist   Es  gilt  nämlich: 


100 

oder 

Die  vorstehende  Detiuition  der  Temperatur  läßt  scheinl>ar  im 
Stiche,  wenn  es  sich  um  Körper  mit  zeitlich  und  räumliel»  vanabier 
Temperatnr  handelt.  Hier  muß  man  sicli  ein  Yolumenelement  des 
betracliteten  K()ri)ers  in  äußere  und  innere  Rulie  versetzt,  mit  einer 
isolierenden  Hülle  umgeben,  ans  dem  Zusammeidiang  der  übrifren 
getrennt  und  mit  dem  Thennonieter  in  Berührung  gebracht  denken: 
ist  di*'  Temperatur  des  letzteren  der  des  VolumeiHdenientes  gleich, 
so  verharren  beide  im  \\  ärmegleichgewicht.  Dieser  Prozeß  ist  ])rak- 
tisch  nicht  ausliihrl)ar,  kann  aber  zur  Detinition  ebensowohl  heran- 
gezogen werden,  wie  älmliche  in  anderen  Gebieten  der  Physik. 
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Die  Temperatur  r  eines  Körpers  betrachten  int  als  eine  neue 
Fundamentali^fie  und  setzen  ihre  Dimension 

[r]  =  «i 

sie  als  reine  Zahl  zu  f&hren,  wie  mitunter  geschieht,  emptiehlt  sich 
wegen  daraus  folgender  Mißst&nde  nicht  — 

Um  die  Temperatur  eines  Körpers  zu  ändern,  ist  das  ein- 
ochste Mittel,  ihn  mit  einem  kälteren  oder  einem  wärmeren  Kiirper  in 
Berührung  zu  briugeu,  wodurch,  wie  man  sagt,  ein  Wärmeübergang 
?on  dem  wärmeren  nach  dem  kältoreii  <  in i:t  leitet  wird.  Die  Quantität 
der  übergegangenen  Wärme  beurteilt  man  naeh  der  Wirkung,  d.  h. 
der  TemperatuiiiiKlri  uiig,  die  sie  liervorbriiigt.  Als  \\  arineeiulieit 
kann  man  dal)ei,  so  hinge  es  sich  nur  um  thnrmisclu'  Vorgänge 
bandelt,  eine  ganz  beliebig«»  Wärmemengo  wählen  nnd  aueli  (h-ren 
Dimension  willkürlich  lassen,  also  die  Wärmemenge  als  neue  Fuiida- 
mentalgröBe  betrachten.  In  der  theoretischen  JMiysik  dient  als 
Wärmeeinheit  die  Grammkalorie,  <].  Ii.  diejenige  Wärmemenge,  «lie 
bei  AusschluB  aller  anderen  Einwirkungen  ertorderlich  ist,  um  1  g 
W^asser  unter  .MnKtsjiliiircndruck  von  ()'•  auf"  y.u  erwärmen;  in 

der  Teclmik  die  (Ivilogramni-)  Kalorie,  welehe  sich  ebenso  auf  chis 
Kilogramm  In  /ielit,  und  mitunter  für  15"  statt  für     iletiniert  wird. 

Diese  Einheiten  sind  theoretisch  nicht  st  iii-  glücklich  gewählt, 
weil  sie  zur  Detinition  den  Begritf  der  Tempcratnreinbeit  voraus- 
setzen, sie  sind  aber  i)raktisch  sehr  bequem.  So  geschieht  es,  daß, 
obwohl  eine  absolute  Einheit  der  Wärme  vorbanden  und  im  Ge- 
brauch ist,  die  Kalorie  mehr,  als  irgend  eine  andere  spezielle  Ein- 
heit, noch  neben  der  absoluten  benutzt  wird.  Wir  wollen  Wärme- 
mengen, die  in  Kalorien  ausgedrückt  sind,  durch  den  Buchstaben  H"] 
ihre  Dimension  durch  w  bezeich n(»n.  — 

Eine  zweite  besonders  einfache  Ai-t,  die  Temperatur  ein(  s  Korpers 
zu  (Brhölien,  ist  die,  daß  m.ln  auf  ihn  gar  nicht  kalorisch,  sondern 
nur  mechanisch  einwirkt,  ihn  z.  B.  komprimiert  oder  seine  Teile 
gegeneinander  reibt.  Dieselbe  wird  in  Praxi  bald  ai)sicbtlich  aus- 
geübt, wie  bei  den  angeführten  Beispielen,  bald  stellt  sie  sich  als 
Begleitung  ausgeObter  kalorischer  Wirkungen  infolge  der  veränderten 
Temperatur  von  selbst  ein  und  ist  nur  durch  besondere  Kunstgriffe 
zu  Teriiindem. 

Die  Beobachtung  hat  gezeigt,  daß,  wenn  diese  mechanische  Ein- 
wirkung nur  zur  Erhöhung  der  Temperatur  dient,  also  z.  B.  dem 
betrachteten  Körper  keinerlei  G^eschwindif^eit  erteilt,  die  zugeftkhrte 
Arbeit  ui  hinsichtlich  der  bewirkten  Temperatur&nderung  jederzeit 

YoioVf  TiMoraliMto  rhjirik.  32 
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mit  einer  ihr  proportionalen  Wärmemeuge      äquivalent  ist,  so  diB 

1)  ^  =  ?i  fr. 

Der  Proportionalitätsfaktor  der  numerisch  gegeben  ist  doxch 
die  Arbt'itsmcnge,  welche  mit  der  Wärniopiidieit,  also  z.  B.  mit 
einer  Grammkalorie,  äquivalent  ist,  hat  nach  vielfachen  und  genauen 
Messuiiiren  für  alle  benutzten  Körper  und  fQr  jede  Art  mechanischer 
Arbeit  (Irnsclben  Wert  und  heittt  das  mechanische  Wärme- 
äquivalent Seine  Bestimmung  nach  einer  Reibe  von  sehr  ver- 
schiedenen Methoden  und  der  dadurch  erbrachte  Nachweis  seiner 
Unahhängi^'keit  von  der  Art  und  Weise  der  Arbeitszuftihrung  ist 
hauptsächlich  ?on  Joule  geliefert Fttr  die  Dimension  von  fi  gilt 

Der  aus  den  zuverlässigsten  Beobachtungen  geschlossene  Zahlen- 
wert von  ist  im  [cm  sec  gj  S)  stem  bei  Voraussetzung  von  Gramm- 
kalorien 

«  =  4,22.10', 

bei  Voraussetzung  von  Kilogrammkalorien  und  der  technischen  Arbeits- 
einheit aber  ?l  =  4:]ü. 

Diese  Resultate  legen  eine  andere  Wärmeeinheit  nahe,  als  die 
oben  benutzte,  welche  von  der  Temperatureinheit  unabhängig  ist 
und  demzufolge  tlicoretisch  den  Vorzug  verdient,  nämlich  <lie  Wänne- 
menge,  die  mit  der  Arbeitseinheit  äquivalent  ist;  dieselbe  ist  dar- 
gestellt durch 

i") 

sie  ist  also  der  4,22 . 10^  Teil  von  einer  Grammkalorie. 

Der  Zahlwert  einer  in  dieser  Einheit  angegebenen  Wärmemenge 
mag  mit  Q  bezeichnet  werden,  dann  ist 

r")  n  =  ^[  n  und  [ß]  =  m    r2.  — 

Hält  mau  zusammen,  daß  iineb  ij- Ii  des  ersten  Teiles  bei  rein 
mechanischen  P^inwirkungen  und  bei  rein  meebaniscber  Energie,  wie 
sie  durch  die  kinetische  Energie  der  sichtliaren  Bewegung  und  die 
potentielle  En(T}?ie  der  Wechselwirkung  zwischen  allen  Volumenelemeu- 
ten  bestimmt  ist,  der  Zuwachs  d  E  der  Energie  einps  körperlichen 
Systeme»  d»T  /uireführten  Arbeit  d^A  gleich  ist,  daß  aber  zugeführte 
Arbeit  nach  dem  eben  Gesagten  noch  eine  andere  W'irkung  üben  kann, 
als  eine  Vergrößerung  dieser  rein  mechanischen  oder  sichtbaren 
Energie,  iirmilich  eine  Steigerung  der  Temperatur,  so  wird  man  zu- 
nächst zu  dem  Schluß  geführt,  daß  eine  Temperaturerhöhung  ebenfalls 
eine  Energievermehrung  repräsentiert^  daß  also  neben  der  äußeren 
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sichtbaren  oder  raeehauischen  noch  eine  ansieht  l)are  oder 
thermi seile  Euergie  iu  eiuem  jeden  kürperliclieu  System  iu  Betracht 
zu  ziehen  ist. 

So  gelangt  man  zu  der  iiarweiteruug  der  Euergiegleichung  (48) 
des  ersten  Teiles  in 

die  auf  ganz  andere  Weise  bereits  S.  42  plausibel  gemacbt  ist 

Nimmt  man  noch  hinzu,  daß  bezüglich  der  Vermehrung  dieser 
inneren  Energie  auch  eine  WSrmemenge  statt  einer  Arbeit  wirksam 
sein  kann,  so  erscheint  eine  zweite  Env-eiterung  wahrscheinlich  durch 
ZufÜgiing  der  etwa  zugeführten  Wärme  in  mechanischem  Maße  d'Sl 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung,  welche  dadurch  die  Form  an- 
nimmt 

dE^dE.^  dE^^  d'A^-d'Q.  2) 

Diese  Gleichung,  weiche  wir  als  hypothetische  Krwoiterung  der 
firtther  abgel(>iteten  Formel  der  Mechanik  h(>trachteU|  sagt  aus,  daß, 
wenn  einem  System  Wärme  und  Arbeit  zugeführt  wird,  und  zugleich  ein 
Austausch  von  innerer  und  äußerfT  Energie  stattfindet,  die  Änderung 
der  Gksamtenergie  stets  gleich  der  Summe  aller  gemachten  Auf- 
wendungen ist  Man  bezeichnet  sie  wohl  als  die  erste  flaupt- 
gleichnng  der  mechanischen  Wärmetheorie. 

Sie  darf  aber  nicht  etwa  in  dem  Sinne  aufgefaßt  werden,  als 
ob  die  in  ihr  angedeuteten  und  in  Zusammenhang  gebrachten  Um- 
setzungen stets  im  ganzen  Umfang  physikalisch  möglich  waren;  als 
ob  wir  beispielsweise,  wenn  wir  d'A  -j-  d'Q «  0,  also  die  Summe  der 
&iißeren  Einwirkungen  versohwindend  nehmen,  beliebig  yiel  der 
inneren  Energie  in  äußere  Überführen  könnten;  oder  als  ob,  wenn 
wir  d E^'\' d  E^^  fi,  also  den  Anfangs-  und  Endzustand  gleichwertig 
annehmen,  es  möglich  wäre,  beliebige  zugeführte  Wärme  d'Ü  als 
Arbeit  d'A  wieder  zu  gewinnen.  Die  Formel  spricht  nur  eine  Be- 
ziehung aus,  die,  wenn  alle  vier  Änderungen  dE^i  dE^y  d*A  und 
d*S2  möglich  sind,  jederzeit  erfüllt  sein  muß. 

Bei  den  Problemen  der  Wärmelehre  ist  häufig  eine  andere  Zer- 
legung der  Energie  Ton  Nutzen,  als  die  im  Torstehenden  eingeführte 
E^  E.^  E^y  nämlich  die  durch  Absonderung  der  lebendigen  Kraft 
der  sichtbaren  Bewegung  erhaltene  E^  E-^  W,  Hier  kann  E*,  da 
feniwirkende  Kräfte  im  allgemeinen  ausgeschlossen  sei  n  werden,  m 
einem  anderen  Sinne  als  die  innere  Energie  des  Systems  be- 
zeichnet werden.   Gleichung  (2)  nimmt  dadurch  die  Gestalt  an 

dE  +  d^^d'A-^-d'il.  20 

32» 
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In  iiiiseivr  (iruiidfüniiel  (2)  ist  E  eine  Funktion  nur  dt»s  augon- 
blickliclion  Zustaiides,  d  IC  ilirc  AndcruuL':  in  oinem  b('lielii;;<Mi  Zeit- 
raum; <l\i  und  cC ^1  sind  aber  keine  Dit^ercntialc,  sondern  nur  will- 
kürlich gegebene,  unendli<'li  kleine  Beträfe  von  W  ärnie  und  AHieit. 
Dies  liat  zur  Folpe,  daß  angewandt  auf  den  l'])ergang  zwischen 
zwei  verschiedenen  Zustäudeu  (1)  und  (2)  die  obige  Formel  ergiebt 

(2) 

2")  E^^  Jd'A  +  j  d'il  + 

(1)  (i) 

wo  die  Werte  der  Integrale  rechts  von  dem  Integrationsweg.  d.  k 
den  zwischen  (1)  und  (2)  passierten  Zwischenzuständen,  abhängen, 
--la  ^^^^^^  Abki\rzungen  bezeichnen,  die  auch  weiter  in 
gleicher  Bedeutung  brnut/t  werden  sollen. 

Ist  speziell  der  Anfangs-  und  Endzustand  der  gleiche,  die  Ver- 
änderung ein  sogenannter  Kreisprozeß,  so  folgt  hieraus 

n  0  =  (.^  +  {LI) , 

worin  die  Klammer  ()  die  bei  dem  Kreisj)rozeß  im  ganzen  zu- 
gefülirten  Beträge  aii(l<'utet.  Bei  einem  Kreisprozeß  ist  also  die  er- 
forderliche Arbeit  und  die  erforderliche  Wärme  für  sich  je  von  Null 
verschieden,  ilire  Summe  aber  verschwindet. 

Es  mag  im  voraus  darauf  hingewiesen  werden,  <laß,  weil  d'j4 
und  d^Ü  positiv  oder  negativ  sein  können,  und  keineswegs 
die  ganzen  in  Bewegung  gesetzten  Beträge  bedeuten,  sondern  nur 
die  Differenzen  der  zu-  und  der  abgeführten  Mengen.  Dies  ist  ins- 
besondere von  Bedeutung  bei  der  zugeftihrten  Wärme  [Q),  die  wir 
nach  S.  497  geeignet  temperierten  Wftnnereservoiren  entnommen 
denken  mUssen;  dieselbe  wird  bei  ganz  verschiedenen  Temperaturen 
zu-  und  abgeführt  werden,  und  es  ist  daher  ersichtlich,  daß  am 
Schluß  des  Kreisprozesses  zwar  das,  wie  man  sagt,  arbeitende 
ßystem,  nämlich  der  Körper,  der  den  Kreisprozeß  dmcchläuft,  imd 
auch  das  Arbeitsreservoir,  aus  dem  (ji^  bestritten  wird,  wieder  in 
den  An&ngszustand  zurückgeführt  ist,  nicht  aber  die  beteiligten 
Wärmereservoire. 

§  2.   Allgemeine  Beitimmnng  des  in  ▼orgesohriebenen  Znstasds- 
ftndenmgen  erfiNrderliohea  Anfiraades  Ton  Arbeit  nnd  Winne.  Ois 
iweite  Hanptgleiehnng  der  mechaaisehen  WirmetlMorie. 

Während  im  vorigen  Abschnitt  r/'^-/  und  r/'fi  unendlich  kleine, 
aber  wüikiiriich  zu  wähleude  Beti'üge  von  zuzuführender  Arbeit  und 
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Wärme  be/t'ichiietrii,  sollen  dieselben  jetzt  nicht  mehr  als  (lir<*kt 
gegeben  betnicbtet.  sondern  aus  der  durch  sie  zu  bewirkenden 
Zu8tiUidsiuid«*run^  des  f;ej;el)enen  Kör|)ers  Ix'reclmet  werden. 

Der  Zustand  des  in  Ruhe  betindlichen  honioirenen  Körpers  sei 
durch  eine  Anzald  von  n  unabhänj^ijjen  \'ariabebi  ö,  v  .  .  .  bestimmt, 
eine  Zustiiiidsäuderuug  ist  duun  durch  ein  System  von  Variationen 

düf  ilhf  de  m . . 

dargestellt,  und  es  ist  die  Aufgabe,  d'^  und  d'Q  als  Jj'uuktionen 
dieser  Gnißen  zu  tinden. 

Die  Zustandsändcrungen  teilt  man  in  zwei  Klassen:  umkehr- 
bare und  nicht  umkehrbare,  je  nachdem  man  sie  in  den  beiden, 
durcli  entgegengesetzt  gleiche  Werte  der  Variationen  da.  <lh,  dcy... 
gegebenen  Richtungen  unter  entgegengesetzt  gleielien  Aufwendungen 
von  Arbeit  und  Wärme  bewirken  kann  od«'r  nicht.  Zu  den  um- 
kehrbaren gehören  unter  anderen  die  isothermischen  Deformationen 
vollkommen  elastischer  Körper,  die  erhalten  werden,  wenn  man  den  Kör- 
per in  H»'rührung  mit  einem  unendlichen  Wärmereservoir  von  gleicher 
Temi)eratur  unendlich  langsam  anwachsenden  äußereren  Kräften 
aussetzt.  Zu  den  niclit  umkehrbaren  gehören  u.  a.  die  mechanischen 
A'orgänge,  bei  welchen  durch  Keibungskräfte  Arbeit  in  Wärme  über- 
geführt wird. 

Da  d^A  und  d'  il  Funktionen  der  unendlicli  kleinen  Variationen 
dof  dbf  dCf , , ,  sind,  so  kann  man  durch  Entwickelung  bilden 

d*A  ^  ji^da    Af^db  -\'  A^de     , . 
d'ü  =  Q^da  +  Q^db  +  £2^dc  + 

bei  umkehrbaren  Zustandsänderungen  sind  dann  die  -^«v 
nur  Funktionen  —  und  zwar  naturgem&ß  eindeutige  —  der  Ausgangs- 
werte o,  6,  c  . . .,  welche  als  solche  zu  bestimmen  unsere  Aufgabe  ist 
Die  Anzahl  der  Variabein  o,  6,  c  . . .  ist  je  nach  der  Natur  des 
betrachteten  Eörpers  yerschieden.  Für  eine  homogene  gasf5rmige 
oder  tropfbare  Flttssigkeit  braucht  man  zur  Festlegung  des  Zustandes 
nur  zwei  Variabein,  —  etwa  das  Volumen,  welches  die  Flttssigkeit  ein- 
nimmt, und  dieTemperatur,  welche  sie  besitzt;  für  homogene  feste  Körper 
bedarf  man  deren  im  allgemeinsten  Falle  sieben,  nämlich  außer  der 
Temperatur  etwa  die  sechs  Deformationsgrößen,  die,  wenn  der  Körper 
homogen  deformiert  sein  soll,  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  konstant 
sein  mfissen.  Bei  besonderer  Form  des  festen  Körpers  und  bei  beson- 
derer Verteilung  der  äußeren  Einwiikungen  genügt  auch  wohl  eine 
kleinere  Anzahl  — 
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3") 


Der  Wert  der  Arbeit  berechnet  sich  in  allen  Fällen  toU- 
stüiulig  uacli  der  S.  40  gegebenen  Detinition 

er  nimmt  z.  6.  für  einen  kontinuierlichen  Körper  den  Wert  an 

d'A^  j  dki,X' dx  ■\- r  dy dz) 

+  Jdo{X^d^-\-  )\di/  +  Z^Tz), 

worin  J*,  Y*^  Z'  die  Komponenten  der  auf  die  Volumeneinheit  be- 
zogenen k()n)erlichen  Kräfte,  X^,  Z^  die  Komponenten  der  anf 
die  Flächeneinheit  bezogenen  Oberflächendrucke  und  y,  x  die  Ko- 
ordinaten ihrer  Angriflfspunkte  bedeuten. 

Für  eine  im  CTleichgewicht  Ix'findlielie  Flüssigkeit  reduziert  fflch 
dieser  Ausdruck  bei  verschwindenden  A",  T  Z*,  da  hier  nur  eine 
normal  wirkende  Druckkraft  P  von  überall  konstanter  Größe  abhg 
bleibt,  wie  schon  auf  S.  238  benutzt,  auf 
3")  d'ui  «  -  PdFy 

worin  dF^B  die  ZustanddUiderung  begleitende  YoImnenTeigrößening 
bezeichnet  — 

Der  zu  einer  gegebenen  Zustandsändenmg  anfimwendende 
Wärmebetrag  d'Ü  läßt  sich  allgemein  nicht  ebenso  ToUständig 
angeben;  doch  gelingt  es  ohne  irgend  eine  Voraussetzung  über  die 
Natur  des  betrachteten  Körpers  immerhin,  ganz  allgemein  die  ana- 
lytische Form  zu  finden,  in  welcher  sich  d^Ü  darstellen  muB. 

Zur  Erreichung  dieses  Zieles  ist  eine  Vorbereitung  nötig. 

Ist  der  Zustand  des  betracliteten  Körpers  von  n  Variabein  ab- 
hängig, die  man  becpiem  als  die  Koordinaten  eines  Punktes  in 
einem  n  dimensionalen  Räume  auffassen  kann,  so  ergiebt,  da  die 
Energie  eine  FuiiktKin  dieser  Variabein  ist,  die  aus  der  Gleichung 
^2*)  für  t/'ii  s=  ü  und  dW  =  i)  Ik  rvorgebende  Formel 

die  1  )irten'ntialgleicbung  einer  einfach  unendlielu  n  Schar  räumlicher 
Gebilde  von  (n— 1)  Dimensionen,  die  wir  kurz  Flächen  nennen 
wollen.   Ihr  Integral  sei 
4)  f{a,b,c,..)^  m, 

und  cj  bezeichne  den  Parameter  dieser  Schar. 

.rede  dieser  Flächen  ist  der  geometrische  Ort  aller  derjenigen 
Zustände,  die  man  Ton  einem  auf  ihr  liegenden  Anfangssustand  ohne 
thennische,  durch  alleinige  mechanische  Einwirkung  erreichen  kann: 
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man  nennt  sie  kalorisclie  oder  adiabatische  Flächen.  Ist  der 
Zustand  des  Körpers  durch  nur  zwei  Variabein  bestimmt,  so  wird 
der  oben  betrachtete  Raum  von  n  Dimensionen  zu  einer  Ebene; 
die  kalorischen  Flächen  verwandeln  sich  in  kalorische  Kurven. 

Druckt  man  nun  einen  beliebigen  AofSuigszustaud  durch  n  neue 
voneinander  unabhängige  Koordinaten  an%  unter  denen  auch  oi  ist» 
z.  B.  durch 

(p  {jUf  bf  Cf  • » .))   ^(fl»  bf  Cf , ,       • . .  flD(<iy  by  e  » *  •)) 

und  demgemäß  eine  Zustandsänderung  durch  die  n  Ditl'ereutiale 

dtp,  dxpf  .  .  ,  dWf 

80  muß  sich  nach  (3)  die  zu  dieser  Änderung  aufzuwendende  Wärme- 
menge d'Q      Funktion  von  d^,  d%  ,,,dci>  schreiben  lassen: 

rf'ß  =  77,,  d(p  +  Ily.  dxt>  -{-.,.  n„  dto,  4*) 

Hierin  muß  aher,  da  hei  verschwindciKh'ni  dro  die  Veränderung  auf 
einer  kalorischen  Fläche  liegt,  d' il  mit  dro  verschwinden;  d,  h.,  es 
müssen  alle  JI^  mit  Aufnahme  des  letzten  gleich  Null  sein,  so  daß 
resultiert 

rf'ß=/7rff.),  4") 

worin  77,  der  Kürze  halber  für  77^  gesetzt,  eine  Funktion  der 
n  Variahein  (fyip,...  (o  ist,  die  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit  als  stets  positiv  betrachtet  werden  kann. 

Dies  ist  die  Form,  in  der  man  allgemein  cf' 12  darstellen  kann; 
in  welcher  Weise  die  Funktionen  77  und  w  von  den  direkt  gegebenen 
Variabelu  abhängen,  ist  in  jedem  einzelnen  Falle  aufzusuchen.  Die 
erste  dieser  beiden  Aufgaben  läßt  sich  aber  ganz  allgemein  noch 
eine  Strecke  weit  durchfdbren. 

Außer  den  kalorischen  Flächen 

to  SB  Oonst 

sind  hierfür  noch  die  Temperaturllächeu 

T  SB  Const 

von  Nutzen. 

Wenn  nämlich  <lie  Vari;iheln  «,  r, . . .  den  ZustMiid  eines  homo- 
genen Körpers  vollständig  aii^'elicn,  so  müssen  sie  aucli  seine  l'eni- 
peratur  eindeutig  bestimmen,  und  daraus  folgt,  daß  durch  konstantes  r 
ein  geometrischer  Ort,  eine  Fläche  im  n-dimensionalen  Räume,  eine 
Kurve  in  der  Ebene,  gegeben  ist  Wir  können  also  auch  r  als  eine 
der  neu  eingeführten  Unabhängigen  ^,  i/'»  •  •  •  betrachten. 

Von  allen  Veränderungen  sind  nun  diejenigen  die  wichtigsten, 
welche  ganz  auf  Temperatur-  oder  ganz  auf  kalorischen  Flächen 
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verlauten;  solclie  sind  auch  praktisch  iu  zicntliclicr  Annäherung  zi 
erlialten,  indem  man  den  zu  ändernden  Korjier  mit  einem  sekr 
grolien  Wärmereservoir  von  konstanter  Temperatur  in  Berüiin<ng 
erhält  oder  mit  iiielit  für  die  Wärme  durchhissi«;en  Hüllen  umj;.Vbt, 
und  das  t  ine.  wie  das  andere  Mal  nuch.'inisch  auf  ihn  einwirke 

Kreispr(»/.esse,  welche  aus  zwei  auf  verschiedenen  kalor.schen 
und  zwei  auf  versciiiedenen  isotherniischen  Flächen  liciit  iiden  \\  «'i:«  n 
zusammeii^'csetzt  sind,  heilien  Ca uxo  r'sc he  Kreisprozesse^:  >ind 
ilie  Parameter  dieser  Flächen  resp.  r^,  r,^  und  o/j ,  w,,  wohei  Tj  >  T^ 
und  fo.^  >  o>j  gesetzt  sein  mag,  so  ist  ein  CAKXOT'scher  Kreisprozeli 
durch  ein  Kurvenviereck  mit  den  festgelegten  Eck[uinkteii  auf  den 
Kurven  (r, ,  w,),  (r, ,  fo^\  (r,,  (»^),  (rg,  Wj)  charakterisiert,  welche  mit 
1),  2),  3).  4)  bezeichnet  werden  mögen. 

Es  ist  dann  lud  einem  Umlauf  im  Sinne  wachsender  Siahlen 
die  für  jede  Seite  des  KurvenTierecka  au&uwendende  Wäime  ge- 
geben durch 

'"1 


6) 


"1 

Ol», 


worin  der  Zusatz  r  =  resp.  r  =  r,  den  Integrationsweg  /war 
nicht  erschöpfend,  aher  doch  für  das  Vei'stäuduis  ausreichend  charak- 
terisiert; ferner  ist  nach  (2")  und  (2  ") 

Ol« 

5  )  {II)  =  iij,  +  ß,,  =  J'  ^77^.  = -  ^^,  = <fa> 

und  "* 

6^  (ß)  +  (^  =  0. 

Hieraus  folgt,  daß,  wenn  die  Klammer  in  dem  Integral  (5 )  poatir 
ist,  der  Kreisprozeß  Wärme  in  Arbeit  Terwandelt,  wenn  negaÜTf 
Arbeit  in  Wärme;  bei  entgegengesetzter  Umlaufung  findet  das  üm- 

gekelirte  statt. 

Mittels  zweier  Wärnjereservoire  kann  man  mehrere  heliebi?e 
Kr»rpt'r  gleichzeitig  ('AKNnT'sche  Kreisj>rozesse  durchlaufen  lassen, 
deren  ad lahatische  Strecken  ganz  beliebig  sind,  während  die  iso- 
tiierniischen  gleich«'?!  4'eniperatureii.  z.  1^.  Tj  und  r, .  ent-sjirechen 
müssen.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dali  alle  diese  Kreispro- 
zesse umkehrbar,  d.  h.  in  beiden  Kichtnngen  ausführhar  sind. 

Seien  nur  zwei  arlieitende  Kr»r]>er  k'  und  k"  vorhanden  und 
für  beide  die  dem  obigen  fi^^  —  tu^  entsprechenden  Änderungen  der 
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Parameter  (o  und  at"  uuendlicb  klein,  resp.  gleich  dco'  und  dcj", 
80  wird  nach  dem  Vorstellenden  die  während  der  durch  dm'  und 
dto"  Charakterisierttin  Veränderungen  von  ihnen  aus  dem  höheren 
und  tieferen  Reservoir  aufgenommene  Wärme  resp.  sein 

d^ü'=  n:,d(o\  d;ir=  n::d(o",  \ 

wobei  ohne  Bescliränkung  der  Allgemeinheit  sämtliche  i7>0  ge- 
nommen werden  können. 

Läßt  man  nun  K  bei  der  höheren  Temperatur  Wärme  auf- 
nehmen, K*  bei  der  tieferen,  so  ist  bei  n -maligem,  resp.  n' -maligem 
Umlauf  der  Kreise  die  Summe  aller  zugefUhrten  Wärmemengen 
aus  dem  oberen  Beservoir 

d!^^l  =  n  IJ^  düj'  —  n"  Jl^  do)",  . 
aus  dem  unteren  \  6') 

<^  Ä  -  -  «' de/  +  «'üi'  J 
also  die  Gesamtsumme 

(12)  =  n'{n;  -  770 dfo  -  n" (77; -  77;') dfo\  7) 

Unter  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (2"')  folgt  hieraus  die  ganze 
zugeiuhrte  Arbeit 

Bei  umgekehrter  Richtung  der  Umlaniung  beider  Kreisprozesse 
kehren  alle  i2  und  ^  die  Vorzeichen  um. 

Diese  Formeln  können  zur  Auffindung  einer  allgemeinen 
Eigenschaft  der  Funktionen  77  benutzt  werden  durch  Einführung 
der  von  Clausiüs*)  aus  der  Ekfalirung,  daß  Wärme  von  selbst  jeder- 
zeit vom  wärmeren  zum  kälteren  Körper  fibergeht,  abgeleiteten  fun 
damentalen  Hypothese,  daß  es  nicht  möglich  ist,  durch  irgend 
einen  Kreisprozeß  ohne  Arbeitsaufwand  Wärme  tou  einem 
niedriger  temperierten  Reservoir  nach  einem  höher  tem- 
perierten überzuffihren.  Denn  wenn  durch  geeignet  gewählte 
Werte  von  n'  und  n"  {A)  zu  Null  gemacht  wird,  soll  hiemach  sowohl 
bei  der  ersten,  wie  bei  der  zweiten  Richtung  des  Umlaufe  «i^  12  ^  0, 
also  d^Q^O  sein,  was  nur  möglich  ist,  wenn  beide  Größen  gleich 
Null  sind,  d.  h^  wenn  gilt 

«'  77'  dm'  =  n"  77.;'  dm",  \ 

n'77j  dio'  =  n"77j  dm"\  J  ' 

daraus  ergiebt  sich 
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EL-?* 

oder  ausführlicher  geschriehen,  um  die  in  jedem  Ausdrucke  statt- 
findenden Werte  der  Argumente  r^,     . . .  r,  /o  hervortreten  zu  lassen, 

Hieraus  folgt  aber  notwcndi'r,  daß  die  Funktionen  77  die  Form 
]i;i})en  müssen  eines  Produktes  aus  einer  universellen  Funktion 
der  Teniperatur,  die  mit  T  bezeichnet  werden  mag,  und  einer  der 
Substanz  iudividuellen  Funktiou  von  (u,  die  n  beißeu  mag,  so 
daß  also 

8")  /r=r«'K),  n"^Tn\ia") 

wd.  Setzt  man  dieses  Besultat  in  die  Beziehung  d^Q  »  ndm  ein, 
so  erhält  man 

worin  n((o)doii  als  ein  Tollsltodiges  Difierential  in  dH  abgekikrst 
werden  mag.  Es  ist  dann  H  eine  Funktion,  die  konstant  ist,  wenn 
(n  sich  nicht  ftndert,  und  die  also  ehensowohl  als  Parameter  der 
adiahatischen  Fl&chen  hetrachtet  werden  kann,  wie  6>  seihst 

Sonach  sind  wir  zu  dem  allgemein  gfiltigen  Besultat  gelangt,  daß 

y)  «Tfi  «  TdH 

ist,  d.  h.,  daß  die  zu  einer  bestimmten,  umkehrbaren  Zustandsände- 
rung  aufzuwendende  Wärmemenge  gegeben  wird  durch  eine  universelle 
Funktion  der  'r('mi)eratur.  multipliziert  in  die  Variation  einer,  jetler 
Substanz  individuellen  Funktion  11  der  den  augenblicklichen  Zu- 
stand bestimmenden  Yariabeln,  welche  auf  jeder  kalorischen  Fläche 
konstant  ist 

Die  Gleichung  (0)  resp.  (9')  wird  die  zweite  Hauptgleichung 
der  meclianischen  Wärmetheorie  genannt^) 

Integriert  man  die  (Tleichung  (Ol)  nach  Division  durch  T  über 
einen  beliebigen  umkehrl)aren  Kreisprozeß  und  bezeichnet  die  In- 
tegration über  eine  geschlossene  Bahn  iiier  und  weiterhin  durch 
Klammern  um  das  Integralzeiclien,  so  erhält  man 

eine  Fonnel,  die  sich  der  Formel  (2  ")  für  Kreisprozesse  zuordnet 
Verläuft  der  Kreisprozeß  durchaus  auf  derselben  Temperatur- 
fläche,  so  ist  die  Funktion  7' konstant  und  nach  (9  ")  (12)  und  somit 
auch  {A)  gleich  NulL 
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Dies  ergiebt  den  Satz,  daß  diß  durch  einen  umkehrbaren  iso- 
thermen Kreisprozeß  zu  gewinnende  Arbeit  stets  gleich  Null  ist  — 

Die  oben  eingeführte  Funktion  //nennt  man  (he  Entropie  des 
betrachteten  KörI)or^<  im  au t.M-nhlicklichen  Zustand die  vorläufig  noch 
nnhekannte Funktion  7'der Temperatur r  die  CARNoT'sche  Funktion, 

Letztere  steht  in  enger  Beziehung  zu  dem  GABNOx'schen  Satz 
über  das  YerhlÜtnis  der  bei  einem  GABNOx'schen  Kreisprozeß  in 
Arbeit  umgewandelten  zu  der  Oberhaupt  in  Bewegung  gesetzten 
Wärmemenge,  ein  VerhflltmSy  welches  man  den  Wirkungsgrad  v  des 
Prozesses  nennt  Verläuft  der  Kreisprozeß  zwischen  den  Temperaturen 
Tj  und  T„  wobei  >  sein  möge,  und  zwischen  den  Entropien 
und       wobei  sein  möge,  so  ist  die  aus  dem  Beserroir 

Ton  der  Temperatur     entnommene  Wärmemenge  nach  (S') 

die  an  das  Beserroir  von  der  Temperatur  T|  abgegebene 

die  in  Arbeit  umgesetzte  also 

wof&r  man  wegen  (2"')  auch  schreiben  kann 
Hieraus  folgt  für  die  Größe  des  Wirkungsgrades 

Diese  Gleichung  spricht  den  CABNor'schen  Satz  aus,  wonach 
der  Wirkungsgrad  eines  CABNor^schen  Prozessee  nicht  von  der 
arbeitenden  Substanz,  sondern  nur  von  den  Temperaturen  abhängt, 
zwischen  denen  er  verläuft^  — 

Die  ganze  Torstehende  Entwickelung  ruht  auf  der  Annahme, 
daß  die  beiden  auf  S.  504  eingeführten  und  kombinierten  Kreis- 
prozesse in  beiden  Richtungen  ausführbar  sind.  Indessen  ist  schon 
früher  bemerkt,  daß  es  Zustandsändemngen  giebt,  die  eine  Umkeh- 
rung nicht  gestatten. 

ikithalt  einer  der  beiden  S.  505  benutzten  Kreisprozesse  einen 
Teil  ?on  diesem  Charakter,  so  führt  die  dort  angestellte  Betrachtung, 
statt  auf  die  Olcichungen  (8),  auf  die  Ungleichung 

während  aus       »  U  sich  wie  früher 
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ergiebt    Hieraus  folgt  also 

~  n\    —    u'i  » 

OtllT 

Ist  der  Kreisprozeß  Q  umkehrbar,  so  gilt  für  ihn  nach  (8") 


man  erhält  also 

oder  uach  (6)  auch 
10) 


-  T, 


Diese  üngleii'liun<^  gewinnt  erst  dann  an  Wert,  wenn  man  weiß, 
ob  der  nicht  umkelirbare  Kreisprozeß,  den  wir  weiterhin  ohne  den 
Index  (")  lassen  wollen,  Wärme  in  Arbeit  oder  Arbeit  in  Wärme 
verwandelt.  Gewöhnlich  nimmt  man  als  Resultat  der  Erfahrung  an, 
daß  alle  nicht  umkehrbaren  Kreisprozesse  das  letztere  leisten.  In 
diesem  Falle  würde  also  [— d',Ll)  die  aus  dem  oberen,  {-\- d\ii)  die 
aus  dem  untertMi  Reservoir  entuolumeue  Wärmemeuge  sein,  und  die 
Ungleichung  (lü)  in  der  Form 

aussagen,  daß  bei  dem  nicht  umkehrbaren  CARNoT'schen  Prozeß  die 
Summe  der  aufgenommenen  Wärmen  durch  den  entsprechenden 
Wert  der  CABNor'schen  Funktion  dividiert  nicht  notwendig  gleich 
Null  ist,  sondern  auch  kleiner,  als  Null  sein  kann. 

Diese  Gleichung  läßt  sich  leicht  auf  einen  beliebigen  Kreis- 
prozeß erweitem;  denn  einen  solchen  kann  man  durch  eine  Zick- 
zackkurve  ersetzen,  deren  Wegelemente  abwechselnd  adiabatisch  und 
isothemiisch  sind,  und  zwar  können  die  letzteren  SO  gewählt  werden, 
daß  sie  Überall  durch  ein  und  dasselbe  System  adiabatischer  Flächen 
begrenzt  werden.  In  diesem  Falle  giebt  es  zu  jedem  isothermischeu 
Linienelement  ein  zweites  mit  demselben  d(ü,  das  im  Kreisprozeß 
in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufen  wird,  und  für  beide  gilt 
demgemäß  die  Ungleichung  (10').  Summiert  man  dieselbe  über  den 
ganzen  Kreisprozeß,  und  berücksichtigt,  daß  auf  den  adiabatischen 
Linienelementen  Wärme  nicht  angenommen  wird,  so  erhält  man 
für  denselben 
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wo  nun  r/'ß  in  demselben  Sinne,  wie  in  Formel  (9"),  positiv  ist, 
wenn  eine  Wärmezufulir,  ne^rativ,  wenn  eine  W'ärnierntnahme  für 
df^n  K()rper  statttindet,  und  das  Integral  alle  aui  dem  Kreisprozeß 
statttindenden  Wärmezufuhren  umfaßt.^) 

Der  hier  eingeschlagen»»  Weg  hat  den  ll)elstand,  eine  Eigen- 
schaft niclit  umkehr])arer  Kreisprozesse  zu  benutzen,  die  in  deren 
Definition  nicht  liegt,  sondern  als  Resultat  der  Beobachtung  anzu- 
sehen ist  Wir  werden  analoge  und  noch  weitergehende  Hesultate 
später  auf  einem  befriedigenderen  Wege  gewinnen« 


§  3.  SpesifiBclie  und  Aeaktioniwärmen. 

Ehe  wir  in  der  Bestimmung  des  Wertes  der  zu  einer  gegebenen 
Zustand^dening  notwendigen  W&rme  d'SJt  weiter  fortschreiten 
können,  müssen  wir  den  dazu  nötigen  Begriff  der  spezifischen 
Wärme  erOrtem. 

Wenn  ein  homogener,  gleich  temperierter  Körper  von  der  Masse  If 
infolge  der  Zuführung  der  Quantit&t  d^W  von  Wftrme  in  kalorischem 
llafie  eine  Temperatnribiderung  dr  erfährt,  so  bezeichnet  man  das 
Verhältnis 

Ii) 

  • 

als  die  spezifische  Wärme  der  Substanz  des  Körpers  bei  dem 
beschriebenen  Vorgang").    Dabei  ist  ersichtlich 

=  wm-^u-K  11) 

Da  nun  aber  h  =  (VU  die  zugefUgte  Wärmemenge  in  ab- 
solutem Maße  war,  so  stellt 

ifi  =  ^^=r  11") 

die  gleiche  spezifische  Wärme  in  absolutem  Maße  dar.  Es  gilt  dafür 

Die  spezifische  Wlirnie  ist  keineswegs,  wie  der  Name  anzudeuten 
scheint,  eiiif  der  Hubstanz  des  betrachteten  Korpers  allgemein  oder 
auch  nur  in  einem  speziellen  Zustande,  d.  h.  für  spezielle  Werte 
der  diesfm  bestimmenden  Variabein,  individuelle  Konstante,  sondern 
eine  Funktion  der  Verhältnisse  der  Variationen,  welche  diese  Variabein 
während  der  Zuführung  der  W^ärmemenge  d^ii^  eyentueli  unter  gleich- 
zeitiger mechanischer  Einwirkung,  erleiden. 
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Man  erkennt  dies,  wenn  man  tlt'r  letzteren  Fonnel  uuter  Be- 
nutzung von  (9)  oder  (9  )  die  Gestalt  giebt 

^  ^     Mdi     ~~  Mdt 
und  sich  erinnert,  daß  r  und  m  voneinander  unabhilngig  sind,  also 
das  Verhältnis  dfo  j  dr  völlig  unbestimmt  ist,  so  lange  nicht  in  den 
durch  die  ursprttDglichen  Variabein  a,  b,  e . ansgedr&ckten  Zu- 
wachsen 


120 

das  Verhältnis 

da:dh:dc:  .  .. 

und  damit  die  Richtuiij;  der  {gesamten,  die  KrwärniiniL'  iM'uleitt'nden 
Zustandsänderung  vorgoschriebeii  ist.  Außenlciii  crtordL'rt  aber,  wie 
gesagt,  die  Hestimmunfj  von  /'  noch  die  Festsetzung^  der  Aufaugs- 
werte «,  Ii,  ("...,  von  di'nen  uns  die  Veränderung  statttindet. 

Dieselbe  Betrachtung,  wie  an  die  Gleichung  (12),  kann  man  auch 
in  fUr  das  Folgende  noch  geeigneterer  Weise  an  die  Formel 

1»)  ^"'-J/rf  — 

lUlknüpfen,  die  man  aus  (11")  durch  Einsetzen  des  Wertes  von 
gemäß  (2')  bei  verschwindendem  d     erhält   In  der  That  kann 
man  *nnter  Rücksicht  daraa(  daü  d^A  kein  YoUständiges  Differential 
ist»  auch  schreiben 

13 )      dE^-  d'A  =         -       rf«  +         -      rfA  +  ... 

uud  gelangt  zu  der  gleichen  Folgerung,  wie  oben. 

Unter  den  unendlich  vielen  spezifischen  Wärmen,  die  ein  Körper 
in  einem  l)estimmten  Zustand  besitzt,  erwecken  diejenigen  ein  Ihv 
sonderes  Interesse,  welche  Zustandsänderungen  entsprechen,  ])ei  denen 
alle  Variahein  a,  h,  c  .  .  .  bis  auf  eine  konstant  bleiben.  Wir  wollen 
dieselben  durch  einen  oberen  Index  bezeichnen,  welcher  diejenige 
Variable  enthält,  die  sich  allein  ändert. 

Sonach  würde 

dir       BE*  ^ 
da  Ba 

die  spezihsche  Wärme  bei  konstantem  b,  c, , .  *  bezeichnen,  und  mau 


Digitized  by  Google 


§3.  SpeUfUek»  %md  BeaktUmttoärmtn,  511 


kann  unter  Aückaicht  hierauf  den  allgemeinen  Wert  (12)  auch 
schreiben 

r- — ^  5—^^  .  HO 

Diese  Resultate  vereinfEM^hen  sich  erheblich  für  homogene  Körper, 
welche,  wie  die  meisten,  mit  denen  man  thermisdi  operiert,  unter  all- 
seitig gleichem  Druck  sich  im  Gleichgewicht  befinden,  also  in  ihrem 
Zustande  durch  nur  zwei  Unabhängige  bestimmt  sind.  Wählt  man 
für  letztere  Druck  P  und  Volumen  V,  so  wird  aus  Formel  (13) 


+  P 


und 

^dP  ^  BV 

worin  F^,  und  neue,  dem  eingebürgerten  Gebrauch  entsprechende, 
im  allgemeim  n  Fall»*  aber  niclit  so  praktische  Bezeichnungen  sind. 
Die  allgemeine  spezihsche  Wärme  (14')  nimmt  die  Form  au 

r^Ilf^^'j^'L..  16") 

Die  gew()hnlichen  Bool)achtungen  über  die  Temperaturwirkung 
von  Wärmeaul  nähme  oder  -abgaho  tinden  in  der  Weise  statt,  (biB 
sich  die  betrerteufh-n  Körper  dauernd  unter  dem  Atmosphärendruck 
betinden  und  ungehindert  ausdehnen  kriTuicu;  sie  liefern  also 
oder  Fp.  Die  gewöhnlichste  der  angewandten  Messuu^sraethoden 
ist  die  der  Mischung,  l)ei  welcher  die  Menge  der  von  einem  festen 
Körper  während  des  Temperaturausgleiches  an  einen  umgebenden 
flüssigen  abgegebenen  Wärme  aus  der  Temperaturerhöhung  geschlossen 
wird,  welche  dieser  erfahrt.   Ks  gilt  dabei  das  Gesetz 

f  r" 

3f  fr,dx^M  jr;dt,  le; 

in  welchem  die  oberen  Indices  sich  auf  die  beiden  im  Wärme- 
austausch befindlichen  Körper  beziehen,  r',  r",  die  resp.  Anfangs- 
temperaturen und  r  die  erreichte  lÜBchungstemperatur  bezeichnet 
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Ist  ftlr  die  eine  Substanz  als  Funktion  Ton  r  TÖllig  bekannty  so 
liefert  diese  Methode  die  mittlere  spezifische  Wärme  des  anderen 
Körpers  innerhalb  der  benutzten  Temperatorgrenzen,  und,  wenn  man 
ftlr  diese  betr.  spezifisdie  WArme  selbst  einen  Ansatz  von  der  Form 

16')  ^,=»^0+  /;r-i  r.TH... 

einführt,  hei  geeigneter  Verinulerung  der  Grenztemperaturen  auch 
die  Zahlwerte  der  einzelnen  Koeftizienten  7^,,  /^,,  7^^,  .  .  . 

lietzterc  sind  im  allgemeinen  Funktionen  des  Druckes  unter 
welchem  der  K()rper  bei  der  Tempcraturänderung  steht,  ändern  sich 
aber  meist  nur  wenig  mit  7*  Bei  Gasen  ist  F als  Funktion  von  V 
und  r  dargestellt,  mit  x  nur  mäßig,  mit  V  aber  auscbeiueud  gar 
nicht  veränderlich. 

Z"^,  gestattet  keine  direkte  Beobachtung,  da  in  jedem  Falle  die 
Vorrichtungen,  die  erforderlich  sind,  um  das  Volumen  des  Körpers 
bei  der .  Erwärmung  konstant  zu  erlialtiMi.  sich  an  dem  \\  iirnie- 
austauscb  so  stark  licteiligen,  daß  die  Messungen  unsicher  werden. 

Dagegen  ^neht  es  Hilfsmittel,  auf  du'  wir  im  nächsten  Para- 
gra|)hen  eingehen  werden,  um,  wenigstens  lür  Gase,  mit  ziemlicher 
Genauigkeit  das  \'erhältuis 

ir)  =    -  « 

ZU  bestimmen,  wodurch  also  indirekt  auch      geliefert  wird. 

Zahlreiche  Beobachtungen  haben  gezeigt,  daß  ir,  und  somit  auch 

ahnlich  wie  bei  Gasen  Yon  der  Temperatur  nur  wenig,  Tom 
Volumen  aber  anscheinend  gar  nicht  abh&ngig  ist  ^^);  eine  Thatsache, 
die,  wie  sich  zeigen  wird,  groBe  theoretische  Bedeutung  besitzt  — 

Es  giebt  für  EOrper  der  betrachteten  Art  Zust&nde,  Dir  welche 
bei  konstantem  Druck  eine  zugeDihrte  Wärmemenge  keine  Temperatur- 
änderung bewirkt,  also  =  oo  wird.  Dies  findet  dann  statt,  wenn 
die  Körper  die  dem  Torhandenen  Druck  entsprechende  Temperatur 
besitzen,  bei  welcher  sie  eine  Umwandlung  aus  einer  Modifikation 
(z.  R  einem  Aggregatzustande)  in  eine  andere  erleiden,  und  dem- 
gemäfi  beide  Modifikationen  nebeneinander  im  Gleichgewicht  sind. 
Hier  Terliert  resp.  F^  seinen  Sinn,  die  zugefügte  Wärme  dient 
nicht  mehr  zur  Temperaturerhdhung,  sondern  zur  Umwandlung  einer 
bestimmten  Quantität  d  M  der  Substanz  in  die  durch  Wärmezufiihr 
entstehende  zweite  Modifikation. 

Das  Verhältnis 
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heifit  die  spezifische  Beaktionsw&rme  in  kalorischem,  das 
Veriiftltnis 

diejeuige  in  absolutem  Maße;  beide  sind  ersichtlich  Funktionen 
des  Druckes  oder  der  mit  ilim  eindeutig  verbundenen  Beaktions- 
temperator  allein.      Ihre  Dimensionalgleichungen  lauten: 

In  dem  speziellen  Falle,  daß  die  Umwaudlung  den  Übergang 
ans  dem  festen  in  den  flüssigen  oder  aus  dem  flüssigen  in  »len  «lampf- 
fiirmigeu  Zustand  Ix'trifl't.  heißt  Jj  resj).  yi  die  spezifische  Schmelz- 
wärme oder  die  spezifische  Verdampfungswärme.  Alle  diese 
Größen  werden  uns  weiterliiu  noch  Yieli'ach  beschäftigen. 


§  4.  Xeohaniiohe  Waimetheorie  for  ideale  Oase.   ^^■*^"«*t^"g  der 

GiuroT'sohen  Funktion. 

Da  T  eine  universelle  Funktion  der  Temperatur  allein  ist,  so 
ist  sie  für  alle  Substanzen  gefunden,  wenn  es  gelingt,  sie  für  eine 
zu  bestimmen.  Körjier,  für  welche  das  Problem  durciiführbar  ist, 
sind  die  sogenannten  idealen  Gase. 

Unter  einem  idealen  Gase  vei-steht man  in  der  Wärmelehre  sjx'ziell 
eine  gastormigo  Flüssigkeit,  welche  die  drei  Eigenschaften  besitzt: 

1)  Das  BoYLK'sclie  Gesetz  über  den  Zusammenhang  zwischen 
Volumen  /"  und  Druck  P  zu  befolgen; 

2)  die  s})ezitische  Wärme  bei  konst^uitem  Druck  und 

3)  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Volumen  I]^  mit  dem 
Volumen  gar  nicht,  mit  der  Temperatur  nur  wenig  zu  ändern. 

Die  wirklichen  Gasi*  erfüllen  diese  Voraussetzungen  nicht  giMiau, 
aber  um  so  strenger,  je  weiter  entfernt  sie  sich  vom  Kontleiisalions- 
punkt  hetindeu;  deshalb  erscheint  die  Annahme  von  KörperUi  die 
ihnen  völlig  entsj)rechen,  physikalisch  unbedenklich. 

Die  erste  Eigenschaft  führt  zusammen  mit  der  auf  S.  496  ge- 
gebenen Definition  der  Temperatur  zu  der  Formel 

it;  "  ®  - 

in  der  ^  eine  fllr  alle  Gase  gleiche  Konstante)  B  aber  der  ge- 
gebenen Gasart  indiTiduell  ist;  man  nennt  diese  Gleichung,  wie  schon 
S.  56  erwähnt»  das  Gesetz  Ton  Botlb  und  Gay  liUSSAO. 

Weil  bei  der  Temperatur  r  ~  —  ^  die  idealen  Gase  in  jedem 
Volumen  den  Druck  Null  auf  die  Gefäfiwinde  ausüben  und  dement- 
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sprechend  durch  einen  beliebig  kleinen  Druck  auf  ein  unendlieii 
Üeines  Volumen  gebracht  werden  würden,  so  betrachtet  man  diese 
Temperatur  als  besonders  geeignet  zum  Nullpunkt  einer  allgemeinen 
Temperaturskala  und  nennt 

die  absolute  Temperatur  des  EOrpers,  dessen  Temperatur  nach 
der  GsLBTOB'schen  Skala  r  beträgt 

Der  Zustand  eines  ruhenden  Gases  wird,  wie  schon  501  ge- 
sagt, durch  nur  zwei  Unabhängige  ToUstftndig  bestimmt,  Iftßt  sich 
also  durch  einen  Punkt  in  einer  Ebene  reprllaentieren.  r  »  Const 
gesetzt  definiert  eine  Eunre  in  dieser  Ebene,  a»s  Const  oder  Const 
eine  andere;  diese  Temperatur-  und  kalorischen  Kurven  treten,  wie 
oben  gesagt,  an  Stelle  der  im  allgemeineren  Falle  betrachteten  (»—  ly 
dimensionalen  r&umlichen  Gebilde  analogen  Charakters.  In  der 
rP-Ebene  sind  die  Temperaturkurren  für  ein  ideales  Gas  nach  (18) 
gleichseitige  Hyperbeln,  welche  die  Eoordinatenaxen  zu  Asymptoten 
haben. 

Um  die  zweite  und  dritte  der  für  ideale  Gase  charakteristischen 
Eigenschaften  zu  verwerten,  führen  wir  zunftchst  das  spezielle 
Gesetz  (18)  für  r,  welches 

180     MB^^P,    M£^^F,  M£dT^FdF+FdF 

ergiebt,  in  die  Gleichungen  (l^*)  für  die  spezifischen  WSrmen  und 
71  bei  konstantem  Druck  und  konstantem  Volumen  ein. 
Wir  erhalten  so 

18")         r,  =  i?(^^.  +  i),  r,.^B^, 

irorans  nacU  leichtea  Bedoküoneu  fikr  dL'  der  Wert  folgt 

1»)        dp  -  ;if  [(r,  _  r„  -  B)  [ä  +  T)    +  r.rfr] . 

Da  hierin  rechts  ein  vollständiges  Differential  stehen  muß,  so  ergiebt 
sicli,  wenn,  wie  angenommen,  für  ideale  Gase  F^  und  F^  vom  Volu- 
men unabhängig  sind,  und  wenn  ein  Unendlichwerden  der  Energie 
mit  unendlichem  Volumen  ausgeschlossen  wird,  zunächst  die  Bedingung 

190  /;-r,  =  i?, 

Welche  eine  widitige  Beziehung  zwischen  der  BoTUt'schda  Eonstante 
und  den  spezifischen  W&rmen      und     darstellt  Zngleidi  nimmt 

19")  dE'^MF^dx, 

welche  zeigt,  daS  die  innere  Energie  eines  idealen  (jkues  eine  Funk- 
tion Ton  dessen  Temperatur  aUein  ist^*) 
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Setzt  man  die  erhaltenen  Werte  (3 (9  )  und  (19  )  für  d*jiy 
if  12  und  dE*  in  die  Encrgiegleichuiig  (2')  und  zugleich  d  W  wie  bis- 
her gleich  Null,  bo  erhält  man 

Mr„dT  ^  -PdF-\-  TdH 

oder 

dH^^lr,dT+£(d  +  T)^^-  20) 

Da  dieser  Ausdruck  ein  ToUständiges  Differential  sein  muss,  so  be- 
stimmt sich  hieraus  bis  auf  einen  konstanten  Faktor,  der  nach  (9^) 
in  die  Funktion  H  hineingezogen  werden  kann, 

wodurch  tlie  Gleichung  (21)  die  Form  annimmt 

Die  gesuchte  universelle  CAKNOx'schc  Funktion  der 
Temperatur  ist  hiernaeh  die  ahsolute  Temperatur  selbst^*), 
für  welche  weiterhin  nun  auch  der  Buchstabe  T  beibehaiteu  werden 
mag,  80  daß  die  Gleichung  (9')  ihre  Form 

rf'i>=  TdH  21) 
bewahrt;  das  BoYLE'sche  Gesetz  aber  geschrieben  werden  kann: 

r-  MB  1\  21') 
oder  bei  Einführung  der  Dichte  g^MJV  auch 

F^BTq.  21") 
Beschränkt  man  sich,  wie  meist  zulässig  ist.  auf  solche  Fälle, 
in  denen  man  7",  als  konstant  betracht<»n  kann^**),  so  folgt  aus  (19"), 
wenn  man       für  r  =  —     gleich  Null  setzt, 

Er=Jfrr  22) 

aus  (20"),  indem  man  eine  irrelevante  Konstante  unterdrückt, 

H^M{r,im  +  £i{n)y  22*) 
oder  nach  (lO*)  und  wegen  FJT^  =  » 

H^MrjiF'^^T),  22") 
Bei  Absonderung  einer  anderen  Konstanten  erhält  man  nach  (22  ) 
hierfür  auch 

jr  =  Mr.l{r-P)  oder  TT^  Mrj{7^IPx'^).  22"') 
Diese  Formeln  liefern  die  Gleichung  der  kalorischen  Kurven  in  den 
drei  Gestalten 

y.-!  7'  =  ^  T" I P^-^  =  A,,  r-T^  A^,  23) 
worin  die  Konstanten  bezeichnen:  die  letzte  Gleichung  läßt  er- 
kennen, daii  diese  Kurven  eine  den  Temperaturkurveu  P/  =:  Const. 

88« 
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älinliche  Gestalt  Ix'sitzen,  alier,  falls  die  i^-Axe  vertikal  steht,  stärker 
fallen,  als  jene.  Zuf^leieh  gieht  sie  ein  Mittel  zur  experimentellen 
Bestimmung  von  x  fiir  i'in  ideales  Ga«  an;  denn  jede  Beobachtung 
über  den  Zusanmic  nhang  von  Druck  und  Volumen  bei  adiabatischen 
Zustandsänderungen  wird  von  dieser  GröÜe  abhängig.  Adiabatische 
Vorgänge  s])ielen  sich  al)er  am  vollkommensten  bei  raschen  Schwin- 
gungen ab.  die  den  erzeugten  Temperaturditlerenzen  keine  Zeit  zur 
Ausgleichung  hissen;  demgeniäl3  ist  auch  die  gemiueste  Methode  zur 
Bestimmung  von  x  aul  die  Messung  der  Fortpflanzungsgesebwindig- 
ki'it  von  Schalhvelleu  gegründet  Wir  kommen  hierauf  weiter  uuteu 
zurück.  — 

Nachdem  oben  die  CAiiNuT'sche  Funktion  7'  der  absoluten 
'JVm])eratur  ö  ■\-  r  gleich  gefunden  ist,  gewinnen  die  am  Ende  von 
§  2  erhaltenen  allgemeinen  Resultate  anschaulichere  Bedeutuug.  Dies 
gilt  insbesondere  von  den  Formeln  (0")  und  (9"'). 

Aus  (9")  folgt  bei  Anwendung  auf  den  Cabnot  sehen  Kreispro- 
zeß von  S.  504: 

IS" 

d.  die  absoluten  Werte  der  bei  einem  umkehrbaren  GABMor^scben 
Prozesse  aus  dem  oberen  und  unteren  Besenroir  entnommenen 
Wärmemengen  sind  deren  absoluten  Temperaturen  proportionaL 
Dieses  Resultat  kann  man  zur  Feststellung  einer  absoluten  Temperatur- 
Skala  benutzen,  welche  den  Vorteil  hat,  sich  nicht  auf  das  Ver- 
halten spezieller  (bis  zu  einem  gewissen  Qrade  hjrpothetischer)  Körper 
zu  stutzen;  die  so  erhaltene  Skala  stimmt  natttrÜch  mit  der  des  Luft- 
tfaermometers  ttberein,  soweit  das  dieses  letztere  füllende  Qas  als  im 
Idealzustande  befindlich  betrachtet  werden  kann. 
Aus  (9"')  folgt  für  den  Wirkungsgrad 

28")  ^'y^^»  , 

was  aussagt,  daß  eine  vollständige  Umwandlung  der  in  Bewegung 
gesetzen  Wärme  nur  möglich  wäre,  wenn  das  untere  Beserroir  auf 
die  Temperatur  des  absoluten  Nullpunktes  gebracht  werden  könnte. 

Schließlich  sei  noch  auf  die  mechanische  Deutung  aufinerksam 
gemacht,  welche  die  zweite  Hauptgleichung  der  mechanischen 
Wärmetheorie  (21)  durch  die  Vergleichung  mit  der  Formel  (112^ 
auf  S.  89  erfährt;  ebenso  auch  auf  die  Beziehungen,  die  swisohsn 
den  Entwickelungen  auf  der  yorigen  Seite  und  den  auf  S.  71  und  72 
mitgeteilten  Besultaten  der  kinetischen  Gkutheoiie  bestehen. 
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§  6.  Allg«m«i]iM  tber  SnMgio  «Ad  Entropia. 

Wie  die  erste  Hauptgleichung  (2)  der  mechRiiischeii  Wärme- 
theorie 

eine  Definition  der  Energie  enthält,  so  liefert  die  zweite  (22)  in 
der  Form 

eine  Ucliiiition  der  Entropie.  Beide  Ijestiinnu'ii  die  ItetretVeiide 
FuDktion  nur  bis  auf  eine  luiditive  Konstinte,  über  die  man  ver- 
ftlgen  kann,  indem  man  tiir  einen  gewissen  Zustand  des  iSystemes, 
den  Normalzustand  (0),  Kntropii'  und  Eneru'ie  gleieli  Null  setzt. 
Daun  ist  für  jeden  anderen  Zustand  (1)  Energie  und  Euti'opie  ge- 
geben durch  die  beiden  Formeln 

a)  U) 

E  =  j{dA  +  d  Li),     H=J^p-'.  (24) 

W  (0) 

in  Bezug  auf  die  letztere  ist  nur  Sorge  zu  tragen,  daß  der  Zustand  (1) 
ans  dem  Zustande  (0)  auf  umkehrbarem  Wege  erreichbar  sei,  da 
nur  in  diesem  Falle  das  Integral  eine  eindeutige  Bestimmung  von  // 
ergiebt 

Es  ist  nützlich,  darauf  hinzuweisen,  daß,  wenn  für  alle  Teile 
eines  körperlichen  Systems,  z.  B.  für  die  Elemente  eines  l^stems 
▼on  chemischen  Verbindungen,  die  Normalzustände  festgesetzt 
sind,  dann  die  Energie  und  die  Entropie  jenes  Systems  in  allen 
beliebigen  Zuständen,  in  welche  dasselbe  durch  Zufuhr  oder  Ent- 
ziehung von  Wärme  und  Arbeit  versetzt  werden  kann,  gleichfalls 
vollständig  bestimmt  sind.  — 

Die  oben  speziell  für  ideale  Gase  gefundenen  Werte  der 
Energie  (22)  und  Entropie  (22^)  haben  sich  mit  der  Masse  des  be- 
trachteten Gases  proportional  ergeben;  es  bietet  sich  demgemäß 
die  Frage,  unter  welchen  Umständen  dies  bei  beliebigen  anderen 
KOrpern  (^eichfalls  stattfindet  Diese  Frage  ist  ein  spezieller  Fall 
der  allgemeinen  und  fundamentalen,  unter  welchen  Bedingungen  die 
Energie  eines  körperlichen  Systems  gleich  der  Summe  der  Energien 
seiner  Teile  ist,  wenn  man  die  Zerlegung  in  beliebiger  Weise  be- 
wirkt  Wir  wollen  letztere  Frage  jetzt  in  Angriff  nehmon.^^ 
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Wils  zunächst  (He  Energie  des  ganzen  Systems  augelit,  m  ist 
dieselbe  nach  (24)  in  der  Fonu  zu  schreiben 

wuriu 

(1)  (i) 

(0)  (») 

ist,  und  die  Summe  sich  auf  alle  Zufuhren  von  Wärme  und  Arbeit 
bezieht,  welche  die  einzelnen  Teile  von  Quellen  außerhalb  des  Systems 
erhalten.  Dagegen  wird  die  Elnergie  eines  einzelnen  Teiles  (A)  gegci)eD 
sein  durch 

k 

worin  di '  Stiinme  2^  die  seitens  der  anderen  Teile  (A)  des  Systemes 
an  (A)  stattHndcnden  Abgaben  darstellt 
Hieraus  folgt 

=     +   + ^^(^«  +  ^^«). 

oder  auch 

24-)  ff-2£'*-22M«  +  ßJ. 

/<  h  k 

was  bedeutet,  dab  die  Gesamtenergie  der  Summe  der  Teilenergwes 
nur  dann  gleich  ist,  wenn  bei  der  ganzen  lljerfÜhroDg  aus  dm 
Normal-  in  den  betrachteten  flndzustand  die  Summe  der  innem 
Austausche  gleich  Null  ist. 

Dieses  ganz  allgemeine  Resultat  läßt  sich  in  speziellen  FäUen 
noch  anschaulicher  und  einlacher  darstellen. 

Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  daB  die  Teile  dee  Körpers 
aus  dem  Ganzen  durch  Zerlegung  seines  Volumens  hergestellt 
sind,  — -  im  Grenzfall  die  Teile  die  Haumelemente  eines  endlichen, 
homogenen  oder  stetig  veränderlichen  Körpers  darstellen. 

Haben  dann  die  zwischen  den  Teilen  stattfindenden  Wechsel- 
wirkungen Potentiale        80  erhält  mian  durch  eine  leichte  Beduktion 

uud  dies  zeigt,  daß,  wenn  irgend  welche  Femwirkungen  TOn  der  Alt 
der  Gravitation  in  Betracht  gezogen  werden,  die  Summe  links  im 
allgemeinen  nicht  verschwindet;  es  sei  denn,  daß  die  beiden  Zu- 
stände (0)  und  (1)  derselben  äußeren  Konfiguration  des  körperlichen 
Systems,  also  gleicher  Gestalt  und  gleicher  Massenyerteüung  ent- 
sprechen. 
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Finden  keine  Fernwirkuugeii,  sondern  nur  JDruckkrälte  in  deu 
Greuzflächen  zwischen  den  Teilen  statt»  so  ist 

Af^^f  {Xdu  +  rdv  +  Zdw\do^, 

A^^f  (Xrftt  +  Ydv  +  Zdw\do^\ 

hierin  gilt  längs  desselben  Fläcbenelementes 

nnd  es  wird  daher  also  stets 

^Kk  +  Au «  0 

sein,  wenn  die  Körper  fest  zusammenliäugen,  und  die  Drucke  Ix  liehig 
gerichtet  sind,  oder  wtMin  K()rf)er  aneinander  hingleiten,  und  die 
Drucke  normal  zur  Gren/.e  stehen. 

Bezüprlicli  des  zwischen  den  Teilen  (A)  und  [k]  des  vorausgesetzten 
Systems  stattfindenden  Wärmeaustausches  Ll,^^  und  Ll^^|^  können  wir 
auf  Grund  der  bislHTiijen  Resultate  nur  wenig  behaupten.  Erst  in 
§  9  werden  wir  Mittel  erhalten,  zu  zeigen,  da.j,  gewisse  (-rrenzlalle 
ausgenommen,  die  zwisclien  räumlich  getrennten  Teilen  eines  Systems 
statttindende  thermische  Wechselwirkung  immer  der  Bedingung 

genügt 

Demgemäß  können  wir  fikr  den  Fall,  daß  Ton  femwirkenden 
Kräften  zwisohen  den  Teilen  des  Systems  abgesehen  werden  könne 
die  Beziehung 

£=2^i  24") 
anwenden,  die  bei  einem  homogenen  Körper  die  Gestalt 

ii'  =  if «  :=  Fi^  24"  ) 

annimmt,  in  welcher  t  .die  Energie  der  Kassen-,  «i  diejenige  der 
Tolumeneinheit  bezeichnet 

Diese  Resultate  sind  im  Grunde  stillschweigend  bereits  in  den 
froheren  Abschnitten  benutzt  worden,  wo  mit  homogenen  Körpern 
operiert  wurde;  denn  die  jenen  zugeflUhrte  Arbeit  und  Wärme  wird 
in  Wirklichkeit  direkt  nur  den  an  der  Oberfläche  liegenden  Baum- 
elementen mitgeteilt  und  pflanzt  sich  zu  den  inneren  fort;  die  ganzen 
Überlegungen  der  §§  2  und  4  sind  also  nur  haltbar,  wenn 

ist 

Sind  die  Teile  des  Systems  nicht  in  Yerschiedenen  Bäumen 
liegende  Massen,  sondern  Bestandteile,  welche  in  demselben  Volumen 
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nebeneinander  existieren,  etwa  die  Elemente  einer  ohemisohen  Yer- 
bindung,  so  liegen  die  Verhftltnisse  total  anders  nnd  werden  im 
folgenden  Kapitel  genauer  untersucht  werden. 

Was  dann  weiter  die  Entropie  eines  Systems  angebt»  so  setzt 
die  Definition  (24)  voraus,  daß  die  Wftrmezufuhr  itQ  aussdiliefilioh 
auf  umkehrbarem  Wege,  also  durch  Abgabe  von  einem  gleich- 
temperierten  Körper,  stattfindet  Dies  ist  angen&hert  erfüllt  auch 
innerhalb  eines  Systems  von  stetig  mit  dem  Ort  wechselnder  Temperatur, 
&ll8  der  Austausch  nur  zwischen  unendlich  benachbarten 
Elementen,  wie  man  sagt  durch  Leitung,  nicht  durch  Strahlung 
stattfindet  Zerlegt  man  ein  solches  System  durch  beliebige  Flftcfaen 
in  unendlich  kleine  Teile,  innerhalb  deren  die  Temperatur  als  kon- 
stant betrachtet  werden  kann,  und  stellt  die  frühere  Überlegung  an, 
so  erhält  man 


worin  das  letzte  Integral  yerschwindet,  wenn  der  Austausch  nur 
zwischen  den  benachbarten  Elementen  stattfindet,  und  die  firfthere 
Beziehung  <f  ^2^»  +  *Pßkh  ^  0  gültig  ist 

Fttr  einen  Körper  mit  stetig  wechselnder  Temperatur,  der  fikr 
Wärmestrahlung  undurchlässig  ist,  kann  man  daher  setzen 

25')  H=^H„, 

woraus  für  einen  homogenen  nnd  (rieiclitormig  teniperierteu  bei  mit 
(24'")  übereinstimmender  Bezeichnung  auch  iblgt 

25-0  H^M^^Fvt>'- 

Die  Enorgiegleicbuug  (2')  wird  für  ^  =  0  bei  Einführung  des 
Wertes  von  cfii  zu 

2ö)  dtr^d'A-i- TdH 

und  stellt  in  dieser  Form  ein  wichtiges  Hilfsmittel  dar  zur  Be- 
stimmung der  Funktionen  oder  H  fttr  eine  bestimmte  Substanz 
aus  empirischen  Gatzen  über  deren  Verhalten  thermischen  und 
mechanischen  Einwirkungen  gegenüber. 

Sei  z.  B.,  was  die  Besultate  besondeis  symmetrisch  werden  läßt, 
der  Zustand  des  Körpers  durch  die  Temperatur  r  oder  T  und  be- 
liebige (ii  —  1)  unabhängige  Variable  o,  ^  c, . . .  bestimmt,  so  wird 
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26) 


d'A^  ArdT-^-^Jada, 

wobei  die  Summen  über  die  von  allen  Variabein  Oy  ö,  e . .  •  her- 
rührenden Anteile  zu  erstrecken  sind. 

Setzt  man  dies  in  (26)  ein  und  berücksichtif:;!^  dafidielMerentiale 
sämtlich  Toneinander  unabhängig  sind,  so  erhält  man 


dE*  _  j  dJf 
da  ^    ea  ' 


oder  bei  Einführung  der  Abkürzung 

worin  M  den  Namen  der  freien  Energie  trägt  auch 


26^ 


27) 


BS 


^A 


db  ~       •  *  * 


Die  Verbindung  dieser  Werte  mit  der  dritten  Gleichung  (26^  ergiebt 

d*A^HdT+dg,  27*^ 
worin  dS  die  gesamte  Änderung  Ton  S  mit  a,  b,  . . .  und  T  beseiohnei 
Fttr  isothermiBche  Vorgänge  erhält  man  noch  einfacher 

d'J  =  drS,  21") 
was  eine  wichtige  Eigenschaft  der  freien  Kner<?ie  ausdrückt. 

Aus  (27')  folgen  Beziehungen  zwischen  den  A,^  und  //,  indem 
mau  M  eliminiert,  z.  B. 


und  auch 


lo" 


BA 

 ji 

db 


6a  ' 


Bb 
BA 


BA^ 

IT 


BA 


dJf 
Tb 


28) 


28') 


de  öa 

die  Verbindung  der  Werte  (27")  mit  der  zweiten  Gleichung  (26') 
fuhrt  dann  auf 


BA^  \ 


was  man  auch  schreiben  kann 
dH'. 


28") 


28"') 


wobei  d  At  die  gesamte  Änderung  von  At  mit  Tf  Of  if  e  *  , ,  be- 
zeichnet. 
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In  (lein  wichtigsten  speziellen  Falle,  daß  die  Arbeit  verschwindet, 
wenn  da  =^  dö  =s  0  ist,  d.  h.,  daß  Ar  —  0  ist,  gieht  dies 
einfacher 

28")  dH~^dT-^^da. 

Nun  ist  allgemein  bei  umkehrbaren  Zastandaandeniiigen 

29)  d*ü  =  MFdT  =  TdH, 

worin  /^die  allpfemeine  spezifische  W&nne  bezeiduH-t.  Benutzt  man 
dies,  und  versteht  unter  1^  denjenigen  speziellen  Wert  von  der 
da=^  db  =        entspricht,  so  wird 

29")        d'n^MndT^  '^'S(-Ta^- Vr")''«' 

oder  in  dem  speziellen  Falle  Ar  »  0  auch 

29  )  d'ii  ^  Mr'd  T  -        -^'^  da. 

Diese  Gleichung  wird  f&r  den  Fall  <f  T  0  identisch  mit  der 
Formel  (114"')  auf  S.  91  und  deshalb  durch  die  Vorstellnngen,  die 
zu  jener  geführt  haben,  mechanisch  interpretiert  — 

Von  den  obigen  Resultaten  wollen  wir  eine  Anwendung  auf  den 
wichtigen  Fall  machen,  daß  es  sich  um  einen  Körper  handelt,  der 
unter  allseitig  gleichem  Druck  P  im  Gleichgewicht  ist;  hier  ist 
au0er  T  nur  noch  eine  Unabhängige  einzuführen. ") 

Wählen  wir  hierfür  das  Volumen,  setzen  also  n  =  T,  so  ist 
rö=r^  und 

:K))  dl4  =  -Pd  r,    daher  -        .^7. «  0, 

und  wir  erhalten  solort  aus  (27  )  und  (27") 
^        p     ö5  TT 

30")  d'Ü^MI^dT'^'T^dF;    r,=  -^  Er- 

wählt man  dagegen  als  zweite  Uuahhüngige  deu  Druck,  setzt 
also  a  =  Pj  so  ist  r^=  und 

d\4  «  -  -P(|^<^^  +        t)  ,  ^ 


31) 


dP'  *  BT' 

und  man  erhält  analog 

oi)   ^ ar"       dT       *  dP"  d'T* 
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T  dH 
M  BT 


81") 


Beachtet  mau,  daß 


TT      '^^^      dP  '^P 


ist,  worin  ce  der  Koeftizient  der  thermisclieu  kubischen  Dilatation, 
ß  derjenige  der  elaKtischen  kubischen  Kompression  ist,  —  erstMer 
bei  konstantem  Druck,  letzterer  l)ei  konstanter  Temperatur  ge- 
nommen, —  so  erkennt  man,  daß  Beobachtungen  über  die  Abhäiijjig- 
keit  dieser  Größen,  sowie  der  spezifischen  Wärme  lon  Druck 
und  Temperatur  die  Bestimmung  von  H  und  S,  und  wegen  (21), 
auch  von  /i"  gestatton. 

In  der  Kegel  wird  man  ec,  F^  dabei  durch  Konstanten  oder 
durch  lineare  Funktionen  hinreichend  genau  darstellen,  auch  die 
Änderung  von  T  häufig  neben  seinem  Gesamtwert  ▼eriiacli lässigen 
können;  dadurch  erhält  man  dann  für  H  und  M  resp.  £P  Funktionen 
Ton  ziemlich  einfacher  Gestalt 

§  6.    Mechanische  Wärmetheorie  für  elastische  Körper. 

Die  im  Yorigen  Eiragraphen  entwickelten  Grundsfttze  wenden 
wir  nunmehr  auf  umkehrbare  Zustands&nderungen  eines  elastischen, 
beliebig  deformierten  und  temperierten  Körpers  an.'*)  Wur  können 
dabei,  weil  die  obigen  Betrachtungen  sich  zum  Teil  nur  auf  homo- 
gene Körper  beziehen,  nieht  den  gesamten  Körper  mit  einem  Male, 
sondern  nur  seine  einzelnen  Volumenelemente,  in  denen  die  Defor- 
mationen \md  die  Temperatur  als  konstant  angesehen  werden  dflrfen, 
der  Behandlung  unterwerfen.  Warum  und  inwieweit  in  diesem  Fall 
die  Wärmezufuhr  zu  jedem  Volumenelement  als  auf  umkehrbarem 
Wege  stattfindend  angesehen  werden  kann,  ist  oben  angedeutet  und 
wird  spftter  noch  genauer  erörtert  werden. 

Als  ursprünglichen  oder  normalen  Zustand  betrachten  wir 
deigenigen,  der  sich  bei  ttberall  gleicher  Temperatur  einstellt, 
falls  auf  den  Körper  entweder  keinerlei  oder  aber  bestimmt  gegebene 
äußere  Kiftfte  wirken;  der  deformierte  Zustand  ist  dann  fftr  jede 
Stelle  gegeben  durch  die  sechs  Deformationsgröfien  a^«»  •  • .  und 
die  von  Ort  zu  Ort  wechselnde  Temperatur  T\  erstere  werden  als 
neben  1  sehr  kleine  Größen  angesehen,  während  T,  und  auch  die 
relatiTe  Temperatur  ^  »  t,  wo  r  eine  aUgemeinere  Bedeutung 
hai,  als  in  den  froheren  Paragraphen,  zunftchst  beliebige  Größen 
haben  |f^n>^T 
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Die  Defonnationsgrößen  sollen  innerhalb  eines  homogenen  oder 
in  seiner  Natur  stetig  Terftnderlichen  Körpers  stetige  Funktionen 
der  Koordinaten  sein,  sie  kdnnen  aber  in  der  Grenze  zwischen  zwei 
dergleichen  Körpern  springen;  die  Temperator  soll  indessen  aberall 
stetig  sein,  da  auch  in  der  Grenze  zweier  Körper,  welche  ursprOng- 
lich  Tersohieden  temperiert  zur  Berührung  gebracht  werden,  sidi 
nach  der  Er&hrong  augenblicklieh  ein  stetiges  TemperaturgefiUle 
büdet 

Die  VeirQckungskomponenten  mögen,  wie  im  IV.  Kapitel  des 
n.  Teiles,  mit  «,  v,  w  bezeichnet  weiden,  die  Komponenten  der 
körperlichen,  auf  die  Yolumeneinheit  bezogenen  Kräfte  mit  X*,  1^,  ^, 
diejenigen  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogenen  änfieren  Drucke 
mit  X,  Yy  Z;  dagegen  mögen  die  Komponenten  der  inneren  Drucke 
als  von  den  früher  betrachteten,  rein  mechanischen,  durch  Berück- 
sichtigung des  Einflusses  der  Temperatur  verschieden,  gleich 
Sfft  •  •  •  gesetzt  werden;  sie  gestatten  indessen  die  unge- 

änderte  Anwendung  der  auf  S.  221  u.  t  angestellten  Überlegungen. 

Demgemäß  haben  sie  in  jedem  Punkte  des  körperlichen  Systemes 
den  Hauptgleichungen 


82) 


an  der  äußeren  Begrenzung  den  Bedingungen 

32')  s,-\-x^H^-\-r^z„+z=o, 

an  der  Grenze  zwischen  zwei  Körpern  (A)  und  {k)  den  Formeln 

»n     (s,\ + {^1 = ("X + (iJx = (^j*  +  (ZA  -  0  • 

zu  genügen,  in  denen 

32-)  /j;=z,,  z,^=.,  =,=  n, 

und 

32"")  ^'  +  ^9  + 

ist 

Die  einem  )i(>Iiel>i^en  Volumen  k  zugefährte  unendlich  kleine 
äußere  Arbeit  ist  deäniert  durch 


33) 


d'A  =  J  [X'du  +  Idv  +  Z'dw)dk 
4-  J {Xdu  -H  1  dv  4-  Zdw)dOf 


und  läßt  sich  durch  Berücksichtigung  von  (82')  und  (32""),  sowie 
durch  eine  teilweise  Integration  leicht  auf  die  Form  bringen 
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33') 

+  i^{Z,äu-^Z^dv  +  Z^dto)\. 

Fttr  ein  unendlich  kleine«  Volumen  dk  benatzt,  giebt  diese  Formel 
nach  Division  mit  dk  den  Wert  der  auf  die  Volumeneinheit  be- 
zogenen Arbeit  d*j4  jdk^  d*a^ 

d'a^  =  (.r  du  +  rdv  +  Z'dw) 


^  l^[3,du  ^  S^dv -k- S,dw) 

•-^^^{HJu+Udv  +  H^dw) 

d 


33") 


•^~{Z,du  +  Z^dv  +  Z,dw), 

oder  uuter  Berilcksiclitij^ung  von  (32) 

d\^ -{S^dx^-tH^dsf^+Z^dz^+H^dy^-i-Z^dz^+S^dx^+d^f^,  34) 

worin  I/',  die  lebendige  Kraft  der  Volumeueinbeit  an  der  betrach- 
teten Stelle  ist. 

Hierzu  fügen  wir,  indem  wir  unter  die  auf  die  Volumenein- 
beit  bezogene  Energie  verstehen: 


V 


340 


ebenso  giebt  sich  f&r  die  Entropie  der  Vdumeneinheity  welche 
nach  ihrer  Definition  tou  der  Bewegung  unabhfingig  sein  mufi: 


rf«  «  |5«  dx  +i^dy  +  t'^'  dz  +  Pj'dy  +  dz 

dm 


84") 


•j 

Da  zwischen  den  vorstehend  dehnierten  Größen  die  Beziehung 
dt,  -  d*a,  +  c^<Oi  -  «Tfl«!  +  Tdf9,  84'") 

bestellt,  in  welcher  siVh  das  von  der  (Teschwindigkeit  ubhäugige 
GUed  </y'i  heraushebt,  so  sind  die  hier  vorliegenden  Verhältnisse 
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(Ion  am  Kiido  des  vorim'ii  Paragraphen  vorausg(^setzten  gleich,  auch 
ist  der  Wert  d'oi^  von  der  eiofachsteu  Gestalt,  bei  welcher  At  ver- 
schwindet. 

Demgemäß  können  wir  alle  dort  allgemein  erhaltenen  ßesultate 
auf  unser  Problem  einfach  übertragen. 
Setzen  wir  abgekürzt 

35)  ^^Tfi.-rp.^^l-  Tv,  =  Si, 

worin  $2  als  die  freie  Energie  der  Volumeneinlieit  zu  be- 
zeichnen ist,  «o  erhält  man  aus  (27') 

SS-)   

ans  (28) 


35") 

und  aus  (28') 
35'") 


dx  -  BT^'"  Bx  ~  BT 

»  ■  y 


BS,  JBH^  BS^^eZ, 
du        d  X  '     b  X  öj:' 


•  •  •  • 


Mit  der  Formel  (28")  korrespondiert  wegen  der  Beziehung  (29) 
88)     rf^-^rf7'-^'^rfr+(*-;!rf«.+  ...  + 

und  wenn  man  nach  (29')  die  spezifische  Wäme /],  bei  konstanter 
Deformation,  welche  dun-li  dx  =</y„=  .  .  ,  =  rfar  =0  definiert 
ist  und  der  Gröfie      auf  S.  522  entspricht,  mittelst  der  Beziehong 

einführt,  giebt  dies  auch 

36")  dn^  =.         7'  +  (  ^"^^  rfx.  +  . . .  +       */x^) . 

Hierdnrch  ist  d^^  mit  Hilfe  von  wohldefinierten  und  direkter  oder 
indirekter  Bestimmung  durch  die  Beobachtung  zugänglichen  GrGfien 
ausgedruckt 

Weitere  reciproke  Beziehungen  erhält  man  dnrch  Eombinatioii 

▼on  (35")  und  (86  )  in  der  Form 

'  T  Bx  '~dT*'"'    T  Bx    7  BT*  ' 

sie  sprechen  einen  merkwürdigen  Zusammenhang  zwischen  der  qie- 
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zitischou  Wärme        und  den  (jesaintdnukeji  aus,  auf 

den  wir  boi  gewissen  speziellen  Füllcu  noch  zurückkommen. 

Eine  zweite  wichtige  spezifische  \V'ärnie,  niimhVh  diejenige 
bei  konstauten  8j)aunungen       .  .  .  H,^,  erhält  man,  indem  man 
in  der  Formel  (3ö)  die  Veränderungen  dx  ,  .  .  .  dx   so  bestimmt, 
daß  sie  die  dS^j , ,  ,dM^  zu  Null  maohen;  man  kann  das  Besul- 
tat  schreiben 

T  IBÄ^  Bx^  BS   dx  \ 

-T.  —  ^4  +  y  y-Q-ff      +  •  •  •  +  d T  bt]'  ^ 

wenn  man  sich  in  den  ersten  Faktoren  der  Ausdrucke  in  der  Klammer 
die  Drucke  durch  die  IWormationsgr&fien  und  die  Temperatur,  in 
den  zweiten  die  Deformationsgrößen  durch  die  Drucke  und  die 
Temperatur  ausgedrückt  denkt  — 

Bis  hierher  sind  die  Entwickelungen  vollständig  allgemein; 
nunmehr  wollen  wir  zu  speziellen  Ansätzen  übergehen  und  nehmen 
dazu  au,  daß  die  Abweichungen  der  vorkonunenden  Temperaturen  7' 
▼on  der  normalen  7],,  also  T—1\  —  t  als  eine  Größe  erster  Ordnung 
neben  betrachtet  werden  können,  wie  gleiches  für  die  Deformations- 
größen gegenüber  Eins  gilt.  Wir  k("»nntMi  ilaun  nach  Potenzen 
von  Xj,,  .  .  .  .1-^  und  T  entwickeln  und  mit  dem  niedrigsten  Glied  ab- 
breclien.  Macht  man  die  Ixiden  speziellen  Annahmen,  daß  im 
Normalzustande,  d.  h.  mit  verschwindendem  j:^,  .  .  .  .r^  und  r,  sowohl 
die  Drucke,  als  die  Entropie  verschwinden  —  von  denen  nach  dem 
oben  Gesagten  die  erstere  wesentliche,  die  zweite  nur  formale 
Bedeutung  besitzt  — ,  so  stellt  sich  als  eine  homogene  Funktion 
zweiten  (Grades  dar,  die  wir  bei  Einführung  der  Konstauteu  c^j, 
und  r  schreiben  wollen**'): 


2 


37) 


-  -  r  {'h      +  % !fy  +  ?3  ^.  +  74.y.  +  ^6  ^,  +  %  -r,)  -  r  j 

Für  die  Größe  von  r  folgt  aus  (36') 


370 

betrachtet  man  hierin,  gemäß  der  eingelilhrten  Beschr&nkuug  auf 
Glieder  zweiter  Ordnung,  q  und  T  als  die  konstanten  Normalwerte 
und  Tp,  wie  die«  weiteriun  geschehen  soll,  so  findet  sich  in 
gleicher  Annftherung  konstant 

Aus  (37)  erh&lt  man  gemäß  den  Beiiehungen  (35 ) 
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37") 


die  Orößen  X^^*,,X^  stellen  sich  also  als  die  elastisAen  isothemuschen 
Drucke  des  Ansatiee  (107")  «nf  S.  881  dar,  die  Produkte  ^^^r  als 
die  Zuwachse,  welche  sie  infolge  der  Temperatuiftnderungen  erhal- 
ten, und  die  man  kurz  die  thermischen  Drucke  nennt *^) 

Die  isothermischen  Elasticitfttakonstanten  e^^^  und  die  Kon- 
stanten der  thermischen  Drucke  folgen  aus  durch  sweimalige 
Differentiation;  denn  es  ist 

Die  freie  Energie  |j  läßt  sich  unter  Einführung  des  elastischen 
Potentials  (p^  der  Voluniencinhcit  schreiben 

4i  -  9i  -        -^x  +  •  •  •  +         -  i**^*» 
und  für  die  gesamte  Energie  «|  der  Volumeneinheit  findet  man 
nach  (85) 

87'")      =  ((jp,  +  t/;,)  +  7;,(9i  X,  +  . . .  +       )  +  ir(T»-  TJ), 

worin  (qr^  +  i/'^)  den  rein  mechanischen  Anteil  derselben  darst»'llt; 
die  innere  Energie  b\  wird  daraus  durch  Beseitigung  des  Glie- 
des j/'j ,  der  lebeniligen  Kraft,  erhalten.  Da  die  Deformationsgröüen, 
sowie  die  DilYrrciiz  7'—  7],  =  r,  als  Größen  erster  Ordnung  gelten, 
80  enthält  f|  Glieder  erstt-r  nnd  zweiter  Ordnung  nebeneinander; 
bei  ßeschräukuug  auf  die  erstereu  wird  unter  KUcksicht  auf  (37  ) 
sehr  einfach 

87"")  -  Tote*.  +  •  •  •  +  u'i  +  ^r^^' 

Die  elastische  Ekiergie  ist  hieraus  ToUst&ndig  Tenchwunden,  und  der 
llbrigbleibende  Teil  ist  mit  17,      identisch.  — 

Bezeichnet  man  die  isothermischen  Elasticit&tsmoduln,  wie  im 
IV.  Kapitel  des  IL  Teiles,  mit      und  setzt  abgekürzt 

38)  +  y,**»  +  •  •  •  +  ?e*iM»  =  «*» 

so  gilt  auch  umgekehrt 

86)  fli      +  fl,c^,  +  . . .  +  a^gf^  «  q^. 

Unter  BerOcksichtigung  dieser  Beziehungen  kann  man  die  enien 
sechs  Qleichungen  (87    leicht  nach  auflfieen,  indem  man 

sie  mit  den  Faktoren  «j^,,  ztmammeniaftt;  setzt  man  noch 
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die  erhaltenen  ^\'erte  in  die  letzte  Gleichung  (37")  ein,  so  erhält 
man  das  (37")  entsprechende  System 


—  x_ 


—  X 


38") 


88'") 


^       *ei  Ä  +  •  •  •  +  'ü     —  ^ 

+  »/)  =      /  (flj       +  .  .  .  +  Ä^)» 

worin  nach  Formel  (36' ')  ' 

Es  ist  also  in  der  eingeführten  Annäherung,  sowie  F^,  auch  von 
*mf  -  •  ^  unabhängig. 

Weiter  gilt  bei  Yemachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ord- 
nung auch 

-  Co^.^  -  'JH)!«!  Ä  + . . .  +    ^)  -  i?i  To-  ^"") 
FOr  krystallinische  Körper,  welche  Synunetrieen  besitsen,  spe- 
zialisieren sich  die  Teile  des  Ansatzes  (37)  nach  den  Schemas  IV 
und  II  auf     187  und  148.   FOr  isotrope  Körper  wird  speziell 

2{,  =     (-r,  ^%)'  +  c,(xj  +  yi  +  zl  +         +     +  ar,«)) 

-  2^t(x,  +     +  »)  - 
oder  bei  Benutzung  der  Abkürzungen  i^  und  i9-'  von  S.  336 

0 

und  hieraus  folgt 

—  Ä  =  C^*m  +      ^  —  yT,     —  ^  s  i<?ty«> 

—  Z,  =  C,      +  Cj       —  9  T  ,      —         =  i  C,  J-y , 

—  ar,  «  *^        y/y  +     Z,—  ar,    —  y.  a  2«,i/,, 

—  «  «1  ^ +      + <iZg —  ÄT,   —  2^  — 2#,  Z., 

—  *.  =    Ä+*iÄ^+*Z.  —  ar,    —  7ya2«,^y 

3  Toja 


39) 


89) 


a  =  y(«  +  2«j), 


39") 


wobei  wie  firtther  c  —  C|>BCg,  «  —  j^»«^  gesetzt  ist  Ffir 
keiten  wird  speziell 


Cj,      » 0,   also  ^aB8ae. 


89'") 


PhTilk. 


84 
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Bei  isotropen  Körpern  hat,  wie  iiiaii  sieht,  der  thermisclie  Druck 
die  Natur  eines  hy d rostatisclien  Druckes;  er  ist  normal  gegen 
das  Blächeneleni«  iit  gerichtet  und  von  dessen  Orientienuig  unal»- 
hiingig.  Die  Eiitro})ie  enthält  die  Derorniationsgrößen  nur  in  der 
Komhination  //.  und  hieraus  folgt  hei  Rücksicht  auf  (36),  daß  auf 
die  spezitischen  Wärmen  auch  nur  das  A'erhalten  der  räurnliclien 
Dilatation  EinHuß  hat.  Demgemäß  muß  hier  die  spezifische  Wärme  bei 
konstanter  Deformation  mit  der  hei  konstantem  Volumen  identisch 
sein,  und  da  nach  der  vorletzten  Gleichung  (39")  auch  nur  eine 
spezifische  Wärme  bei  konstanter  Spannung  existiert,  muß  diese  mit 
derjenigen  bei  konstantem  allseitig  gleichen  Druck  übereinstimmen. 

Wir  wollen  demgemäß,  um  die  Verbindung  mit  der  frobereo 
Bezeichnung  herzustellen,  für  isotrope  Körper  setzen 

Diese  Resultate  bedürfen  einer  »gärizung,  wenn  im  Nonnal- 
zustande  die  äußeren  Kräfte,  und  daher  die  inneren  Spannungen, 
nicht  verschwinden,  sondern  heliehig  vorgeschriehene  Werte 
besitzen,  ein  Fall,  der  fast  nur  hei  Gasen  ein  Interesse  hat  und 
daher  durch  einen  Zusatz  erledigt  werden  mag.  Hier  ist  zu  dem 
W'erte  von      in  (37)  noch  das  (rlied 

-2(=Sa:,  +  ...  +  Ä;a:,) 

hinzuzufügen,  welches  bewirkt,  daß  in  den  Formeln  (37"),  wie  denei 

des  Systems  (38)  bis  (38'"),  =^-51«^, . . .  =  =;  an  SteUe 

der  Bxii  > .  ^  (37"")  auf  der  rechten  Seite 

öf^  ™      (     ar,  +  .  .  .  -|-  3^  *y  ) » 

d.  h.  die  Arbeit,  welche  die  Deformation  bei  konstanten  Anfangs- 
spannungen erfordert,  den  übrigen  Gliedern  zuorduet,  so  daft 
«1  =  «1  +  Vi  T,,  wird. 

Die  Notwendigkeit  dieser  '^Ergänzung  erkennt  man  deutlich, 
wenn  man  die  Energie  eines  idealen  Gases  berechnet,  das  im  Normal- 
zustände unter  dem  Druck  stehen  mag.  Hier  wird  die  ergänzte 
Formel  (37"")  zu 

40)  =  7iyi^  +  ^o'^^;~^««>; 

zugleich  folgt  aus  (39') 

(4(0         Ä  -  i^;  -  2;    »  -    +  y  T. 

Nun  giebt  aber  das  Botub^Gat  Lu88AC*sche  Gesetz  bei  ToUständiger 
Differentiation 

PdF+FdP^MBdTy 
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und  hieraus  folgt  in  der  jetzt  benutzten  Bezeichnung 

p^-F,,^)-  +  Bg,T^^P,{^+        .  40") 

■'o 

Die  Vergleichung  mit  (40')  zeigt,  daß  bei  idealen  Gasen  einer- 
seits c=B     sein  muß,  was  schon  früher  benutzt  ist,  andererseits 

!7  =  ^('o  =  45  40"') 
letzteres  führt,  in  (40)  eingesetzt,  sogleich  auf 

•l-'^'.e.».  40'") 

in  Ubereinstimmnng  mit  Formel  (20),  wenn  man  berücksichtigt, 
daß  wir  bei  der  jetzigen  Betrachtung  die  Energie  Ton  dem  Normal- 
zustande  r  s  0,  nicht  Ton  7  ss  0  aus  rechnen.  — 

Der  Ansatz  (37),  welcher  für  sehr  kleine  Temperaturintervalle 
r  a  T  —  7]^  gilt,  muß  für  größere  yerallgemeinert  werden,  und  es 
wird  der  nächste  Grad  der  Genauigkeit  erreicht,  wenn  man  die 
Eonstanten  c^^^,  und  r  mit  lineftren  Funktionen  der  Temperatur 
▼ertauscht;  eine  Berücksichtigung  höherer  Potenzen  der  Deformations- 
großen ist  dabei  noch  nicht  nötig,  da  diese  in  praxi  immer  sehr 
klein  sind.**) 

Dieser  ▼erallgcmeinerte  Ansatz  führt  auf  dieselben  Formeln  für 
die  Druckkomponenten  . . .  nur  ist  die  Bedeutung  der  Cf^^  und  (j,^ 
eine  andere  geworden;  dagegen  ist  der  Ausdruck  für  17^  viel  kom- 
plizierter, denn  es  tritt  zu  den  in  (37")  aufgeführten  GUedem  noch 
der  negative  Wert  von  |^  selbst,  nachdem  in  demselben  die  c^^^, 
und  r  mit  dc^^jÖTf  dq^fdr  und  drjdx  vertauscht  sind. 

Wir  wollen  ihn  daher  nicht  aufstellen,  sondern  nur  hervorheben, 
dass  nach  (36')  unter  der  gemachten  Voraussetzung,  falls  man 
d(f  [dx  in  9'  abkürzt,  folgt 

^d-|[?'i'.  +  -  +  ?;',  +  '-  +  2r'rj.  41) 

Üs  ^\ird  hier  also  I ^  sowolil  von  der  Temperatur,  als  von  den 
Deformutionsgrößen  ahhängig. 

Die  Formelu  (30"  )  aber  iautcu  hier 

  • 

bei  isotropen  Körpern  enthalt  =«  die  Deformationsgrößen  nur 
in  der  Kombination  ^  b    +     +  ^  Sil^ 

1  ^^^^       V  AV'S 

34* 
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wodurch  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  der  Wftnnekapacitftt 
der  Yolumeneinheit  qF^  und  dem  Koeffizienten  q  des  thermischen 
Druckes  ausgesprochen  ist 

§  7.  Ihennisohe  Dilatation.   Adiahatiiohe  Deformation. 

Die  n])cn  •jofundenen  Formeln  (37")  für  die  in  einem  elastisehea, 
))eliebig  temperierten  Körper  wirkenden  (xosamtdrucke,  welche 
allerdings  kleine  Abweichungen  t  der  Temj)eratur  T  von  der  Au- 
fangstemperatur  T„  voraussetzen,  l)ieten  die  Grundlage  für  die  Ent- 
wickelung  der  allgemeinen  Gesetze  der  tliermischen  Dilatation  bei 
mäßiger  Temperaturänderung.*') 

"Wir  betrachten  zunächst  nur  Körper  mit  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung konstanter  Temperatur  ohne  Einwirkung  äußerer  Kräfte. 
Man  genügt  in  diesem  speziellen  Falle  den  Haupt-  und  Obertiächen- 
bedinguugen  (32)  und  (32  )  zugleich,  iudem  man  überall 

setzt   Es  folgt  dann  aus  (38") 

42)    X,  =  aj  T,  1/^  =  a,T,     =  «jT,     =  04 T,  ar,  =  OgT,      =  a^r, 

und  hierdurch  werden  die  Konstanten  Oj,  o,,  ei,  als  die  Konstanten 
derthermischen  linearen  Dilatationen  parallel  den  Koordinaten- 
azen,  a^,  o^,  als  diejenigen  der  thermischen  AzenwinkeU 
änderungen  definiert;  sie  sind  sämtlich  reine  Zahlen,  es  gilt  also 

421  Kl  =  1  • 

Die  räumliche  thermische  Dilatation  findet  sich  nach  (42) 

42")  ^«(o,  4-a,  +  «s)^-«^» 

der  Faktor  von  t  ist  also  der  kubische  thermische  Diia- 
tationskoeffizient. 

Die  Hneäre  thermische  Dilatation  /.  in  einer  beliebigen,  durch 
die  Kichtungskosinus  a^,  gegebenen  Richtung  *  ist  nach  For- 

mel (7)  auf  S.  217 

woraus  folgt,  daß  aus  einer  Kugel,  die  aus  einem  heliehigen  KiystaU 
hergestellt  ist,  durch  gleichfftrmige  Erwärmung  jedeneeit  ein  Ellip- 
soid  wird. 

Von  erheblichem  praktischen  Interesse  ist  femer  die  thermische 
Änderung  des  Winkels  zwischen  zwei  in  oder  an  einem  Kiystall 
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bezeichneten  Ebenen ,  welche  der  Beobachtung  fiast  noch  leicliter 
zugänglich  ist,  als  die  lineäre  Dilatation  einer  an  ihm  markierten 
Strecke.»*) 

Seien  die  Gleichungen  der  beiden  Ebenen  Tor  der  Deformation 

jra^  +  y/?^  +  zy^^  =       für  h  =  i  und  /*  =  2 ,  43) 

80  sind 

T  r  r 

die  Abschnitte,  welche  dieselben  auf  den  Koordinatenazen  markieren. 
Infolge  der  Deformation  erhalten  die  Schnittpunkte  die  folgenden 
Koordinaten 

du  ,  dr\  dw 

und  wenn  man  die  Gleichungen  der  £benen  nach  der  Deformation 
schreibt 

^«A  +  I/ß'h  +  ^r'h  =  r'n ,  43') 

80  läßt  sich  t^lr'k,  ßh/rkf  /h/ri,  dadurch  bestimmen,  daß  die 
Gleichungen  (48')  durch  die  Koordinaten  des  vorstehenden  Systems 
befriedigt  werden  mttssen. 

Man  eihaity  da  i>,  lo  unendlich  klein  sind,  durch  Ann&herung 
sehr  leicht 

oder,  da  und  sich  auch  nur  um  eine  Größe  erster  Ordnung 
rjk  —    »  unterscheiden, 

Nun  sind  zwar  die  Strecken,  welche  bei  der  Deformation  aus 
den  Loten  und  werden,  nicht  mit  r[  und  identisch;  sie 
unterscheiden  sich  aber,  wie  die  bloße  Anschauung  lehrt,  nur  um 
eine  Ghröße  zweiter  Ordnung  von  ihnen;  daher  dürfen  wir  gf^|rf^  mit 
der  üne&ren  Dilatation     in  der  Richtung  you  identifizieren. 

Ist  weiter  x  der  ursprOngliche,  x'  der  durch  Deformation  er«^ 
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44) 


440 


haltenp  Winkel  zwischen  deu  beiden  Ebenen  und  y  —  /  =  f ,  so  er- 
hält man  wegen 

cosx  =  «i     +     ^,  +  rir%f    cosx  =  «1 +  Ä  Ä  +  Ti  Yt 
sogleich 

=  (A,  +  Äj)  ^'"^  (■'  X  ^^1  ''^a  +     ßi  ßi  +     ?'i  J'a) 

-  [y.(/?i  yi + ri  Ä) + ^+<*i  r.) + A + A  «,)]• 

Setzt  man  in  diesen  allgemeinen  Wert  die  Ausdrücke  (42) 
und  (42"'),  80  ergiebt  dies  schließlich: 

vnnx  -  a^^ttmx  -  [2(«,  «i  «,  +  «,  A  Ä  +  ««n ^i) 

+  «4(Ä?'j  +  A/i)  +  «6Ü'i  «^a  +  +         A  +  «f  A)]^ 

W  +  «J)  +  ^{ßl  +  ßi)  +  «« W  +  yJ) 

+  +  +     (;'i  «1  +  '/i       +     («1  ßi  +     i^-')]  ^ 

Die  Formel  Tereinfacht  sich  erheblich»  wenn  die  beiden  Fl&chen 
ursprünglich  zu  einander  normal  waren. 

Bei  regulären  Krystallen  und  isotropen  Körpern  wird 

44")  »»8ar»ar,   X^ar,  y»0; 

hei  idealen  Gasen  ist  überdies 

44  )  Sa  =  a  =  \  T; 

denn  aus  dem  BoYLB-GAY-LussAc'scheu  Gesetze  iblgt 

1  dV 

v  e  f  ~~  p  ' 

und  die  linke  Seite  ist  gleich      die  reclite  gleich  1    T.  — 

Die  Hauptgleichungen  (32)  werden  im  Falle  des  Gleichgewichtes 
auch  durch  beliebige  konstante,  aber  von  Null  verschiedene 
Werte  der  Druckkomponenten  ...  S  befriedigt.  Bestimmt  man 
deren  Größe  dadurch,  daß  man  die  beforniationsgrößen  sämtlich 
gleich  Null  setzt,  so  geben  die  Gleichungen  (37") 

45)  ^  =  9iT,  flJ^-y.T,...  J?^«y,T, 

und  aus  den  Formeln  (32')  und  (32"")  kann  man  dann  diejenigen 
Werte  der  äußeren  Drucke  bestimmen,  welche  notwendig  sind,  um 
die  Wirkung  der  konstanten  Temperaturänderung  r  gerade  zu  kom- 
pensieren. 

Fttr  ein  rechteckiges  Prisma,  dessen  Flächen  den  Koordinaten- 
ebenen parallel  sind,  erhält  man  die  Werte  (45)  selbst  als  die  Be- 
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trüge  (1er  Kninpitnenten  der  äußeren  T)ru(  ke.  Sic  drücken  sich  in 
den  <]er  direkten  Beoltaelitun.ii  zugänglichen  therniischen  Defuruiations- 
koci'tizienteu  und  den  isuthermischen  Klasticitätskoustanteu  Cj^^  aus 
gemäß  der  Jb  ormel  (38  ) 

Das  allgemeine  rroblem  der  Deformation  eines  verschieden  tem- 
perierten Körpei*s  ist  bei  gegebener  Tem])eratur  auf  dasjenige  der 
Deformation  eines  K()rpers  unter  der  Wirkung  körperlicher  Kräfte 
und  oberHächlicher  Drucke  zurückführbar.  Denn  in  den  Haupt- 
gleichungen (32)  lassen  sich  die  Anteile,  welche  die  thermischen 
Drucke  zu  den  S^,...^^^  liefern,  als  k()rperliche  Kraftkompouenten 
<l<*uten,  in  den  Obertlächeubediuguugen  (32')  als  die  Kompoueuteu 
von  Obertiächendruckcn. 

In  i)raxi  komplizieren  sich  die  Verhältnisse  dadurch,  daß  die 
Temperaturverteilung  nicht  direkt  gegel)en,  sondern  aus  gewissen 
Bedingungen,  welche  ihrerseits  die  Deformation  des  Körpers  ent- 
halten, zu  bestinim(-n  ist.  Die  (iieichimgeu  dieses  Problems  werden 
in  §  9  abgeleitet  werden.  — 

Adiahatische  Zustandsänder  uugen  eines  elastischen  Kiu-jiers 
smd  solche,  liei  denen  keinerlei  Wärmeaustausch  zwischen  den 
einzelnen  \  olumenelementen  des  Körpers,  wie  auch  zwischen  dem 
Körper  und  seiner  Umgebung  stattfindet.  Sie  treten  bei  homogenen 
Deformationen  stets  dann  ein,  wenn  der  K<iri)er  von  adiather- 
nianen  Hiillen  umgeben  ist,  bei  nicht  homogenen  allein  im  Falle 
von  schnellen  Schwingungen,  bei  w<»lchen  der  Wärmi'iibergaug  zwischen 
Nachbarelementen  der  Kürze  der  Zeit  halber,  welche  ein  jeder  Zu- 
stand andauert,  nicht  merkhch  ist.  Letzteres  ist  bei  allen  tönenden 
Schwingungen  sehr  nahe  erfüllt;  für  sie  gelten  daher  in  erster 
Linie  die  folgenden  Gesetze. 

Da  die  Entropie  jy,  im  natürlichen  Zustande  des  Körpers  gleich 
Null  gesetzt  war,  so  sind  adiabatische  Zustandsänderungen  solche, 
bei  welchen  //^  =  0  bleibt.  Dies  ergiebt  nach  (87")  und  (38")  zwei 
Formen  der  daraus  tblgenden  Beziehungen,  nämlich 

-  «  71*,  +  ...  +  q^Xy  46) 

und 

~fliAr+  ...  -i-  gfl  =y;  46*) 

die  entere  bestimmt  die  bewirkte  Temperatur&ndenmg  r  durch  die 
hervorgebrachten  Deformationen,  die  letztere  durch  die  erregten 
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Druckkomponeuten.  Das  VerbäLtois  beider  Fomeln  bei  gleichem  r, 
nämlich: 

46")  -1 «  -     iL  •<•«..  +  a^Sg_ ^ 

drückt  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen  r^fFd  durch 
die  bei  einer  adiabatischen  Deformation  einander  entsprechenden 
Drucke  und  Deformationsun-r^ßen  aus. 

Far  isotrope  Körper  liefert  (46)  unter  Berücksichtigung,  da6 
hier     s  ist, 

wobei  3  a  nach  Fonnel  (44")  die^Bedeutung  des  kubischen  thermischen 
Dilatationskoefficienten  u  und  3(«+2*,)  nach  Formel  (113"")  auf  S.  336 
diejenige  des  kubischen  Kompressionsmoduls  ß  besitzt;  (46')  ergiebt 
wegen  F,  —  F^ 

4T)  ^  =  a{S,  +  Hy  +  Z.), 

also  bei  allseitig  gleicher  Dnickänderuug  p.=  F  —  F^ 

i  )  =  Zap. 


0 


a,  der  thermische  lineäre  Ausdehnungskoeffizient^  ist  je  nach  der 
Substanz  meist  größer,  in  vereinzelten  Fällen  auch  kleiner,  als  Null; 
in  dem  ersteren  Falle  bewirkt  nach  der  letzten  Formel  ein  allseitig 
gleicher  Druck  eine  Steigerung,  in  letzterem  eine  Elmiedrigung  der 
Temperatur.  Dies  Resultat  ist  durch  Beobachtungen  bestätigt 
Durch  Elimination  von  r  folgt  aus  (47)  und  (AT") 

4b)  7;=*"'  5 

eine  Beziehung,  die  eine  experimentelle  Bestimmung  von  x  ermöglicht 
Bedenkt  man  nämlich,  daß  bei  isothermischer  Deformation 

48')  1^.- -3(*  +  2*i);> 

ist,  so  kann  man,  indem  man  die  demselben  Druck  entsprechende 
adiabatische  Dilatation,  durch  &^  bezeichnet,  auch  schreiben 

48")  —  |l. 


a 


woraus  die  Rielitiirkcit  der  geuiaclitcii  Bemerkung  erhellt. 

Für  ideale  Gase  ist  nach  (44')  3a  =  1/T^,  also  wird  für  sie 
aus  (47") 

48")  i/»r,T=p. 
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Hierin  bezeichnen  t  und  p  nur  die  einander  entsprechenden  Zu- 
wachse von  Druck  und  Temperatur,  sind  also,  um  zu  den  Formeln 
Ton  §  4  zur&ck  zu  leiten,  durch  d  T  und  dF  zu  ersetzen.  Es  wird 
dann  wegen  Vq^  M 

Mr^dT^  FdP, 

oder,  da 
ist,  auch 

dT     ,  ,.dP 

Dies  giebt  durch  Integration 

-  ^1        oder  F«P »  ^„ 

worin  und  Eonstante  bezeichnen,  in  Übereiitttimmuiig  mit  den 
Formeln  (28"')  für  adiabatische  ZustandsSndemngen  idealer  Gase.  — 
Entnimmt  man  den  Formeln  (46)  und  (46')  den  Wert  der  adia- 
batischen Temperatnrändemngr  und  setzt  ihn  resp.  in  die  Gleichuugeu 
(37")  und  (38")  ein,  so  resultie^  ein  System  Ton  Beziehungen  zwischen 
den  Druckkomponenten  ^,...3^  und  den  Deformationsgrößen  Xf,...^^, 
wie  es  speziell  den  adiabatischen  Deformationen  eutspricht**) 
Es  wird 


worin 


49) 


ist;  analog  wird 

....  ^  ..............  ^  f 


50) 


wonn 


Berücksichtigt  man  das  auf  S.  838  Uber  Deformationen  ohne 
Wärmebewegung  G^esagte,  so  erkennt  man,  daß  die  Faktoren  ej^j^  i>>it 
den  dort  erwähnten  adiabatischen  Elastizitätskonstanten, 
die  ÄAik  mit  den  adiabatischen  Elastizitätsmoduln  des  Körpers 
identisch  sind:  ihr  Zusammenhang  mit  den  isothermischen  Eon- 
stanten und  Moduln  e^^j^  und  s^^^  ist  nach  (49')  und  (50')  in  sehr 
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einfacher  Weise  durch  die  Koeffizienten  der  ihermisc&en  Drucke 
und  der  thermischen  Deformationen  Termitfcelt 

Eine  besonders  ein&che  Bedeutung  haben  die  Formehi  für  die 
Elasticitiltsmoduhi,  weil  diese  GrGßeni  wie  im  IV.  Kapitel  des 
IL  Teiles  gezeigt  ist,  das  Maß  einer  Reihe  Ton  wichtigen  Defor- 
mationen bilden. 

Der  isothermische  Modul  der  räumHohen  Kompression  bei  all- 
seitig gleichem  Drucke  ist  nach  Formel  (US"")  auf  8.  886 

ftlr  den  adiubatischeu  .s>  erliiiit  mu.u  uach  (50'} 

61)         .;-,.-/;.(a,+«,  +  o,)'-,.-|'»;*, 

worin  c(  nach  (42")  die  Bedeutimg  des  kubischen  thermischen  Düa- 

tationskocftizicnten  liat. 

Der  isothcrniische  ^lodul  der  lineiiroii  longitiidinaleu  Dilatatidu 
l)ri  cinsi'itifTer  Di'lmunt:  eines  rylindciN  ist,  wenn  die  ziinik'list  ])eliel)ige 
Z-Ax«'  in  die  Riciitung  der  ( Vliuderaxe  i^'elejjjt  wird,  nach  der  ersten 
Formel  (190  )  aul'S.  409  gleich       für  den  adiabatischen  giebt  (50') 


51')  =  '3s  - 


r 


Wt»  (l^ 


nach  (42)  der  lineäre  thermische  DilatationskoeMzient  nach 

der  Cyüuderaxe  ist 

Die  isothermisdien  Moduln  der  DriUung  eines  Cylinders  durch 
Moment  um  seine  Axe,  sind,  wenn  man  wäeder  die  /f-K« »ordinalen- 
axe  in  die  Cylinderaxe  legt,  nach  Formel  (192')  auf  S.  410  gleich 
und  t^y  die  adiabatischen  werden  nach  (50') 

51  )  *44  =         -        /  •    '  =  *66  "  -jjjy  \ 

dann  haben  und  a.  nach  (42)  die  Bedeutung  der  Koefilzienten 
der  thermischen  Wiiikeländerungen  der  Y-  und  resp.  der  X- 
und  i^Axü.  Die  isothermischen  und  adiabatischen  Moduln  sind  hier 
also  gleich,  wenn  die  Cylinderaxe  sich  durch  die  Erwärmung  nicht 
gegen  die  Ebene  des  Querschnittes  neigt  Dies  ist  immer  der 
Fall,  wenn  die  Cylinderaxe  in  eine  Icrystallographische  Symmetrie- 
axe  fällt 

FUr  iBoti'o])P  Körper  vereinfachen  sich  die  Formeln  (49),  da 
(49')  hier  speziell  die  drei  Beziehungen 

52)  *^-^  +  -^^'     'i^'^-^^r"»  = 

liefert,  zu 
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52) 


ebenso  ergiebt  (50  )  bier 


imd  wird  demgemäß  ans  (50) 


52") 


Bei  Flü88i(^eiteii  wird  <^=s  0,  c  s  also  aucb  c^s  0,  e*=  c\; 
c  ist  dabei  identiscb  mit  dem  auf  S.  847  eingeführten  e^,  c*  mit  dem 
S.  365  benutzten  c^. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  bei  allen  isotropen  Körpern  der 
Unterscbied  zwischen  isothermischen  und  adiabatischen  Konstanten 
oder  Moduln  sich  nur  bei  solchen  Deformationen  geltend  macht,  die 
▼on  einer  kabischen  Dilatation  begleitet  sind.  — 

Bei  allen  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern  ist  der  Unter- 
schied der  adiabatischen  Ton  den  isothermischen  Konstanten  und 
Moduln  sehr  klein;  bei  den  gasförmigen  dagegen  wird  er  außer- 
ordentlich bedeutend. 

Wir  wollen  c'  für  ein  ideales  Gas  bestimmen. 

Hier  ist  c  =  P^,,  d.  h.  gleich  dem  Druck  im  Normalzustande, 
g  =  Pq/Tq,  worin  7^  die  Normaltemperatur  bezeichnet;  es  folgt  aus 
der  ersten  Formel  (52) 

P « 

worin      den  Werten      und      entspricht  Da  nun  ferner 
ist,  80  wird  auch 

c'-j;J-i',x,  62") 

eine  Beziehung,  die  unter  etwas  abweichender  Bezeichnung  schon  auf 
S.  365  erw&hnt  und  benutzt  worden  ist 
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§  8.  Nicht  umkehrbare  Vorgänge  ohne  Wärmebewegung. 

Im  Torstehenden  smd  auBseUießlioh  lunkehrbare  Zustands- 
änderungen  emes  körperlichen  Systemes,  oder  wenigstens  solche,  die 
sich  nnr  unendlich  wenig  von  dergleidien  unterscheiden,  der  Be- 
trachtung unterworfen  worden.  Auf  nidit  umkehrbare  ist  ein  großer 
Teil  der  erhaltenen  Besultate,  nämlich  alles,  was  sich  auf  die  zweite 
Hauptgleichung  der  mechanischen  Wärmetheorie,  d.  h.  auf  die 
Formel  d^Sk  «  TdH  grflndet,  nicht  mehr  anwendbar.  Trotzdem 
kann  man  diese  Vorgänge  der  Theorie  bis  zu  einem  gewissen  Qrade 
unterwerfen,  weil  die  Energiegleichung  f&r  alle  Arten  Ton  Vor- 
gängen gültig  ist,  und  der  analytische  Ausdruck  der  Energie  eines 
Systemes  für  jeden  Znstand,  der  ttberfaaupt  aus  dem  Normalzustand 
auf  umkekrbarem  Wege  zu  erhalten  ist,  —  und  es  scheint,  als  ob 
alle  Zustände  diese  Eigenschaft  besäfien  —  jederzeit  nach  früheren 
Methoden  angebbar  ist  Demgemäß  giebt  die  Formel 

wenn  d\A  und  d\Q  die  auf  dem  niclit  umkehrliaren  Wege  gemachten 
Aufwendungen  von  Arbeit  und  Wärme  bedeuten,  und  dE  die 
Differenz  der  den  beiden  Endzuständen  entsprechenden  £nei^een 
angiebt,  eine  jederzeit  gültige  und  fruchtbare  Beziehung. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  wichtigsten  speziellen  Fall  an,  daß  das 
körperliche  System  aus  einem  Anfangszustand  (1)  der  Buhe,  welcher 
kein  Gleichgewichtszustand  war,  in  Bewegung  gekommen  und  unter 
(Um*  Wirkung  innerer  Widerstünde  nach  einiger  Zeit  in  einen  stabilen 
Gleichgewichtszustand  (2)  gelangt  ist.  oline  daß  während  des  ITier- 
gangs  äußere  Einwirkungen  statt ire tu nden  hätten,  80  giebt  die  letzte 
Formel  das  Resultat,  daß  sich  dabei  die  innere  Elnergie  nicht  ge- 
ändert hat,  also 

53)  -ß;  -  ^1 

sein  muß.  Für  homogene  Körper  reduziert  sich  diese  Formel  auf 

53")  (eO,  =  . 

Der  Anfangszustand  ist  dabei  vollständig  gegeben  zu  denken, 
der  Endzustand  nur  bis  auf  den  Wert  einer  der  Unabhängigen, 
meistens  der  Temperatur,  der  dann  durch  yorstehende  Formel  be- 
stimmt wird.  — 

Wir  betrachten  einen  elastischen  Körper,  der  ursprünglich 
bei  normaler  Temperatur      irgendwie  homogen  auf  das  Potential  ^\ 
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der  Voluiiiouoinheit  gesimunt  gewesen  ist  uud  iiuii  ohne  Arbeits-  uud 
Wärmeaiilnahiiie  diese  Spaiinuiigen  verliert. 

Hier  ist,  da  wir  von  den  extremen  Fällen,  in  denen  die  (xlieder 
zweiter  Ordnung  Bedeutung  erhalten  könnten,  absehen,  von  dem 
Wert  (38"")  der  inneren  Energie  i\  der  V^olumeneinheit 

auszugehen.  Im  ersten  Zustand  ist  nach  Annahme  r  gleich  Null, 
dadurch      mit  J^,  *  ••S^  mit      identisch  und  somit 

im  zweiten  Zustande  ist 

daher 

Die  1' orniel  (53")  ergiebt  also  in  unserem  Falle  tiir  die  ein- 
tretende Temperaturänderung 

Die  aus  (87"")  analog  zu  gewinnende  Formel 

T 

würde  dem  Falle  entsprechen,  daß  in  dem  zweiten  Zustande  die 
Deformationen,  welche  an  und  für  sich  durch  die  Temperaturibide- 
mng  bewirkt  worden  w&ren,  durch  äußere  Krftfte  rllckg&ngig  gemacht 
würden,  deren  Arbeit  wiederum  durch  eine  Wänneenlnahme  kompeu- 
siert  wftre  —  ein  Fall,  der  kein  praktisches  Interesse  hat 

Ist  der  Körper  beliebig  gestaltet  und  war  er  ursprünglich  einem 
allseitig  gleichen  normalen  Gesamtdmcke  P  ausgesetzt,  so  ist 

s=     =     =       1^  =     =  Ay  =  0, 

also 

worin  a  den  kubischen  thennischen  Dilatationskoe£Qzienten  bezeidinet 
Ist  der  Körper  ein  Cylinder,  dessen  Axe  in  die  Z-Axe  ftUt,  und 
war  er  ursprünglich  durch  einen  lougitudinalen  Zug  von  der  Größe  Z 
pro  Flächeneinheit  gestreckt,  so  ist 


also 
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worin  a,  den  thermischen  longitudinalen  Ausdehnungskoeffizienten 
des  pylüiders  bezeichnet 

Diese  speziellen  Fonneln  nehmen  für  isotrope  Körper  einfachere 
Gestalten  nicht  an;  die  allgemeine  Gleichung  (53")  hingegen  lautet 

öa  ")  r  =  -         (J^e  -f     +  U  - 

Von  dem  betrachteten  'Falle  gänzlich  fehlender  kann  man 
leicht  zu  dem  unToUst&ndiger  Arbeitszufuhr  oder  Arbeitsleistung 
ttbergehen,  der  überall  da  stattfindet,  wo  beim  Beginn  des  nicht 
umkehrbaren  Ftozesses  die  inneren  Spannungen  des  betrachteten 
Körpers  durch  die  äußeren  Drucke  und  Er&fte  nicht  ToUständig  im 
Gleichgewicht  gehalten  werden.  Sind  die  äußeren  Kräfte  und  Drucke 
konstant,  so  ist  es  bequemer,  den  ihnen  entsprechenden  Zustand 
des  Körpers  als  den  normalen  einzuf&hren,  und  Ton  ihm  aas 
Spannungen  und  Deformationen  zu  rechnen.  Dann  ist  also  tou 
dem  nach  S.  530  yervollständigten  Ausdruck  ftkr  die  Energie 

«1  =  eo^,^-  '^0  («i      +  .  .  .  +  «a  -=i) 

(— ar  •''x  ~l~  •  •  •  ~f"  — y  'y) 

auszugehen  und  dieser  in  die  allgemeine  Formel 
54)  -        =  e^.  -f  fo. 

einzusetzen,  in  der  c(.  und  <o.  die  zu  der  l'hertülirun«'  aus  dem 
Zustand  (1)  in  den  Zustand  (2)  auf  irrevcrsibelm  Weiie  exforderliche 
Wärme  und  Arbeit  bezeiclmen.    Man  erhält  dadurch 

54')    ea^.T+  yoK-5;  +  ...  +  a,5;)  +  (5S*.+...  +  Ä;x,) 

s=  «f,  +  fl»|, 

wobei  rechts  ^r  nur  der  Anteil  der  äußeren  Arbeit  zu  setzen 
ist,  welcher  der  Steigerung  der  inneren  Energie  zu  gute  kommt^ 
d.  h.  derjenige,  welcher  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  die  inneren 
Spannungen  Sit . . .  S}  bewirken  würde,  also  nach  (34)  der  Anteil 

a.=  +(=l'jv  +  ...  +  ^'-''y); 
derselbe  ist  hier  mit  dem  positiven  Zeichen  zu  Jielnnen,  weil  die 
Arbeit  das  Verscinviuden,    nielit    das  Eutsteheu   der  durch 
J«,  .  .  .  -Ty  gegebenen  Delormatiou  begleitet. 

Sonach  gilt  in  dem  betrachteten  allgemeineren  Falle  einlach 

Für  die  Ausdehnung  eines  Gases  mit  unvollkommener  Arbeit 
benutzt  man  am  einfachsten  den  Wert  der  Energie  aus  (40"")  uud 
erhält  so  ohne  weiteres 
54"')  (>o  /'.T  =  «f|  +  w,.  — 
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Die  Formeln  (53"')  ])is  (54"  )  sftzeii  wesentlich  den  Ausut/  (ü7) 
für  die  freie  Energie  ^.  voraus  und  verlangen  dalu  r  im  allgemeinen, 
um  verwendbar  zu  sein,  nnendlieli  kleine  Anderungm  der  Tem- 
peratur und  der  Deformationsgnißt'n.  Nur  für  idealt*  (4ase  gilt,  wie 
der  Wert  der  Energie  (40""),  auch  die  Formel  (54"')  allgemein ;  d.igrgcn 
würde  für  die  wirklichen  Gase  und  für  Dämpff  das  Verfahren  die 
Anwendbarkeit  verlieren,  sowie  die  Druckänderung  /'  mit  dem(iesamt- 
druck  vergleichbar  ist.  Denn  für  diese  K(»r|»t'r.  wie  für  alle 
FlüssigkeiteUj  ist  der  Parameter  c  des  Potentiales  mit  P^^  identisch, 
darf  also  nicht  mehr  als  konstant  angesehen  werden,  sowie  der 
(Tesanitdruck  im  Laufe  des  Vorganges  um  eine  endliche  (rröße  variiert. 
Da  aber  die  nicht  umkehrbaren  Veränderungen  dieser  Körper  ein 
hohes  Interesse  besitzen,  so  soll  ihre  Theorie  nunmehr  unabhängig 
▼on  dem  Ansatz  (37)  allgemein  entwickelt  werden. 

Der  Grundgedanke  des  einzuschlagenden  Weges,  der  auch  fiir 
beliebiige  feste  und  tropfbartlüssige  Körper  anwendbar  ist,  besteht 
darin,  daß  in  die  Grundformel  (53) 

links  der  Wert  der  £2nergieftnderang  eingesetzt  wird,  wie  er  sich 
aus  dem  Betrage  dtA  an  Arbeit  und  cfiS  an  Wärme  berechnet,  die 
auf  umkehrbarem  Wege  die  Energieänderung  dE  herrorzubringen 
vermögen;  die  hierdurch  erhaltene  Formel 

dA  +  (f  n  =  cT^A     din  55) 

bildet  die  Grundlage  des  folgenden. 

Wir  betrachten  nun  spesieU  einen  Körper,  der,  wie  eine  ruhende 
Flüssigkeit,  unter  allseitig  Reichem  normalen  Druck  im  Gleich- 
gewichte ist 

Wählen  wir  als  unabhängige  Yariabeln  F  und  7,  so  ist  nach 
(30)  und  (80") 

also  giebt  (55) 

J//;    7'  +  (  7'|  ^  -  P)    r  =        +    LI ;  55') 
wählen  wir  P  und  T,  so  ist  nach  (31)  und  (31") 

dA^  -^(fpdF-^^^^d'f^,   dU^Mr^d'l  -  T~.dl^, 
also  nach  ein&cher  Umformung 

--diFF)  +  Mr,dT+  [; jp  =  i^i^  +  rfjii.  55") 
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Hieraus  erhält  man  durch  Integration  zwischen  zwei  Eindzustfinden 

(1)  uud  (2) 

65"')  {Fi%  -•{yj\'\-j [ur^d  T+  (/  -  'i'l^)  ^p]  -  fi, 

(l) 

Die  letzte  Formel  kann  zur  Berechnung  der  fundamentalen  Beob- 
achtungen von  W.  Thomson  und  Joülb'^  ttber  die  Dilatation  einiger 
Gase  bei  unyoUstiLndiger  Arbeitsleistung  benutzt  werden.  Die  Ge- 
nannten unterzogen  der  Messung  die  Temperaturftndemng,  welche 
ein  Gas  beim  Ausströmen  aus  einem  Gasometer  erlitt,  während 
aeliiQ.  Geschwindigkeit  durch  einen  im  Ausflußrohr  eingeschalteten 
Widerstand  —  einen  porösen  Pfropfen  —  auf  eine  solche  Größe 
herabgedrückt  wurde,  daß  seine  lebendige  Kraft  Temachlassigt 
werden  konnte. 

Bezeichnet  den  Druck  im  Gasometer ^  den  im  äußeren 
Lufträume,  und  begrenzt  man  durch  eine  diesseits  und  eine  jenseits 
des  Pfropfens  normal  zu  der  Bewegungsriclituiig  konstruierte  Fläch^ 
etwa  durch  zwei  uormale  Querschnitte  durch  das  cylindrische  Aus- 
flußrohr, ein  Volumen  U,  so  wird  der  darin  enthaltenen  Masse,  die 
ziisamniengesetzt  ist  aus  dem  umschlossenen  Gasquantum  und  dem 
Pfropfen,  während  dt  eine  Arbeit  zugeführt,  welche  gegeben  wird  durch 

=s        ds^  —  P,    rf«, , 

worin  die  die  Querschnitte  und  die  ds^  die  während  dt  von  den 
in  ihnen  befindlichen  Gasteilchen  zurückgelegten  Wege  bezeichnen. 
Es  ist  dann  also  q^dt^^dU^  das  Volumen,  welches  das  während  dt 
austretende  Gasquantum  innerhalb  des  Gasometers,  ds^  sadU^ 
da^enige,  welche  es  im  äußeren  Lufträume  einnimmt  Ist  und  P, 
konstant,  so  läßt  sich  die  Formel  auf  eine  beliebige  endliche  Zeit 
anwenden  und  ergiebt 

als  den  Betrag  der  beim  Ausströmen  einer  Masse 

angewandten  äußeren  Arbeit;  hierin  bezeichnet     und     die  IKchie 

des  Gases  innerhalb  und  außerhalb  des  Gasometers. 

Ist  während  des  Ausströmens  ein  stationärer  Zustand  erreicht, 
also  die  Wandung  allenthalben  von  gleicher  Temperatur,  wie  das 
Gas,  so  ist  gleich  Null,  und  die  Formel  (55'")  nimmt  bei  Be- 
nutzung des  obigen  Wertes  von  urf,,  in  dem  man  mit  ^,  mit  ^ 
identiiizieren  kann,  die  Gestalt  an 

5»"")         J  [  3fr, d  T  +  [r-  tI  !^')  r/p]  =  0; 

CD 
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sie  gestattet,  wenn  Fvaid  als  Funkti<meiir  von  P  und  T  bekannt 
sindy  die  einer  gegebenen  Druckänderung  ent^ireohende 
Temperaturftndenmg      —      zu  berechnen. 

Bei  idealen  Gasen  ist  dVjdTw^  F/T  und      konstant,  also 

T,  -  r,  -  a 

Far  kleines  t  »  -  T,  vnd  kleines  n^P^-^P^  kaoa  man 
schreiben 

und  ans  beobachteten  Wertpaaren  r  nnd  n  den  DÜfetentialquotienten 
ÖF/dT  berechnen;  indessen  ist  dies  Verünbren  wegen  der  staricen 
thermischen  Änderung  von  V  bedenklioh. 

Legt  man  die  Van  beb  WAAiA'sche  Oleichnng  (TS^  auf  SL  59 
für  Ghise  und  Dftmpfe  zn  Gmnde,  setzt  also 

so  wird 

2a(V-  ^ 

Der  ganze  Ausdruck  rechts  kann,  da  er  bei  idealen  Gasen  ver- 
schwindet, bei  den  wirklichen  als  eine  Große  erster  Ordnung  an- 
geselien  werden.  Betrachtet  nun;  noch  bjV  als  von  erster  Ordnung, 
8o  erhält  mau  bis  auf  zweite  Ordnung  exklusive 

fr.  2^ 

r—T^^  ^^^^ 


dT  2  a  

^  MBT  V 


und  wenn  man  auch  a  so  klein  annimmt,  daß  das  Glied  im  Nenner 
neben  1  vernachlässigt  werden  kann, 

r_T|^-*--j«^-y.  56') 

Setzt  man  dies  in  (55"")  ein  und  bedenkt,  daß  der  Ausdruck  nnter 
dem  Integral  ein  yollständiges  Differential  sein  muß,  so  findet  sich 

er        2  a 

also 

^9  ~  jPBr»  +   '^') » 

worin  die  Funktion  f  von  T  allein  durch  Anwendung  der  Formel 

VoiOT,  Tbeoretilche  Physik.  86 
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auf  Terschwindende  Drucke,  wo  die  Eigenschaften  idealer  Qaae  ein- 
treten, sich  zu  einer  Eonstante  7^  bestimmt,  so  daB  folgt: 

ö6")  "  M^'bt* 

Integriert  man  unter  Rücksicht  hierauf  den  Ausdruck  (55"") 
zwischen  den  Greuzzustäiiden  (1)  und  (2),  so  erhält  man 

(* -  -mx. )  +  xr,T,  =  p,[b-       )  +  xr, t.. 

Da  T,—  T|  BS  r  immer  sehr  klein  neben  oder  7\  ist,  so  kann 
man,  indem  man  wieder  P,  —    = «  setzt,  das  Resultat  auch  schreiben 

5«")  Mr,r^-.[J^j,-i]. 

Nach  den  Beobachtungen  über  die  Abhängigkeit  des  Volumens 
Ton  Druck  und  Temperatur  ist  Air  die  von  Jouub  und  Thomson 
untersuchten  Gase  (Luft  und  Kohlensäure)  a  und  b  podtiv  und  das 
erste  Olied  der  Klammer  größer,  als  das  zweite;  in  der  That 
lieferten  die  Messungen  eine  Temperaturemiedrigung  beim  Aus- 
strömen, welche  mit  steigender  absoluter  Temperatur  abnahm  und 
der  Größe  nach  befiriedigend  mit  der  obigen  Formel  fibereiustimmt 

Da  positiTes  a  nach  S.  58  einer  wechselseitigen  Anzi^ung 
der  Gasteile  entspricht,  so  ist  eine  solche  auch  durch  die  genannten 
Beobachtungen  festgestellt 

Dasselbe  Resultat  giebt  auch 'Formel  (öS'),  wenn  man  darin 
nach  (56) 

'  d  T  V* 
setzt;      muß  hier  konstant  sein,  und  man  erhält 

57')  J/r,r  +  «(^V-  /J, 

also  bei  Ausdehnung  ohne  Wärme-  und  Arbeitsaufnahme 

57  )  MF^  r  =  +  ö  ^y.-  —  -^-j  . 

Eliner  Abkühlung  bei  VolumeuTergrößerung  entspricht  a  >  0,  einer 
EIrwärmung  <t  <  0.  — 

Die  am  Anfang  dieses  Abschnittes  eingeführte  Annahme,  daß 
alle  Zustände  eines  Systemes  auf  umkehrbarem  Wege  aus  dem 
Normalzustand  erhalten  werden  können,  gestattet  aus  der  Ungleichung 


die  nach  Seite  509  für  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse  unter  ge- 
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wissen  Voraussetzungen  zu  erhalten  war,  eine  interessante  Folgerung 

zu  gewinnen.*®) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Kreisprozeß  nur  auf  einem  Teil 
zwischen  den  Zuständen  (0)  und  (1)  nichtumkehrbare  Änderungen 
enthalte,  und  daß  diese  ohne  äußere  Wärmezufuhr  Yor  sich  gingen. 
Dann  föllt  jener  Teil  aus  dem  obigen  Integral  wegen  des  Ter- 
schwindenden  d^Q  fort,  und  es  bleibt  nur 

(0) 

f^^^O,  58) 

m 

oder,  da  für  die  Zustände  auf  dem  umkehrbaren  Teil  des  Kreises 

Dies  sagt  aus,  daß  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auf 
dem  nicht  umkehrbaren  Teil  bei  mangelnder  Wärmezufuhr  die  En- 
ti'opie  des  Körpers  stets  zunimmt. 

Fügt  man  die  idausible  Annahme  hinzu,  daß  die  Zustunds- 
änderungen,  welche  in  der  Natur  in  al)geschlossenen  Systemen  sich 
von  selbst  abspielen,  niclitumkehrl)are  sind,  so  erliält  man  das 
Resultat,  daß  diese  Vorgänge  jederzeit  von  einem  Wachstum  der 
Elitrüj)ie  l)egleitet  sind. 

Wir  werden  ein  diesem  Resultat  nahe  verwandtes  im  nächsten  Ab- 
schnitt auf  einem  anderen  Wege  beiläutig  noch  einmal  ableiten,  der 
die  S.  508  gemachte  Annahme  über  nicht  umkelu'bare  Vorgänge 
nicht  voraussetzt. 

^  9.  nicht  umkehrbare  Vorgänge,  die  mit  Wärmebewegung 
verbanden  sind.    Theorie  der  Wärmeleitung. 

Einer  der  wichtigsten  nicht  umkehrbaren  Vorgänge  ist  die  inner- 
halb eines  körperlichen  Systemes  infolge  von  Temperaturdifferenzen 
stattfindende  Wärme bewegung;  auch  für  sie  und  die  sie  be- 
gleitenden Vorgänge  bietet  die  Energiegleichung  in  der  Form  (53), 
wie  sie  den  Ausgangspunkt  der  Entwickelungen  des  vorigen  Para- 
grajihen  bildete,  die  geeignete  theon  tisehe  (Trundlage. 

Wir  schreiben  diesell)e  zunäclist,  indem  wir  die  Bezeichnungen 
e^,  u,  r,  w,  X',  }  \  und  A',  i',  Z  in  demselben  Sinne  benutzen, 
wie  S.  524  u.  f. 

35* 
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59) 

+  l\X(Iu  +  }  </v  +  Zdir)do  +  f/;i>. 

Hierin  sind,  solange  die  Wärmezufuhr  völlig  willkürlich  ge- 
lassen ^\  ird,  Beziehungen  zwischen  dm  rnißeren  und  den  inneren  Kräften 
nicht  vürhanden,  und  die  in  §  6  hierfür  benutzteu  Gleichungen  haben 
deshalb  zunächst  keine  Gültigkeit. 

In  der  That,  könnte  man  einem  beliebig  abgegrenzten  Volumen  k 
des  Kör[)ers  für  sich  allein  in  unendlich  kleiner  Zeit  eine  endliche 
Wärmemenge  zufiibreii,  so  würde  dessen  Temperatur  sieh  augen- 
blicklich um  einen  endlichen  Betrag  erliöhen,  und  in  gleicher  Weise 
würden  seine  inneren  Drucke  variieren,  während  in  seiner  Umgebung 
alles  konstant  bliebe,  und  daher  auch  die  gegen  seine  OberHäche 
wirkenden  Drucke  die  früheren  Werte  behalten  müßten;  dies  würde 
<lann  einen  Fall  geben,  welcher  der  Ausdehnung  eines  Gases  bei  un- 
volikoniniener  Arbeitsleistung  analog  wäre  und  an  gewissen  Steilen 
auf  unendliche  Beschleunigungen  führte. 

Anders  in  der  Wirklichkeit ;  die  stets  langsame  Wärmeeinströmnui;, 
welche  nie  ein  Volumenelemeut  allein  tritft,  und  die  große  Fcrt- 
prianzuugsgeschwindigkeit  von  Deformationen  iimerhalb  elastischer 
K{)rper  wirken  übereiiistinmiend  dahin,  daß  in  letzteren  auch  bei 
W'ärmebewegungen  in  jedeiu  Augenblick  die  verallgenu'iuerten  elasti- 
schen Fundamentalgleichungen  (32)  und  (32')  äußerst  nahe  gültig 
sind.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  kann  man  die  (4]eic]iung  (59)  unter 
Benutzung  von  (32)  und  (32')  unilormen  und  bei  Einführung  der 
inneren  Energie  «J  der  Voluineneinlieit  ei-st  schreiben 

ö9')  J{dt{  +  M,dx,+  . . .  S^dx^dk  =  «^'ß, 

und  sodann  bei  Berücksichtigung  von  (35)  und  (85')  auch  folgern 

ü9  )  J{Tdt]^)dk  =  dlSi, 

Letzteres  giebt»  auf  ein  Yolumenelement  angewandt,  die  Gleichung 

'J'dth  =  ■  f'^}.  —  dtiü 
*  dk 

und  Bomit  dieselbe  Formel»  als  wenn  die  Wärmezufuhr  in  umkehr- 
barer Weise  stattfände;  wir  wollen  deshalb  anoh  weiterhin  äai 
d^ü  und       den  Index  ^  nicht  mehr  anbringen. 

Durch  Vorstehendes  ist  die  auf  S.  528  eingeführte  Annahme 
begründet  und  ihr  Qttltigkeitsbereich  begrenzt 

Zerlegt  man  den  Körper  durch  eine  beliebige  Fläche  in  iwd 
Teile  (1)  und  (2)  und  bezeichnet  die  Wärmemenge,  die  (1)  von  (2) 
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erhält,  mit  die  umgekehrte  mit  d'ii^^^  so  folgt  aus  (59")  er* 

sichtlich 

denn  wenn  man  das  Integral  aber  den  ganzen  KOrper  erstreckt, 
darf  nur  die  Ton  außen  zugeftohrte  Warme  übrig  bleiben.  Gleiches 
gilt  offenbar  bei  beliebiger  Zerlegung  des  EOrpers  für  den  W&rme« 
austausch  zwischen  beliebigen  Teilen  (A)  und  (A),  sodafi  aus  den 
obigen  Voraussetzungen  nunmehr  auch  die  Beziehung 

folgt,  wclclu'  uiif  S.  519  erwähnt  uud  benut/t  ist.  — 

Nimiut  man  an,  daß  die  ganze  Wärmezufuhr  direkt  nur  einer 
unendlich  dünnen  OberHächenschiclit  zukommt,  der  Körper  also,  wie 
mau  sagt,  absolut  adiathermau  ist,  so  kann  mau  statt  (59  )  schreibeu 

worin  die  durch  do  eintretende,  auf  die  Einheit  von  Zeit  und 
Fläche  reduzierte  Wärmemenge  in  absolutem  Maiie  bezeichnet,  deren 
Dimensionalgleichung  lautet 

[ßj  «mf-«.  .  5r") 

Hierin  ist  öi}^jdt  ein  totaler  Diflfcrentialquotient,  insofern  er 
die  ganze  durch  T,x^,  -  •  -  vermittelte  Andening  von  t]^  darstellt; 
er  ist  zugleich  ein  partieller,  insofern  er  sich  auf  eine  einzige 
Stelle  X,  t/,  z  des  Körpers  bezieht.  — 

Bei  der  vorstehenden  Entwickelung  ist  in  Ül>ereinstininiung  mit 
dem  Inhalt  von  §  0  stillschweiijend  angenonimen,  daß  die  Druck- 
komponenten  5*^,  •  •  •  k(  ine  aiisor bierenden  Anteile  enthalten^ 
also  durcli:ius  konservativ  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  enthalten 
sie  vielniehr  noch  (ilieder  .  .  .  in  sich,  welche,  wie  <lie  Kom- 
ponenten der  inneren  Reibung  im  engeren  Sinne  des  Wortes,  von 
den  Deformationsgescli windigkcitcn  abhängen,  so  fällt  deren 
Anteil  in  dem  Kauminteural  auf  der  linken  iSeite  von  (59')  nicht  fort, 
es  bleibt  vielmehr,  wenn  wir 

(4;</x.  +  •  •  •  +  ^ dx^  »  d'Ui  GO) 
setzen,  d^Uj  in  den  weiteren  Formeln  bestehen,  sodaß  (59")  lautet  - 

/(Trf  j?i  +  rfVJ  dk  =  rf'ß,  60') 
und  analog  (Ö9'")^  falls  d'eijldt=  aj  gesetzt  wird, 

Ji^T-^-^Uijdk^  fü^do.  60") 


Oigitized  by  Google 


550  ///.  Teil.    Wärmeleiire.    I.  Kap. 

Ganz  ähnliche  EIntwickelangen  sind  in  den  Fftllen  anzuwenden, 
daß  noch  Kräfte  Ton  der  Art  der  höheren  Glieder  des  allgemeinen 
Ansatzes  (240)  auf  S.  466  eingefthrt  «erden. 

Indessen  kompliziert  sich  hier  die  Betrachtung  dadurch,  daß 
dann  |j  und  8j  noch  Ton  mehr,  als  den  früheren  sieben  Argumenten 
abhängen,  und  sie  mag  daher  umsomehr  unterbleiben,  als  die  Resultate 
praktische  Bedeutung  zunächst  noch  nicht  haben.  — 

Wendet  man  die  Gleichung  (59'")  oder  (60")  auf  ein  unendlich 
kleines  Volumenelement  an,  so  müssen  in  dem  Oberflächenintegrale 
die  endlichen  Glieder  sich  gegenseitig  zerstören,  weil  das  Tolnmen 
um  eine  Ordnung  höher  unendlich  klein  ist,  als  die  Oberfläche  des 
ESementes. 

Man  erhält,  indem  man  für  das  Volumen  k  zunächst  einen  un- 
endlich niedrigen  Qylinder  wählt,  dessen  Gtmndflächen  die  inneren 
Normalen  +  n  und  —  n  haben, 

61)  -Q+„+ii-u  =  0, 

eine  Formel,  di<»  auch  gilt,  wenu  der  Cylinder  über  der  Grenzfläche 
zwischen  zwei  verschitMleiien  Kr)rpem  h  und  k  errichtet  ist,  und  die 
sich  hier  anschaulicher  schreibt 

Wählt  mau  für  k  ein  Elementartetraeder,  dessen  Flächen  normal 
znr  X-,  Y-y  Z-Axe  und  einer  beliebigen  nach  außen  positiv  gerech- 
neten Richtung  n  sind,  so  folgt 

61)  ß„  =      cos  (n,  x)  +      cos  (n,  //)  -f  Ü.  cos  (n,  r) . 

Ii  .  il  ,  ü.  sind  hierin  die  spezielhMi  Werte,  die  ß.  annimmt, 
wenn  die  Normale  n  auf  do  in  die  A-,  1-,  Z-Axe  fällt;  sie  sind 
innerhalb  k  als  Funktionen  der  Temperatur  zu  betrachten  und  dürfen 
mit  dieser  selbst  stetif^  gesetzt  werden. 

Betrachtet  man  SI.  als  die  Komponenten  eines  Vektors 

ü^j  dessen  Eichtung  («)  sei,  so  ist  nach  (61") 

61'")  Ä,«     cos  («,#). 

Auf  der  Geltung  der  Beziehungen  (61)  bis  (61'")  beruht  die 
Berechtigung,  für  die  Vorlage  des  Wärmeaustausches  zwischen  sich 
berührenden  Volumenelementen  die  Wärme  als  eine  Flüssigkeit  zu 
betrachten;  ß^,  ß^,  ß,  sind  dann  die  Strümungskomponenten.  ß. 
die  resultierende  Strömung,  die  parallel  mit  *  stattfindet 

Setzt  man  ß,  aus  Formel  (61")  m  (60*0  ein,  so  erhält  man, 
da  nach  der  gemachten  Annshme  die  teilweise  Integration  er- 
laubt ist, 
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/(fl,coe{ii,ar)  +  i2y00s(ii,y)  +  Q^wi{n,z))do 

Diese  Formel  gilt  ftlr  jede  Gestalt  des  Volumens  k,  also  folgt 
auch  für  jede  Stolle 

und  damit  das  Gesotz,  nach  welchem  sich  die  Entropie  rj^  der 
Volumeneiaheit  unter  deu  gemachten  Voraussetzuageu  mit  der  Zeit 
ändert. 

Entnimmt  man  der  Formel  (36")  den  allgemeinen  Wert  tiir 
^Vil^^f  der  Formel  (t>ü)  den  für  ajj  so  erhält  man  scliießiich 

BT      dSl^       eSi        ÖÄ.  ] 

^    \dT   dt  ^'"^  BT  Btl^'^*dt^"*^^'Bt~^) 

hier  ersoheuiit  die  Temperatursteigerung  gegeben  durch  den  Wftrme- 
strom  und  durch  die  mechanische  Wirkung  der  konserratiTen,  wie 
der  absorbierenden  Krftfte;  das  letzte  Glied  stellt  die  S.  460  er- 
wähnte, in  der  Volumeneinheit  w&hrend  der  Zeiteinheit  absorbierte 
Arbeit  dar. 

Die  Gleichung  (62  )  ist  —  abgesehen  Ton  der  Beschrihikung  auf 
sieben  Argumente  —  noch  ganz  allgemein,  setzt  z.  B.  nichts  über 
den  Grad  voraus,  in  welchem  die  Drudekomponenten  die  Temperatur 
und  die  DeformatioDsgröfien  enthalten;  ebensowenig  ist  aber  das 
Gesetz  der  Q  etwas  angenommen.  Nun  erst  wollen  wir  hierttber 
besondere.  Verfügungen  treffen. 

Fflr  die  Behandlang  spezieller  Probleme  besehrSakt  man  sich 
in  Bezug  auf  Q^^  Ü^j  £2,  stets  auf  einen  Ansatz,  der,  etwa  wie  der 
Ansatz  (37)  für  |p  als  eine  erste  Annftherung  zu  betrachten  ist  Man 
setzt  nUmlich,  da  die  WBrmeströmungen  unzweifelhaft  yon  der  Ände* 
rnng  der  Temperatur  mit  dem  Orte  abhängen,  die  Strömungs- 
komponenton  gleich  linearen  Funktionen  der  Temperaturgefälle  nach 
den  Koordinatenaxen,  nimmt  also 


63) 


^1 

dt 
dx 

dt 
dx 

^1 

dl 
dx 
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Hierin  siud  die  A^j.  die  Wärmeleituugskoeffizienten  in  mecba- 
nischom  Maße^  4i  ^»/^  diejenigen  in  calorischem  Maße;  und 
zwar  gilt  offenbar 

dagegen 

63")  [(^J  =  ir/-'r-iu-i. 

Die  Formeln  (63)  stimmen  mit  den  anf  S.  295  u.  t  behandelten 
Ansätzen  für  die  Strömungakomponenten  einerimponderabeln  Elttssig- 
keit  vollstftndig  llberein,  gestatten  also  obne  ireiteres  die  Übertragnng 
der  dort  aus  ihnen  gesogenen  Folgerungen. 

Was  die  Druckkomponenten  angeht,  so  wollen  wir  uns  zun&cbst 
auf  konserTative  Kräfte  beschränken,  die  ...  also  gleich 
Null  setzen;  sodann  wollen  wir,  als  in  der  Praxis  meist  genQg(-Ti<l. 
den  Ansatz (37) einführen,  welcher  fürfj  eine  Funktion  zweiten  Grades 
▼on  «ai  •  •  •  und  r  giebt,  und  aus  welchem  das  Stystem  der 
Druckkomponenten  (37")  folgt. 

Benutzt  man  gleichzeitig  die  obigen  Werte  von  Q,,  Q^,  i2„ 
so  erhält  man  ans  (62') 


64) 


oder  unter  Rttcksioht  anf  (38")  auch 

„     fli  j 


Hierin  ist  innerhalb  der  diircli  den  Ansatz  (37)  eingeführten 
Aunälieruiig  u  und  7' als  konstant,  etwa  ^rlcich  o^,  und  7],  anzusehen. 
Für  isotrope  Körper  giebt  (04)  unter  Kücksicbt  aui'  (39"") 

Ö5)  r «0       «  A  A  r-     7  , 

oder,  da  nach  der  Torletzteu  Formel  (39") 
61)  r     r  =  *^«»«» 

ist,  auch 
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3  o       ö  /  ' 


65'1 


die  Defomiationan  haben  hier  also  nur  dann  Einflufi  auf  wenn 
ne  mit  der  Zeit  Terftnderliche  i^Uiinliclie  Dilatati<Mien  &  bewirken.**) 
Die  Formeln  (64)  resp.  (65)  bilden  mit  den  Gleicbungen  (3SQ 
nach  Einsetzen  der  Werte  (87")  f&r  die  Drucke  ...  ^  die 
Hauptgleichungen  fi&r  das  ganz  allgemein  und  streng  gefaßte  Problem 
des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  elastischer  Körper  ohne  innere 
Beibnng^bei  Berücksichtigung  der  thermisch-mechanischenUmsetzungen, 
oder,  anders  ausgedruckt,  für  das  Problem  der  Wftrmeleitung  bei  Ejin« 
Alhrung  der  mechanisch-thermischen  Wirkungen;  dazu  kommen  die 
Grenzbedingungen  der  Elastidt&t  ftlr  äußere  und  Zwischengrenzen, 
in  den  .  .  .  ^  statt  in  den  J^,  .  .  .  ^  ausgedrückt,  und  die 
thermischen  Grenzbedingungen,  welche  an  Zwischengrenzen  lauten: 


Form  F^T  -\-  ii^^  vorschreiben;  endlich  auch  nocli  die  Angahen  ühcr 
die  Aufangswerte  von  ii,  v,  ao,  x  und  dujöt^u^  dv/dt  v\ 
dw/d  t  —  tü. 

Sie  bilden  zusammongenoinmon  ein  System,  welches  nur  in 
seltenen  Fällen  analytischer  Behandlung  zugänglich  ist. 

Um  zu  untersuchen,  ob  es  das  Problem  eindeutig  bestimmt, 
hat  man  ähnlich,  wie  auf  S.  308  und  S.  345  zu  veri'ahren.  Mau 
nimmt  an,  daß  zwei  Systeme  von  Lösnngen  für  «,  v,  to  und  r  mög- 
lich wären,  bezeichnet  ihre  Differenzen  mit  u\  v,  w'  und  r',  bildet 
die  Haupt-  undj  Grenzgieichungen  für  letztere  Größen  und  £zßt  die 
den  Gleichungen  (32)  entsprechenden  mit  den  Faktoren 

[du  ldt)dkdt,  [dv  jd  t)dkdt,  [dw'  löt)dhdt 

zusammen,  addiert  liierzu  die  der  Gleichung  (64)  entsprechende  mit  dem 
Faktor  rVA  dtj  l\y  integriert  und  summiert  über  das  System  und  inte- 
griert nach  t  von  0  bis  <|.  Man  erkennt  leicht,  daß  in  dem  so  erhal- 
tenen Aggregat  die  Glieder,  welche  in  die  7^  multipliziert  sind,  sich 
herausheben  und  dadurch  das  Resultat  sich  ails  Anfache  Superposition 
der  S.  308  und  S.  845  erhaltenen  darstellt;  es  gestattet  somit  auch  die 
früheren  Schlüsse,  daß  n&mlich  das  Problem  eindeutig  bestimmt  ist, 
w^nn  das  elastische  isothermische  Potential  und  die  Wiürmeleitnngs- 
fonktion  (79'")  auf  S.  301  definite  quadratische  Formen  sind.  — 

Der  einfjichste  und  zugleich  wichtigste  spezielle  Fall  ist  deijenige 
der  Fortpflanzung  Ton  Schwingungen  in  einer  unendlichen  FlQssigkeit. 
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Die  dafür  geltenden  Hauptgleichungen  (124)  von  8.  846  nehmen 
jetzt,  falls  man  Yon  körperlichen  Kräften  ahneht,  die  Gestalt  an 
/     d*u         8»         Bt         d'v_     d&  dt 

g       l^oTF""*^  äir~^'di"'  ^«"^""^^ 

zu  ihnen  kommt  die  thermische  Gleichung  (65")  von  8.  558. 

Wenn  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  von  &  handelt,  kann 
man  statt  der  Torstehenden  drei  die  eine  Formel  benutzen 

während  man  für  (65")  kurz  schreiben  kann: 

Durch  Elimination  tou  r  erhält  man  hieraus  für  &  die  Gleichung 

66")       (.„ +  i'A  ('A*-47)  -(«■? +  «)A      =  0, 

weldie  durch  Exponeutialgrößen  und  trigonometrische  Funktionen 
integriert  werden  kann.  Sie  zeigt  u.  a.,  daß  fortschreitende  ebene 
Schwingungen  mit  wachsender  Kntfeniung  von  der  Erregungsstelle, 
stehende  Schwingungen,  welche  durch  einen  Anfangszustand  bewirkt 
sind,  mit  wachsender  Zeit  schwächer  werden,  w&hrend  die  mittlere 
Temperatur  an  jeder  Stelle  sich  nicht  ändert 

Dieses  Resultat  ist  offenbar  unrichtig,  denn  es  steht  mit  der 
Knergiegleichung  im  Widerspruch.  Verursacht  ist  die  Ungenaiügkeit 
dadurch,  daß  die  ganze  vorstehende  Betrachtung  nur  die  niedrigsten 
Korrektionsglieder  berücksichtigt. 

Man  erkennt  dies  am  eiufachsten,  wenn  man  den  Ansatz  (37) 
als  streng  richtig  betrachtet  und  bei  seiner  Anwendung  keine  Ver- 
nachlässigungen eintreten  lübt.  Dies  kommt  darauf  hinaus,  daß  man 
im  Endresultate  (r»4)  resj).  (05)  7'.  und  damit  o  =  r  7'.  worin  r 
eine  Konstante  ist,  niclit  mehr  als  konstant  ansieht.  Führt  man  den 
Wert  T=  7;  +  r  ein,  so  findet  man  an  Stelle  der  i?ormel  (66") 
eine  von  der  Gestalt 

dt     „.  ^  t  dt 

■jj  -AAT-(«4-«iT)^--5.-^, 

welche  in  der  That  dauernde  Temperaturändemngen  infolge  Ton 

Bewegungen  ergiebt  — 

Auch  für  die  alisorbierenden  Kräfte  wollen  wir  uns  mit  der 
einfachsten  Annahme  begnügen.  Wählt  man  für  sie  den  der  inneren 
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67) 


67') 


Reibung  entsprechenden  Ansatz  (244)  von  S.  4(52,  so  tritt  an  Stelle 
Ton  (66)  folgendes  System 

und  an  Stelle  ?oii  (66) 

^.^oäT  ^      -'^o9jj  +  <h  [all 

worin  a,  oder  Oj,  a,=:a  — die  Reibungskoustanten  der  Flüssig- 
keit sind. 

l^eschränkt  man  sich  in  der  letzten  Formel,  wie  früher,  aui'  die 
niedrigsten  Glieder,  so  reduziert  sie  sich  auf^^) 

^vi^olj  =  A  A  T  -  'Jofj^Qj^  67") 

wozu  aus  (67)  tritt 

Aus  ihnen  kann  man  r  eliminieren  mud  erh&lt  eine  (66'")  ähnliche 
Gleichung,  die  die  analogen  Folgerungen  gestattet,  wie  jene;  sie 
führt  auch  auf  den  gleichen  Widerspruch  mit  dem  Elnergieprinzip, 
der  sich  ähnlich,  wie  dort»  ans  der  Vemachlftssigang  der  Glieder 
aweiter  Ordnung  erklärt  — 

fiel  der  Untersnchung  der  Wärmeleitung  in  festen  und  flüssigen 
KOrpem  spielt  erfahrongsgemäfi  die  Wirkung  der  Deformationen  auf 
die  Temperatur  nur  eine  untergeordnete  Bolle,  und  man  kann  sie  in 
den  meisten  Fällen  der  Praxis  TemachlAssigen.  In  gleicher  An- 
n&hernng  kann  man  auch  den  Unterschied  zwischen  der  spezifischen 
Wärme  und  der,  direkter  Beobachtung  zugänglichen  ignorieren. 
Dann  nelunen  die  Formeln  (62^  und  (64)  die  Gestalt  an*^) 

ÖT  SSi, 
^^^pöt-^  ör+  ö/  +  ö --O.Oder  68) 


^0  -      I  jt  +  ''12  öi/t  +  ^83  l^t  +  (^8  +  ^i)  ßy 


8*t 

bx 


680 
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welche  letztere  sich  bei  isotropen  Körpern  reduziert  auf 
68")  Po^p^-^Ar. 

Die  Formel  (68')  ist  identisch  mit  der  allgemeineii,  in  §  13  und 
§  14  des  n.  Teiles  behandelten  Hauptgleicbuug  der  Bewegung  im- 
ponderabler  Fluida,  und  gleiches  gilt  bezüglich  der  Grenz-  und 
Oberflächenbedingungen  ftr  r,  die  auf  S.  558  angegeben  sind. 

1^  wollen  die  ümsl&ide  erOrtem,  unter  denen  die  eine  oder 
die  andere  Form  der  letzteren  in  praxi  Geltung  gewinnt 

Die  erste  der  für  Zwischengrenzen  gtdtigen  Bedingungen 

gilt  stets,  wenn  die  Körper  in  der  Grenze  relativ  zu  einander  ruhen, 
die  zweite  immer  dann,  wenn  die  Grenzfl&che  keine  Quellen  enthSl^ 
was  wir  hier  Toraussetzen  wollen,  was  aber,  wie  im  folgenden  Teile 
sich  zeigen  wird,  nicht  immer  stattfindet 

An  einer  Außengrenze  ist  die  Temperatur  dann  konstant  Yor- 
geschrieben,  wenn  die  Oberfläche  mit  einem  Körper  in  BerOhrung 
ist,  der  sic^  auf  deijenigen  Temperatur  befindet,  bei  welcher  er 
seinen  Aggregatzustand  Ändert,  z.  B.  mit  Wasserdampf  im  Sättigangs- 
zustande  oder  mit  Eis  bei  Schmelztemperatur.  Ist  Sorge  getragen, 
das  ümwandlungsprodukt  —  hier  Wasser  —  dauernd  zu  beseitigen 
und  die  Berührung  zu  erhalten,  so  yermag  die  bei  der  Umwandlung 
in  Aktion  tretende  W&rme  jederzeit,  die  durch  Leitung  abgeführte 
zu  ersetzen  und  die  Oberfl&ohentemperatnr  konstant  zu  erhalten. 

Wird  die  Qnantit&t  mngewandelter  Masse  der  Messung  unter- 
worfen, so  giebt  dieselbe  bei  station&rem  Zustande  nach  Gleichung  (1 7*) 
zugleich  die  Größe  von  an. 

Zwei  Fälle  von  besonderer  praktischer  Bedeutung  führen  anf  die 
Oberflächenbedingung,  welche  den  Wert  von  F^x    Sl^  vorschreibt 

Der  erste  ist  der,  daß  die  betreiTendc;  OberÜäche  des  Körpers 
Ton  einer  stark  umgerührten  Flüssigkeit  bespült  wird,  innerhalb 
deren  man  daher  die  Temperatur  r  als  konstant  ansclicn  kann. 

Faßt  man  die  betreffende  Oberflüche  als  eine  Zwischengrenze 
au^  so  handelt  es  sich  durum,  in  einer,  der  zweiten  Gleichung  (69) 
entsprechenden  Bedingung  die  in  die  Flüssigkeit  übergehende  Wiirnio- 
menge  zu  bestimmen;  diese  wird,  falls  der  Ubergang  nur  durch 
Leitung  stattfindet,  eine  Funktion  der  01)ertlächentemperatur  r 
des  Körpers  und  der  Temperatur  r*  dar  Flüssigkeit  sein,  die  nach 
S.  495  verschwinden  muß,  wenn  r »  t*  ist  Infolgedessen  wird  man 
setzen  können 


Digitized  by  Google 


§  9.   Beine  Wärmeieitung.  557 


fi'-r(T-T')  +  A;(T-TT  +  .... 

worin  clie  Konstanten  sind,  welche  von  der  Natur  dor  (Tn  ii/.HücIie 
nnd  etwa  noch  von  dem  Bewegnngszii Stande  der  Flüssigkeit  ab« 
hängen.  Setzt  man  kleine  TemperaturdüTerenzen  vorans»  so  kann 
man  sich  auf  das  erste  Glied  der  Beihe  beschränken  und  erhält 
nach  der  zweiten  Gleichung  (69) 

?i„+/;(f-o  =  o,  6y) 

also  wenn  t'  gegeben,  etwa  durch  die  direkte  lieobaehtuuf»  l»estininit 
ist,  eine  Grenzbedingung,  welche  der  f)ben  angegebenen  entspricht. 

Eine  ähnliche  Formel,  in  analoger  Weise  begründet,  wird  auch 
in  dem  Falle  angewamlt,  daß  der  Wärme  abgebende  oder  empfangende 
Körper  vom  leeren  ßaum  oder  einem  Gase  umgeben  ist,  und  die 
Wärmebewegung,  wie  man  sagt,  weniger  durcli  Leitung,  als  durch 
Strahliiiig  bewirkt  wird;  nur  stellt  dann  an  Stelle  von  Ä'  eine  andere 
Konstaute  die  sogenannte  äußere  Leitfähigkeit,  an  Stelle  von  t 
die  Temperatur  r^,  welche  ein  Thermometer,  in  bedeutender  Ent- 
fernung von  dem  Körper  oder  durcli  einen  Schirm  gegen  dessen 
Wirkung  geschützt,  anzeigt,  und  welclie  man  als  die  Temperatur 
der  Umgebung  be/eichnet,  während  r  in  dem  Falle,  daß  der 
Körper  selbst  adiatherman  ist,  beibehalten  werden  kann.  Mau  kann 
hier  also  schreiben 

o  +  >.  (r  -  r  J  =  Ü  .  69") 

Nach  der  Ableitung  werden  die  beiden  Gleichungen  (69')  und  (69 ") 
nur  im  Falle  sehr  kleiner  Temperaturdifferenzen  der  Wirklichkeit 
entsprechen.  Die  Dimensionen  der  Konstanten  iL'  und  k  sind 

[l^  »  p]  «  mt-^u-K  —  69'") 

Wegen  der  im  Vorstehenden  nachgewiesenen  Übereinstimmung 
zwischen  den  für  die  Wärmeleitung,  ohne  Rttcksicht  auf  die  mechar 
nischen  Wirkungen,  gültigen  Gleichungen  und  denjenigen,  die  wir 
der  Theorie  der  Bewegung  eines  imponderabeln  Fluiduma  innerhalb 
eines  Leiters  zu  Grunde  gelegt  haben,  sind  alle  bei  dem  früheren 
Problem  gewonnenen  Besultate  auf  das  neue  einfush  Übertragbar, 
mögen  sie  nun  den  stationären  oder  den  Teitaderlichen  Zustand 
betre£Fen.  Es  genügt  daher,  hier  auf  einige  Punkte  hinzuweisen,  die 
▼on  besonderem  Interesse  ftr  das  thermische  Problem  suid. 

Hier  kommt  in  enter  Idnie  der  ümstaad  in  Betracht,  daß  wir 
in  prud  ein  System  thermiadi  xa  isolieren  nicht  vermögen,  daB  also 
die  m  anderen  Gebieten  Yoikommende  OberflBdienbedingung  ^2^  »  0 
in  der  Wftrmelehre  keine  Anwendung  findet,  sondern  ttberall  dureh 
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eine  Bedingung  von  der  Form  (69")  ersetzt  wird.  Hierdurch  erhalten 
die  ftlr  die  Beohachtimg  so  wichtigen  Prohleme  der  Wärmebewegung 
in  Platten  und  Stäben  ihr  eigentflndiches  Gepräge.'^ 

Handelt  es  sich  nm  eine  planparallele  Platte  von  der  Dicke  2A, 
die  so  dttnn  gegen  ihre  Länge  und  Breite  ist»  daß  man  r  als  in  der 
Dickenrichtung  merklich  konstant  ansehen  kann,  so  wollen  wir  die 
JJ*- Ebene  in  die  Mittelfläche  der  Platte  legen  und  die  Haupt- 
gleichung (68)  dadurch  umformen,  daß  wir  sie  nach  Multiplikation 
mit  dz  von  r«— Abiszs+A  integrieren.  Dann  wird  nach  (68) 

-  h 
+  h 


I 


-Q^dz^  +(i2,+  12_.}  =  2ÄCr-rJ, 

-  h 

wobei  schon  die  Bidiii^ung  (ü9")  benutzt  ist.  Durch  Einsetzen  er- 
hält mau  die  üauptgleichung  für  homogene  ebene  Platten: 

70)  o,    ^  +  ^  (r  -  rj  =       +     +     ^ +    ^  ^, . 

Sie  läßt  sich  durch  Wahl  eines  geeigneten  Koordinatensjstemes 
i;,  ¥^  auf  die  Form 

und  bei  konstantem      durch  £iniUhrung  von 

r  -     =  r' 

und  durch  die  Substitution 

70")  XoP'  =  i  \K>  yo =       ^*  -  K >'l 

auf  die  andere  _ 

bringen.    Eine  partikuläre  Lösung  von  der  Form 

läßt  sich  dem  Fall  anpassen,  daß  sich  an  der  Stelle  | »  ^  »  0  der 
unbegrenzten  und  anfänglich  auf  konstanter  Temperatur  beiindHchea 
Platte  eine  Quelle  befindet;  in  demselben  sind  die  Kurren  konstanter 
Temperatur  gegeben  durch  die  Gleichung 
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welche  EUipsen  darstellt»  die  der  Schnittkaire  des  Hauptellipsoides 
(77'")  auf  a  298  mit  der  X^T^-'E^tene  fthnlich  und  gleichliegend  sind. 

Auf  diesem  Resultate  beruht  eine  bekannte  Methode,  die  Lage 
und  das  GrößenTerhAltnis  der  Hauptazen  jener  Euiren  experimentell 
angenShert  zu  bestimmen. 

Ist  die  Platte  seitlich  begrenzt»  so  wird  am  Bande  entweder  die 
Temperatur  r  Torgeschrieben  sein»  oder  es  wird  fireie  Ausstrahlung 
stattfinden;  im  letzteren  Falle  gilt  daselbst  die  Bedingung  (69").  — 

Für  einen  geraden  Cylinder,  dessen  Dicke  gegen  seine  Lftnge 
so  gering  ist»  daß  man  die  Temperatur  als  auf  jedem  Querschnitt 
merklich  konstant  ansehen  darf»  ist  Ähnlich  zu  Terfahren;  wir  legen 
die  i^Axe  in  eine  belie])ige,  etwa  die  Axeniiftser  des  Cylinders  und 
integrieren  die  Formel  (08)  aber  den  Querschnitt  q.  Dann  wird 

fihlls  ii^  die  mittlere  äußere  Leitfähigkeit  und  t  die  Lftnge  der  Peri- 
pherie des  Querschnittes  g  bezeichnet;  außerdem  ist 

also  nimmt  die  Hauptgleichung  die  Gestalt  an 

oder  bei  konstantem      und  bei  Einführung  Ton  r  ~     »  r*  auch 

^  ar'       Ä;.«?    .       3     fl'r'  .... 

An  den  Enden  wird  entweder  die  Temperatur  t  yorgeschrieben  sein» 
oder  es  wird  freie  Ausstrahlung  stattfinden;  im  letzteren  FaQe  gilt 
daselbst  die  Bedingung 

±A„^^  +  A(r-Tj  =  0,  71) 

wobei  das  obere  Zeichen  dem  negativen»  das  untere  dem  positiven 
Ende  des  Cylinders  entspricht 

Diese  Formeln»  welche  durch  Exponentialgiößen  und  trigono- 
metrische Funktionen  integriert  werden»  enthalten  die  Grundlage 
wichtiger  Beobachtungsmethoden  zur  Bestimmung  der  Leit&bigkeits- 
konstanten  X,^^;  handelt  es  sich  um  krystallinische  Körper»  so  müssen 
mehrere»  yerschieden  gegen  die  KrystaHazen  orientierte  St&be  der 
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UnteiBUchung  unterworfen  werden,  um  alle  Konstanten  zu  finden. 
Benutzt  man  das  Schema  der  BichtungskosinuB  auf  S.  413  und  be- 
trachtet darin  die  Axen  S,  JI,  Z  als  die  krystallographischen  Eaupt- 
axen,  auf  welche  bezogen  das  System  der  Hauptkonstanten  mit 
kjik  bezeichnet  werden  mag,  so  ergiebt  sich  leicht  ans  den  Grund- 
formeln (63) 

dies  Resultat  zeigt,  daß  man  flbeiliaupt  mit  Hilfe  Stilben  nur 
sechs  Aggregate  der  neun  Eonstanten  lli^  bestimmen  und  speziell 
die  rotatorischen  Glieder      —  Ä^)  u.  &  £  nicht  eihalten  kann. 

Pie  Gleichungen  für  den  station&ren  Zustand,  die  man  aus 
(68),  (70)  und  (71)  erhält,  indem  man  in  denselben  drjöt  gleich 
Null  setzt,  enthalten  ebenso^  wie  die  zugehörigen  Gfendiedingungeii, 
Ton  den  Leitungskoeffizienten  X  und  X^^  nur  die  Verhältnisse,' 
woraus  folgt,  daß  absolute  Werte  dui«h  die  Beobachtungen  des 
stationären  Zustandes  nicht  gewonnen  werden  können.  Biese  Eefert, 
die  Torhergegangene  Bestimmung  des  Produktes  r  Qq  Torausgesetst, 
nur  die  Untersuchung  des  veränderlichen  Zustandes,  welche  sowohl 
bei  Kugeln  und  Parallelepipeden,  als  bei  cjlindrisohen  Stäben  theore- 
tisch und  praktisch  durchgeführt  ist 

Fttr  den  stationären,  wie  lElr  den  veränderlichen  Zustand  kommt 
dabei  die  folgende  Bemerkung  in  Betracht 

Alle  Methoden  zur  Bestimmung  der  A^^,  bei  denen  Oberflächen- 
bedingungen von  der  Form  (09')  oder  (60")  einen  wesentlichen  Ein- 
fluß auf  das  Besultat  besitzen,  sind  nach  dem  S.  556  und  557  Gesagten 
prinzipiell  bedenklich.  Demgemäß  wird  insbesondere  die  Anwendung 
von  dünnen  Stilben  und  Platten  nur  dann  zuverlässige  Werte  der 
Konstanten  durch  die  Beobaehtong  abzuleiten  gestatten,  wenn  Kittel 
vorhanden  sind,  die  Gültigkeit  dieser  Bedingungen  durch  das  Experi- 
ment zu  prüfen.  Theoretisch  am  vollkommensten  wird  jederzeit  eine 
Methode  sein,  welche  den  veränderlichen  Zustand  innerhalb  eines 
homogenen  Mediums  beobachtet,  das  in  erster  Annäherung  als  un- 
endlich betraditet  werden  kann;  angenähert  realisieren  läßt  sieh 
z.  B.  der  Fall  des  Halbraumes  von  anfänglich  konstanter  Temperator, 
dessen  Grenzebene  von  einem  bestimmten  Zei^unkt  an  aüf  einer 
abweichenden  konstanten  Temperatur  erhalten  wird.  ~ 

ESne  Schwierigkeit  wird  in  der  Praxis  dadurch  hervorgebracht,  daß 
das  Thermometer,  welches  zur  Beobachtung  der  Temperatur  mit  dem 
zu  untersuchenden  Körper  in  Verbindung  gebradit  werden  mufl^  sieh 
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iiii  »ler  Wünnebewe^img  beteiligt  und  sonach  bei  der  Tluoiic  in 
(las  System  n)it  einbezogen  werden  muß.  Um  seinen  Eintluß  mög- 
liebst klein  nnd  mitgliehst  leicht  auswertbar  zu  machen,  wählt  mau 
als  Thermometer  zumeist  ein  TheriiKn  leinrnt,  aus  zwei  Drähten  ge- 
bildet, welche  als  lineare  Leiter  von  uueudücher  Lauge  betraciitet 
werden  können.  — 

Kotatorische  Qualitäten  können  in  IV'zug  ;iuf  die  Wärmeleitung 
l)ei  Krvstallen  gewisser  (iruppeu  vorkommen,  die  aus  dem  Schema  IT" 
auf  S.  138  zu  ersehen  sind;  sie  können  in  isotropen  Körpern  aut'tr«'ten, 
wenn  diesell)en  während  di  r  Wärmebewegung  einer  magnetischen  Kraft 
ausgesetzt  werden,  wie  dus  im  nächsten  Teile  erörtert  wenh'u  wird. 

Uber  den  experimentellen  Nachweis  dieser  Eigenschaften  ist  auf 
S.  805  u.  f.  in  dem  Falle  gesprochen  worden,  daß  die  Stnunung  in  einer 
beiderseitig  isolierten  Platte  statthndet;  das  Verfahren  ist  im  wesent- 
lichen auch  noch  anwendljar,  wenn  auf  den  Seitenflächen  das  Ans- 
strahluugsgcsetz  (G9")  gilt,  nur  ist  die  Theorie  der  Methode  dann 
natürlich  komplizierter.  — 

Eine  besondere  Erwähnung  verdient  schließlich  noch  der  in  den 
irUhereu  allgemeinen  Entwickelungen  nicht  enthaltene  und  praktisch 
wichtige  Fall,  daß  die  Zwischengrenze  zwei  Körper  von  derselben 
Zusammensetzung,  aber  in  verschiedenem  Aggregatzustande 
scheidet,  z.  B.  Wasser  und  Elis.  Hier  hat  die  Wärmebewegung  die 
Umwandlung  von  Masse  aus  der  einen  in  die  andere  Modifikation 
und  damit  zugleich  eine  Verlegung  der  Grenzfläche  zur  Folge;  sieht 
man  von  der  Verschiedenheit  der  Dichte  der  beiden  Modifikationen 
ab,  so  kann  man  das  System  im  übrigen  als  ruhend  betrachten. 

Bezeichnet  hierbei  dn  die  während  dt  stattfindende  Verschiebung 
der  Zwischengrenze  in  der  Richtung  der  Normalen  in  diejenige 
Modifikation  hinein,  die  durch  Wärme sufuhr  ans  der  anderen  ent- 
steht, nnd  bezeichnet,  wie  in  (17  ),  A  die  ^esifiaohe  Beaktionswänne 
in  mechanischem  Maße,  so  erhält  man  leicht  die  Bedingung^*) 

W.  +  {iy»  +  ^e57-0,  72) 

ZU  welcher  nocli  liinzuzunehmen  ist,  daß  die  Temperatur  in  der 
Grenze  der  Umwandlungst^imperatur  gleich  sein  muß. 

I  10.  IM«  allg«m«iiMii  Bediiigiuigeii  fär  das  theimiseh-mMhaiiisolie 

Oleioligvwleht 

In  der  reinen  Mechanik  haben  wir  gefunden,  daB  alle  Bedingungen 
für  das  Gleichgewicht  eines  beliebigen  materieilen  Systeme«  unter 

Toior,  TiMoraliMlie  Pliyiik.  8< 
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der  Wirkuu*^  kuuservativer  iimerer  imd  beliebiger  äußerer  Kräfte  in 
das  eine  Sjmbol 

78)  Ö0-  irj  =  0 

zusammengefaßt  werden  können,  in  dem  S  '/>  eine  virtuelle  Variation 
d(  s  Potcntiales  der  inneren,  und  d'A  die  virtuelle  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  bezeichnet 

Kann  dagegen  das  System  in  der  gegebenen  Koniignration  nicht 
im  Gleichgewicht  verharren,  so  folgt  die  im  ersten  Moment  eintretende 
Bewegung  der  Ungleichung 

Letztere  Bcdiiif^un^;  liat  zur  Folf^e,  daß  bei  mangelnden  iiußereii 
Kräften  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  auf  die  Form 

73")  4»  =  Minimum 

gebracht  werden  kann. 

Diese  Besultate  gestatten  auch  die  Anwendung  auf  nicht  kon- 
servative Erikfte,  wenn  dieselben  mit  den  Geschwindigkeiten  selbst 
verschwinden;  denn  da  in  beiden  Formeln  (73)  und  (73^  Ruhe  oder 
unendlich  kleine  Geschwindigkeit  vorausgesetzt  ist,  so  können  die 
Arbeiten  solcher  Kräfte  in  ihnen  nicht  auftreten.  — 

Es  liegt  nun  nahe,  durch  analoge  Schlttsse,  wie  sie  auf  &  499 
den  Übergang  von  der  rein  mechanischen  Gleichung  der  Energie 
(4^s)  'auf  SL  40  zu  der  durch  Heranziehung  der  thwmisdiai  Vor- 
gänge erweiterten  Gleichung  der  Energie  (2)  auf  S.  499  vermitteltettr 
auch  die  vorstehenden  mit  der  Gleichung  der  mechanischen  Energie 
in  Zusammenhang  stehenden  Bedingungen  zu  erweitem,  das  Potential 
durch  die  gesamte  innere  Energie  E*  des  Körpers,  die  Arbeit  durch 
die  Summe  von  zugeführter  Arbeit  und  Wärme  zu  ersetzen.  Man 
gewinnt  dadurch  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  die  Fomel 

74)  ÖE'-S'n-S'A  =  0, 

und  als  charakteristische  Eigenschaft  des  Beginnens  der  Bewegung 
aus  der  Buhe  die  andere 

Daß  die  erste  Bedingung  im  Falle  des  Gleichgewichts  erfUlt, 
also  notwendig  ist,  ergiebt  ihre  Yeigleichung  mit  der  Energie- 
gleichung  (2  ),  indem  man  in  derselben  die  lebendige  Kraft  W  der 
äußeren  Bewegung  gleich  Null  setzt  Daß  sie  aber  auch  die  hin« 
reichende  Bedingung  fbr  den  Eintritt  des  mechanischen  Gleidi- 
gewichtes  bildet,  läßt  sich  für  den  oben  betrachteten  Fall  einet 
beliebigen  elastischen  Mediums  auf  folgende  Weise  zeigen. 
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Wir  nehmen  an,  die  Wämebewegong  finde  aut  eine  Weise  statt, 
die  sich  nur  unendlich  wenig  von  einer  unikehrbaren  Unterscheidet» 
eine  Annahme,  Aber  die  &  548  gesprochen  ist»  setzen  also 

unter  Benutzung  der  Bezeichnungen  aus  §  6  lantet  dann  die  Gleich- 
gewichtsbedingung (74)  ausführlich 

Führt  man  wieder  die  freie  Energie.  |,  der  Volumeneinheit 
durch  die  Beziehung 

ein,  so  erhält  man 

Entwickelt  man  femer 

und  bedenkt,  daß  nach  (35') 

ST 

ist,  so  fjillt  d  T  unter  dem  Rauniiiitej^ral  jr.mz  heraus,  und  es  bleiben 
nur  die  sechs  uiial)liän^'igen  Variationen  <)x^,,..  Öx^  übrig. 
Da  nach  (35  )  femer 

ist,  so  erhält  man  durch  Umformung  des  Raumintegrales  und  Be- 
rücksichtigung der  Werte: 

leicht  die  Gleichungen 


X«  /f,+  r»  z„+  = 0 . 

Dies  sind  aber  die  Bediiif^unfjen  (32)  und  (32')  des  mecbanisclien 
Gleichgewichtes  bei  ßerücksiclitiguiig  der  tlierniisch-mechaiiischeii  Wir- 
kungen, wie  sie  auf  S.  524  aufgestellt  sind;  die  CTleichung  (74)  ist  also 
die  hinreichende  Bedingung  des  mechanischen  Gleichgewichtes. 

86* 
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Soll  gleichzeitig  auch  thermisches  Gleichgewicht  stattünden,  so 
muß  die  Temperatur  im  Inuem  des  Systemes  konstant  sein. 

Die  Formel  (74')  läßt  sich  in  dem  betrachteten  Falle  noch  ein- 
facher nachweisen.  Denn  da  die  Gesamtenergie  E  minus  der 
lebendigen  Kraft  ^  bezeichnet,  so  ist  nach  (2')  der  Ausdruck  links  der 
negative  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  während  dt,  also  beim  Be- 
ginn der  Bewegung  stets  kleiner  als  NtiU.  — 

Wir  haben  früher  aus  der  nur  für  spezielle  Probleme  der 
Mechanik  direkt  bewiesenen  Energiegleichung  ein  allgemeines  Prinzip 
von  größter  Fruchtbarkeit  gewonnen,  indem  wir  sie  hypothetisch  auf 
jede  Art  Ton  Vorgängen  erweiterten.  Es  liegt  nahe,  die  obigen  swei 
Formehiy  die  mit  der  Energiegleichung  so  nahe  verwandt  sind,  in 
ähnlicher  Weise  sn  Terallgemeinem  und  die  erstere  als  stets  gültige 
Gleichgewiohtsbedingung,  die  letztere  als  stets  gültige  Regel  fftr  den 
Sinn  einer  ans  der  Ruhe  bei  fehlendem  Gleichgewicht  eintretenden 
Veränderong  anzusehen.  Dies  wird  wahrscheiidich  gemaeht  durch  die 
Vorstellung,  daß  alle  Umsetzungen  in  letzter  Instanz  mechanische 
sind.  Die  Er&hrung  hat  die  Richtigkeit  der  so  gewonnenen  Bedingungen 
bisher  in  allen  Fällen,  auf  welche  sie  angewandt  wurden,  und  welche 
hauptdkdilich  thermochemische  Fkobleme  dantellen,  bestätigt 
Deren  Zahl  ist  allerdings  noch  nicht  sehr  groß,  da  es  in  praxi  meist 
große  Schwierigkeiten  macht»  für  körperliche  ^ysteme^  namentlidh  f&r 
Mischungen,  Lösungen  and  Verbindungen,  die  Ausdrucke  f&r  die  Eneigie 
und  die  Entropie  zu  gewinnen.  Immerhin  geuügeu  sie,  um  die  aUg^ 
meine  Gültigst  der  neuen  Prinziiu  sehr  wahrscheinlich  zu  machen. — 

Die  Gleichungen  (74)  und  (74),  die  wir  nun  in  dep  Fem 
achreiben  <*) 

75)  TSH^  ^j4^Qj 

75')  (IE-  TdH-d'A  <  0,  ■ 

gestatten  verschiedene  Deutungen. 

Setzt  man  nur  isothemiische  Änderungen  Toraus,  so  kann  man, 
indem  man  wieder  die  freie  Energie 

76)  E'-TH^S 
einführt,  schreiben: 

woraus  folgt,  daß  bei  isothermischen  umkehrbaren  Zustandsänderungen 
die  freie  Energie  genau  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  bei  rein  mecha- 
nischen Vorgängen  nach  (73)  und  (73)  das  innere  Potential;  man 
nennt  daher  iH  auch  das  thermodynamische  Potential  bei  kon- 
stanter Temperatur. 
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St^ht  das  System  uiitor  allseitig  gleichem  Druck,  und  wird 
außer  diesem  auch  die  Temperatur  koustajit  erhalten,  so  kann  mau 
wegen  Ö'A^  -FöF 

tr-TH-{^py=z  77) 

setzen  und  die  beiden  Gleichungen  schreiben 

^Z«0,   resp.   <fZ<0.  77') 

Z  nennt  man  das  thermodynamische  Potential  bei  kon- 
stantem Druck  und  konstanter  Temperatur;  es  spielt  bei 
diesen  Vorgängen  dieselbe  Rolle,  wie  das  innere  Potential  bei  äußeren 
Kräften  nicht  unterworfenen  mechanischen  Systemen. 

Nimmt  man  an,  daß  äußere  Krilfte  nicht  yorhanden  sind,  oder 
daß  die  Bedingungen  des  Problems  ihre  Arbeit  zu  Null  machen,  so 
ist  d'A  =  0 ,  tVA  =  0,  und  die  Gleichungen  geben  als  spedelle 
Folgerungen: 

iSat  konstante  Entropie 

f3£'==0,  0,  78) 

für  konstante  Energie 

8H^0,   dH>0.  18') 

Der  letztere  Fall  findet  bei  einem  mechanisch  und  thermisch 
isolierten  System  statt  Die  letzte  Gleichung  besitzt  eine  gewisse 
Verwandtschaft  mit  dem  auf  S.  549  angegebenen,  allerdings  nicht 
▼SUig  sicher  basierten  Besultat  Über  die  Zunahme  der  Entropie  bei 
natürlichen  Yorg^gen.  Dort  war  gezeigt,  daß  bei  einem  beliebigen 
nicht  umkehrbaren  Vorgang,  der  ohne  Wärmezufuhr,  aber  bei  be- 
liebiger Arbeitsleistung  stattfindet,  die  Entropie  zunimmt;  hier  ergiebt 
sich  das  Gleiche  nur,  wenn  das  körperliche  £(yBtem  nach  außen  TöUig 
isoliert  ist,  und  die  Veränderung  aus  einem  Ruhezustand  beginnt^ 
welcher  kein  Gleichgewichtszustand  ist 

Aus  den  Gleichungen  (78)  und  {IS')  ergiebt  sich  in  früherer 
Weise,  daß  im  Znstand  stabilen  Gleichgewichtes  bei  ▼orgeschriebener 
Entropie  die  Energie  ein  Minimum,  bei  ▼oi^geschriebener  Energie 
die  Entropie  ein  Majrimum  ist 

Die  Torstehenden  Betrachtungen  werden  in  dem  nächsten  Teil 
wichtige  Anwendung  finden. 
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Thermiseh-ehemiselie  ümsetEiuigen. 

§  11.    GnmdvorBtellimgen  imd  Definitionen. 

Tn  dem  vorigen  K;ij)itol  sind  aussclilicßlich  rinsetzuiigcii  hv- 
huiidt'lt  wonlcii.  ])v[  dviwn  die  iSul)staiiz  des  veränderten  Kiirpers 
ungeäudert  blieb.  W  ir  wenden  uns  munuclir  denjeuigeu  zu.  welche 
die  Substanz  in  Mitleideuschuft  /ieben,  sei  es  nun,  daß  sie  den 
Aggregatzustand  oder  die  Moditikation  eines  Körpers  bei  ungeänder- 
ter  clicniiscber  Zusammensetzung  wandeln,  sei  es,  daß  sie  die  Zu- 
sanuHLMiset/ung  selbst  verändern.  Alle  diese  Umsetzungen  haben  so 
viel  Gemeinsames,  daß  wir  sie  unter  dem  Namen  der  allgemciu- 
8 teil  von  ihnen,  der  chemischen,  zusammenfassen  wollen. 

Jb^ür  letztere  köimeii  wir  uiis  folgendes  allgemeiiie  Schema 
bilden. 

Tn  einem  Räume  sind  verscliiedene  chemisch  aufeinander  wir- 
kende iSul)stanzen  vereinigt  und  werden,  während  sie  nach  außen 
thermisch  und  mechanisch  isoliert  bleiben,  in  irgend  welchem  fein 
verteilten  Zustande  andauernd  durcheinander  gerührt,  bis  sich  ;dle 
Umsetzungen  ,  die  ohne  außen-  Einwirkungen  eintreten  kinmen,  ab- 
gespielt haben.  Es  wird  sich  schließlich  ein  (Gleichgewichtszustand 
einstellen,  bei  welchem  die  Temperatur  und  der  Druck  in  dem 
ganzen  Räume  konstante  Werte  haben. 

Die  Produkte  der  chemischen  Prozesse  sintl  dann  entweder  feste, 
oder  Hüssige,  oder  gasförmige  Ki)rper.  Die  festen  —  etwa  in  Form 
von  Krystallen  erhalten  —  sind  stets  in  gesonderten  Räumen  vor- 
handen, die  flüssigen  nur,  wenn  sie  nicht  mischbar  sind,  die  gas- 
förmigen dagegen  nie,  denn  sie  durchdringen  sich,  wenn  man  von 
der  Schwere  absieht,  jederzeit  vollkommen. 

Die  voneinander   unabhängigen   chemischen   Bestandteile  des 
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Systems,  seien  sie  nun  chemische  Momente  oder  Verbindungen,  die 
bei  den  stattfindenden  Umsetzungen  nicht  zerlegt  werden,  nennen 
wir  nach  Gibbb  seine  Komponenten,  die  räumlich  gesonderten 
Körper,  welche  sich  aus  ihnen  bilden,  seine  Phasei).^^ 

Die  Anzahl  der  festen  und  Hiissigen  Phasen  ist  beliebig,  die 
Anzahl  der  gasförmigen  stets  gleich  Eins.  In  einer  Phase  können 
alle  Komponenten  vereinigt  sein,  sie  kann  aber  auch  deren  nur  eine 
einzige  enthalten.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  daß  gleichzeitig 
mehrere,  ja  alle  Phasen  dieselben  Komponenten  in  dem  gleichen 
Verhältnis  enthalten,  also  dieselbe  chemische  Zusammensetzung  be- 
sitzen; dies  kommt  z.  B.  bei  den  ▼erschiedenen  Aggr^atznst&nden 
einer  und  derselben  Substanz  Tor.  — 

Nachdem  die  Chemie  festgestellt  hat,  in  welchen  einzelnen  Phasen 
unter  irgend  beliebigen  Umständen  gegebene  Komponenten  be- 
stehen können,  eröffnet  sich  Air  die  Wftrmetheorie  die  Aufgabe,  die 
charakteristischen  Eigenschaften  der  Phasen  eines  Sjstemes  aufzu- 
finden, welche  dieselben  bef&higen,  bei  gegebenen  Umständen  einzeln 
oder  nebeneinander  im  Gleichgewicht  zu  Terhanren;  damit  steht 
die  weitere  Aufgabe  im  nächsten  Zusammenhang,  die  infolge  geän- 
derter äußerer  Umstände,  d.  h.  gegebener  dP  und  dT,  sowie  infolge 
gegebener  äufierer  Einwirkungen,  d.  h.  gegebener  d*ji  und  <f  i3,  ein- 
tretenden Veränderungen  innerhalb  des  Systems  zu  bestimmen. 

Für  die  Inangrifinahme  dieser  Aufgabe  hat  man  sich  des 
Fundamentalgesetzes  der  Chemie  zu  erinnern,  nach  welchem  die 
Umsetzungen  nach  konstanten,  für  die  einzelnen  Stoffe  charakteristi- 
schen MasseuTerhältnissen,  den  ganzzahligen  Vielfachen  der  sogenann- 
ten ÄquiTalentgewichte,  stattfinden'');  die  Äquivalentgewichte 
sind  hiernach,  selbst  wenn  eines  Ton  ihnen  willkftrlich  gewählt  ist, 
zunächst  nur  bis  auf  einen  willkürlichen  ganzzahligen  Faktor  defi- 
niert, und  es  steht  frei,  über  letzteren  für  die  Terschiedenen  Stoffe 
so  zu  TerfÜgen,  daß  die  erhaltenen  Zahlen  irgend  welche  spezielle 
Bequemlichkeit  bieten. 

Für  den  idealen  Gaszustand  ist  dabei  maßgebend  die  Beobach- 
tung Ton  Gat  Lvssac^^),  daß  sich  ideale  Gase  nicht  nur  nach 
ganzzahligen  Vielfachen  der  Äquivalentgewichte,  sondern  auch  nach 
ganzzahligen  Vielfachen  der  ursprünglichen  Volumina  yerbinden, 
wenn  man  die  Substanzen  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Tem- 
peratur Toraussetzt 

Man  definiert  nämlich  für  die  Zwecke  der  Thermochemie  nach 
AvooABRo'*)  diejenigen  Aquivalentgewichte  als  Molekularge- 
wichte fif  welche  die  Anzahl  der  Moleküle  v  =^  (j  j  fi  in  der 
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Vohuneneinheit  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur  ftr 
alle  idealen  Gase  gleich  werden  lassen«  Die  Massen  sind  hier- 
durch  bis  auf  einen,  allen  gemeinsameni  konstanten  Faktor  ToUstftndig 
definiert;  letzteren  bestimmt  man,  indem  man  für  Wasserstoff 
gleich  2  Gramm  setzt  Die  hierdurch  festgestellte  Quantität  n  eines 
Gases  —  und  analog  eines  beliebigen  anderen  Körpers  —  bezeichnet 
man  auch  wohl  als  ein  Grammmolekttl  seiner  Substanz. 

Es  ist  nützlich,  darauf  hinzuweisen,  daß  diese  Definitionen  und 
Festsetzungen  von  einer  speziellen  Vorstellung  Aber  die  Konstitution 
der  Materie  Tollkommen  unabhängig  sind  und  keineswegs  etwa  die 
atomistische  voraussetzen. 

Bei  Gasen  oder  Dämpfen,  die  sich  nicht  im  idealen  Zustand 
befinden,  ebenso  bei  flüssigen  und  festen  Körpern,  existiert  eine  ähn- 
lich vollständige  Definition  des  Molekulargewichtes  nidit,  und  man 
muß  sich  vielfach  damit  behelfen,  den  Wert  vom  gasförmigen  Zu- 
stand derselben  Substanz  zu  übernehmen,  oder  ihn  gemäß  der  che- 
mischen Konstitutionsformel  zu  berechnen. 

Nur  bei  verdünnten  Losungen  hat  man  auf  Grund  von  Beobach- 
tungen, auf  die  wir  weiter  unten  zurückkommen,  eine  der  Avooadro*- 
schen  analoge  Definition  des  Molekulargewichtes  für  die  gelöston 
Substanzen  aufgestoUt^  die  zu  widerspruchsfreien  Besultaten  führt^ 

Als  das  Atomgewicht  eines  chemischen  Elementes  definiert 
man  die  kleinsto  Masse  dieses  Stoffes,  welche  in  den  Molekülen  seiner 
Verbindungen  auftritt  Ist  die  Einheit  des  Molekulargewichtes  wie 
oben  festgestellt,  "so  bleibt  doch  bei  den  Atomgewichten  ein  ganz- 
zahliger Faktor  unbestimmt,  weil  man  nicht  sicher  sein  kann,  alle 
Verbindungen  des  betreffenden  Elementes  zu  kennen.  Die  ZaUwerte^ 
welche  sich  durch  diese  Definition  ergeben,  sind  also  gewissermaßen 
vorläufige;  indessen  besitzen  die  gegenwärtig  angenommenen  eine 
bedeutende  innere  Wahrscheinlichkeit,  wegen  einer  Reihe  von  G^esets- 
mäßigkeiten,  welche  sie  zeigen.  Unter  diesen  kommt  für  uns  be- 
sonders das  von  Dulonq  und  Psttt*^)  gegebene  Gesetz  von  der  an- 
genäherten Konstanz  der  Atomwärmen,  d.  h.  der  Produkte  aus 
spezifischer  Wärme  und  Atomgewicht,  in  Betracht,  ein  G^esetz, 
welches  sich  auf  Grund  der  Virialgleichung,  welche  den  Ausgangs- 
punkt flir  (He  Betrachtungen  in  §  9  des  ersten  Teües  bildete,  auch 
mechanisch  plausibel  machen  läßt^ 
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§  12.  AUgemeine  Sätze  über  das  thermisch-ohemiiohe  Qleiohgewicht 

Die  Grundlage  fftr  die  Bearbeitung  der  im  vorigen  Abscbnitt 
formulierten  Aufgaben  bieten  die  S.  664  abgeleiteten  Bedingungen, 
nach  welchen  in  einem  durchweg  gleichtemperierten  System  mecha- 
nisches Gleicbgewii^t  Torhanden  ist,  falls  bei  allen  Tirtnellen  Ände- 
rungen 

»P-rm-^ji^O  79) 

ist,  und  (laß  bei  nicht  vorliaiideneni  Gleichgewicht  die  Verüuderung 
aus  der  Hube  in  dem  Sinne  eintritt,  daß 

dE'  -  Tdll-  (f.Y  <  0.  79') 

In  unserem  speziellen  Falle  allseitig  gleichen  Druckes  ist  —  ^PdV 
und  d'J  =  -  PdV. 

Wir  bezeichnen  allgemein  die  Phasen  durch  obere  Indices, 
die  Komponenten  durch  untere,  Tcrstehen  also  unter  mj*  die 
Masse  der  Komponente  (A),  welche  in  der  Phase  (t)  Toifaanden  ist; 
weiter  setzen  wir  kurz 

2"*?^=""»»,  80) 

wo  nii^  die  Gesamtmasse  der  Komponente  k  in  allen  Phasen,  und 

S<=»«^%  80) 

wo  m'''>  die  Gesamtmasse  der  Phase  (t)  ist 

Da  die  Phasen  räumlich  getrennt  sind,  so  ist  das  Gesamtvolumen 

unter  t^<>  das  Volumen  der  Masseneinheit  oder  das  spezifische 
Volumen  der  Phase  (i)  verstanden.  Femer  dürfen  wir  mit  Rück- 
sicht auf  die  S.  518  u.  £  angestellten  Betrachtungen  auch  setzen 

^  =  ;^iF«  =  ^m(0«'«,   H«^ÄW«^m(«V'\  81') 

wo  nun  und  tjff^  Energie  und  Entropie  der  Masseneinbeit  oder 
spezifische  Energie  und  spezifische  Entropie  der  Phase  (t) 
bezeidmen  und  Funktionen  von  Druck,  Temperatur  und  der  Zu- 
sammensetzung der  Phase,  d.  h.  der  Yerh&ltnisae  der  w!^  für  das- 
selbe if  sind. 

Da  weiter  £,  JJ  bei  proportionaler  Zunahme  aller  ivt^')  in 
gleichem  Verh&ltnis  zunehmen,  so  sind  alle  drei  homogene  Funktionen 
ersten  Grades  der  m^^,  was  wir  durch  die  Ans&tze 
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81")  ^"^^^^f^'^i'^i^* 

aiudrücken,  in  denen  nnn  die  Koeffiiienten  i^J^f  «'jp,  gleichfalls 
aufier  Ton  F  und  T  im  allgemeinen  noch  von  den  VerhSltniseen  der 
gleichen  Werten  i  entsprechenden  m^*^  abhAngen. 

Es  mag  beüAufig  bemerkt  werden,  daß  die  in  (81")  enthaltenen 
Zerlegungen  von  F,  E*f  H  keineswegs  mit  denen  identisch  eind» 
welche  ans  {SV)  durdi  Einführung  der  Substitution  (80')  resultieren. 

In  der  Gleichgewichtsbedingung  (79)  betreffen  die  Variationen 
sowohl  Pund  Tals  die  Mengen  der  Komponenten  in  den  yerschiedenen 
Phasen,  slso  die  Zusammensetzung  des  Systems;  aber  die  Variation 
wegen  P  und  T  liefert  keine  neuen  G^esetze,  da  sie  aus  der  obigen 
Fonnel  die  bekannte  Bedingung  des  thermisch-mechanischen  Gleich- 
gewichtes machte  welche  wegen  der  Eonstanz  von  F  und  T  identisch 
erfüllt  ist  Für  uns  haben  also  nur  die  Variationen  der  mto  eine 
Bedeutung,  und  daher  können  wir  für  unsere  Zwecke,  indem  wir, 
wie  S.  565, 

82)  E'-TH+PFm^Z 

setzen,  die  ubige  Bedingung  in 

82')  ÖptZ^O 

abkürzen,  wo  die  Indices  die  Xonstanz  von  F  und  T  bei  der 
Variation  aussprechen.  Z  heißt,  wie  gesagt,  das  thermodynamische 
Potential  des  Systemes  bei  konstantem  Druck  und  konstanter  Tem- 
peratur. 

Wie  f"]  und  so  ist  auch  Z  eine  homogene  Funktion 
ersten  Grades  der  mj[>;  es  kann  also  gesetzt  werden 

88)  2=:^^?/''";", 

WOllU 

88')  {<..-^^J,. 

das  Potential*'')  der  Komponente  k  in  der  Phase  «,  außer 
von  F  und  T,  im  sllgemeinen  auch  Ton  den  Verhältnissen  der  m**>, 
welche  gleichen  Werten  t  entsprechen,  oder  was  damit  AqniYalent 
ist,  Ton  den  Dichtigkeiten      »  m|^<}  /     abhilngig  ist 

Die  Gleichgewichtobedingung  (82^)  nimmt  hiemach  die  Form  an 
83")  0  =  :^^i:y)JmiO. 

Die  Wshl  der  in  den  Torstehenden  Gleichungen  anftrefeenden 
Komponenten  n^j>  ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  beliebig.  Unter 
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Umatänden  kann  man  sie  mit  den  Elementen  der  das  System  bil- 
dendeu  chemisclien  Verbindunfjen  identifizieren,  wobei  natürlich, 
wiMin  in  derselben  Pbiise  ein  Kiement  in  mehreren  Verbindungen 
aultritt,  demselben  auch  mehrere  m'^^''  mit  gleichem  i  und  verschie- 
denem k  entsprechen;  doch  ist  diese  Wahl  keineswegs  stets  vorteil- 
haft. Die  liier  vorliegende  Willkür  wird  ausgeglichen  durch  den 
Umstand,  daß  jeder  getroffenen  Verfügung  andere  Formen  der  für 
die' virtuellen  Variationen  din^>  geltenden  Nebenbedingungen  ent- 
sprechen. Man  wird  die  äußere  Gestaltung  des  Problems  am  meisten 
vereinfachen,  wenn  man  über  die  Komponenten  so  verfügt,  daß  die 
Anzahl  der  Nebenbedingungen  möglichst  klein  ist 

Handelt  es  sich  beispielsweise  um  ein  System,  welches  nur 
eine  chemische  Verbindung  in  verschiedenen  Phasen  enthält,  etwa 
eine  Substanz  in  verschiedenen  Aggregatznständen,  so  wird  man  diese 
Substanz  selbst  als  einzige  Komponente  wählen  und  hierdurch  die 
Gleichungen  (88)  und  (83 ")  auf 

Z=^J<Om(«,     0  =  ^;<'>^iii(*^  84) 

reduzieren.  Überhaupt  wird  man  mehrere  Elemente,  die  stets  nur 
in  derselben  chemischen  Verbindung  vorkommen,  passend  zu  einer 
Komponente  zusammenfassen. 

Auch  wenn  nur  eine  Phase  vorhanden  ist,  und  in  ihr  eine  An- 
zahl von  h  chemischen  Elementen  in  mehreren,  z.  B.  in  n  Ver- 
bindungen vorkommen,  wird  man  praktisch  nicht  die  Elemente, 
sondern  diese  Verbindungen  als  Komponenten  einführen,  weil  man 
dadurch  deren  Zahl  mOg^chst  klein  macht  Es  wird  dann 

0=;:^^^^«,.  04) 

Die  Bedingungen,  welche  für  die  9m^j^  bestehen  und  nach  der 
Methode  der  LAORANOE'schen  Multiplikatoren  mit  der  Haupt* 
gleichung  (83  )  zu  kombinieren  sind,  fließen  zum  Teil  aus  den 
chemischen  Eonstitntionsformeln  der  Komponenten  und  hängen  daher 
von  den  speziellen  Problemen  ab.  Außerdem  müssen  aber  stets  die 
Gleichungen  erfüllt  sein,  welche  aussprechen,  daß  die  G^esamtmengen 
eines  jeden  chemischen  Elementes  vorgeschrieben  sind,  ohne  daß  sie 
in  allen  Fällen  direkt  die  Nebenbediugungen  des  Problems  dar- 
stellen. 

Wählt  man  z.  B.  als  Komponenten  beliebige  Verbindungen, 
welche  nur  die  Eigenschaft  haben,  daß  innerhalb  des  betrachteten 
Systems  ein  Austausch  zwischen  ihnen  nicht  stattfindet,  so  treten  an 
Stelle  dieser  letzteren  Bedingungen  diejenigen,  daß  die  Gesumt- 
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masse  jeder  Komponente  gegeben  und  unTeränderlich  ist,  d.  h.  die 
Formeln 


woraos  folgt 

85)      ^^m^psO,        As  1,2...»  und  IS  1,2... 

Bestehen  keinerlei  andere  Bedingungen,  so  erhält  man 
in  der  aagegehenen  Weise  die  Formel 

85')  ^^'(?,"-/.J.>"','  =  0, 

welche  in  die  A . »  Gleichungen 

85")  g;*)  -  X,  «  0 

zerfallt;  diesolhen  onthalten  den  von  W.  Gibbs  entdeckten  Satz,  daß 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  das  Gleichgewicht  nur  dann 
stattfindet,  wenn  die  Potentiale  jeder  Komponente  in  allen  Phasen 
gleich  sind.**) 

Durch  Elimination  der  il^  erhält  man  ans  (85") 

85"T  =  ftr  A=l,2,...it, 

also  (  in  System  von  —  1)  Gleichungen  zwischen  den  «/i-f2 
Variabein,  nämlich  F,  T  und  den  7i.h  Massen  w[;^  oder  diu  «.A 
Dichtigkeiten    o[*K     Zu    ihnen    kommen    noch    die  Zustands- 

~  >  k 

gleichun^en  für  die  einzelnen  h  Phasen,  nämlich  die  Beziehungen, 
welche  die  Verhältnisse  der  m*/'  und  das  Volumen  f*",  oder  svni- 
metrischer  die  Dichten  (}^^\  der  Komponenten  einer  Phase  i  mit  F 
und  T  verl)in(len,  so  daß  also  nA  +  2  Variabein  »(Ä— 1)4-A 
Gleichungen  gegenüberstehen. 

Ist  die  Anzahl  n  der  Komponenten  gegeben,  so  kann  man  aus 
diesem  Verhältnis  Schlüsse  ziehen  über  die  Anzahl  der  Phasen,  die 
nebeneinander  im  Gleichgewicht  verharren  können. 

Das  Problem  wird  im  allgemeinen  unmöglich,  wenn  die  An- 
zahl der  Gleichungen  größer  ist,  als  die  der  Yariabeln.  Wir  schließen 
daher,  daß  jedeuialls 

sein  muß,  d.  L  daß  die  Anzahl  der  Phasen  höchstens  nm  zwei  größer 
sein  kann,  als  die  Anzahl  der  Komponenten.**) 

Ist  A  ^  A  -f  2,  so  bestimmt  das  Gleidrangssystem  alle  Vambdn 
Tollständig,  nnd  damit  aach  ein  bestimmtes  Wertpaar  P  nnd  T, 
welchem  allein  jene  höchste  Zahl  koexistierender  Phasen  entspikJit 

Igt  A  s  ff  +  1,  so  folgt  ans  dem  Gleichungssystom  nach  der 
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Elimination  der  oj^"  eine  Beziehung  zwischen  und  7',  also  eine 
zusamnuiigehörige  Wertreihe  dieser  Größen.  Ist  A<n+1,  so 
bleiben  jP  und  7'  ))elie])ig  verfügbar. 

Diese  Resultate  kann  man  sich  so  Teranscbaulichen,  daü  man 
Über  einer  P  7-Khene  soviel  Blätter  aufschichtet,  als  Phasen  über- 
haupt möglich  sind,  und  jedes  Blatt  einer  Phase  zuordnet. 

Die  Anzahl  der  üherhaujjt  möglichen  Phasen,  und  somit  der 
BliUter,  sei  gleicli  j,  und  ;^«  +  2,  worin»  wie  früher  die  Anzahl 
der  Komponenten  bedeutet.  Jede  einzelne  Phase  ist  im  allgemeinen 
in  isoliertem  Zustande  nur  innerhalb  eines  gewissen  Wertbereiches 
von  P  und  7' beständig;  es  wird  also  auf  jedem  Blatt  eine  Fläche 
das  Beständigkeitsbereich  der  entsprechenden  Phase  darstellen. 

Ein  Bereich,  wo  mehrere,  etwa  h  Phasen  nebeneinander  existieren 
können,  muß  auf  eine  Fläche  fallen,  welche  von  den  Beständigkeits* 
bereichen  aller  der  betreifenden  h  Phasen  bedeckt  wird. 

Je  h  n  +  2  Phasen  können  nach  dem  Vorstehenden  nur  in 
einem  Punkte  der  P  T-£bene  nebeneinander  bestehen,  den  wir  einea 
(n  +  2)fachen  Punkt  nennen  wollen.  Ist  ^'  >  a  +  2,  so  giebt  es 
deren  mehrere,  ist  j  n  +  2,  so  nur  einen  einsigen.  Je  A  ~  n  +  1 
Phasen  können  nebeneinander  nur  längs  einer  Kurve  existieren, 
welche  von  einem  (« +  2)fachen  Punkte  ausgehen  und  entweder 
nach  einem  anderen  oder  ins  Unendliche  verlaufen  muß. 

Diese  Karren  begrenzen  Flächenstttcke.  längs  deren  je 
n  Phasen  zusammen  existieren  können,  und  aus  diesen  setzen  sich 
wiederum  Fl&chenkomplexe  zusammen,  die  dem  Gleichgewichte 
TOD  je  n  —  1,  n  —  2, . . schließlich  von  je  einer  Phase  entsprechen. 
Die  übrigen  Bereiche  geben  für  jede  Kombination  labile  oder  un- 
mögliche Zustönde. 

Jene  (n  +  l)iachen  Kurven  haben  für  die  Theorie  besondere 
Bedeutung,  denn  sie  geben  die  Grenzen  an,  über  welche  hinüber 
die  Umsetzungen  zwisdien  den  beiderseits  verschiedenen  Phasen 
stattfinden;  in  den  durch  sie  getrennten  Gebieten  sind  stets  (a  — 1) 
Phasen  gleich,  wfthrend  eine  verschieden  ist  Die  Umsetzungen 
betreflfen  sonach  immer  die  letztere. 

Haben  diese  benachbarten  verschiedenen  Phasen  dieselbe 
Zosammenseikaung,  so  kann  eine  Umwandlung  swischen  ihnen  allein 
stattfinden;  im  anderen  Falle  ftndert  sich  dabei  gleidizeitig  auch 
die  Quantität  der  beiderseitig  gleichen  Phasen. 

Für  diese  Umwsndlung  l&ßt  sich  ein  hödist  allgemeiner  Satz 
durch  Anwendung  der  anf  die  Masseneinheit  bezogenen  Gleichung  (9"), 
also  der  Beziehung 
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(/>-«- =  0 


auf  eine  gesclilosseTie  Kurve  erhalten,  welche  ein  Element  der  Grenz- 
kurve  rinfrs  uniscliliii^t.  Die  heiden  Seiten  der  <7renzkurve  niögeu 
uacli  den  dort  vorhandenen  verseliiech^uen  Phasen  mit  c<  und  ß  be- 
zeichnet, die  En(h'U  des  Kurvenelementcs  durch  die  Wertjiaare  P^, 
und  P,,  7*2  detiniert  werden.  Führt  man  mit  der  Masse  Eius  diesen 
Kreisproceß  aus,  so  erlüilt  man 

J       T  A    ~J       T  T, 

wo  {(Oaß\  resp.  {('>„fl\  die  der  Masseneinheit  auzutührende  Umwandlungs- 
wärme (— und  —  (<öa/?)i  tHe  sogenannte  Wärm  et  önung)  für 
den  Übergang  a  >ß  bei  der  Temperatur  7',  resp.  'I\  bezeichnet, 
und  resp.  /V>  die  spezifischen  Wärmen  in  absolutem  Maße  für 
die  Zustandsändemngen  längs  der  Grenzkurre  sind. 

Hückt  man      unendlich  nahe  an  T,,  so  erhält  man 

-     -  ^{"V) 

86)  /V)  _  />)  =  7^„v_^  ^  ^  , 

wo  der  Differentialquotient  längs  der  Grenzkurre  zu  nehmen  ist^ 
Die  in  diesen  Formeln .  auftretenden  spezifischen  Wärmen  /^«) 
und  lassen  sich  näher  bestimmen  mit  Hilfe  der  allgemeinen 
Beziehung  (31"),  die,  auf  die  Masseneinheit  der  Phase  {a)  oder  {ß) 
angewandt  und  bei  Einführung  der  Bezeichnung  FfM^Vf  lantet 

Setzt  man  nänilieh  fiir  dPjdT  den  speziellen  Wert  ein,  der  der 
Greuzkurve  entspricht,  so  erhält  man  sogleich 

hierin  hat  dvjdT  die  Bedeutung  der  spezifischen  thermischen 
Volumenänderung  hei  konstantem  Druck,  ist  also  bei  festen_imd 
flüssigen  Körpern  eine  so  kleine  Größe,  daß  für  letztere  angenähert  F  mit 
dem  durch  Messung  direkt  zu  erhaltenden      zu  Tertauschen  ist 

■  Ist  sonach  fOr  die  eine  Phase,  z.  B.  (a),  bekannt,  und  «ist  das 
Gesetz,  welches  co«^  mit  T  Terbindet,  gegeben,  so  liefert  die  Glei« 
chung  (86)  T  für  die  andere  Phase  {ß^  — 
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Wir  stelieu  iiuiimchr  die  wichtigen  Ditierentialeigenschat'ten  zu- 
sammen, welche  das  Potential  Z  besitzt. 
Aus  seiner  Definitiun 

Z=  E'+JT-  TU 

ergiobt  sicli  unter  Blicksicht  darauf^  daß  bei  Änderungen,  die  nur  P 
und  T  betreffen, 

dE'-\-  FdV-TdH  =  0 

ist^'); 

Femer  gilt  aus  demselben  Grunde 

d  (z\       £r+  pv  ftft,,,. 

Wendet  man  die  letzten  beiden  Formeln  auf  zwei  Zustände  (1) 
und  (2)  desselben  Systemes  an,  welclie  gltMcher  Temperatur  und 
gleichem  Druck,  aber  verscliiedeneu  m^^  entsprechen,  so  erhält  man 

WO  die  mechanisch  gemessene  Wärmemenge  bezeichnet,  welche 
zur  IJberiübrung  des  Systems  aus  dem  Zustand  (1)  in  den  Zu- 
stand (2)  bei  konstantem  Druck  und  konstanter  Temperatur  erlbrder- 
lich  ist  — 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  daß  die  aus  der  Energiegleichung  (2) 
fllr  einen  beliebigen  isLreisprozeß  gezogene  Folgerung 

(-^  +  (ii)  =  0  87) 

unter  Umständen  dazu  dienen  kann,  die  Umwandlungswärme  i2„ 
oder  die  W&nnetdnung  — 12,,  für  den  direkten  Ubergang  aus 
einem  Zustand  (1)  in  einen  Zustand  (2),  die  sich  direkter  Beobach- 
tung entzieht,  aus  dem  Betrag  zu  berechnen,  der  bei  der  auf 
Umwegen  bewirkten  Umwandlung  erforderlich  ist  Denn  da  die 
beiden  Umwandlungen  sich  zu  einem  Kreisprozeß  kombinieren  lassen, 
80  kann  man  die  obige  Formel  schreiben 

(^  +  ßi,-ß;3=0.  ,  87') 

Findet  di(>  Umwandlung  beide  Male  bei  konstantem  Volumen 
statt,  was  sich  leicht  bewirken  läßt,  wenn  die  eine  Komponente  bei 
beiden  Überführungen  gasfürmig  ist»  so  gilt  streng 
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cbeBelbe  Formel  wird  ab  sehr  nahe  richtig  su  benatzen  sein,  wenn 
die  Reaktion  in  flüssigem  Zustande  stattfindet,  nnd  die  sie  begleitende 
Volumenftndemng  unbedeutend  ist  Die  Gleichung  (87")  ist  durch 
eine  große  Zahl  von  Messungen  bestätigt  worden.^ 


§  18.  Sine  Komponente  in  h  Phasen.   Gleiohgewieht  iwiachon  ver> 
sehiedenen  Aggregatmstftaden  desselben  Körpers. 

Die  denkl)ar  einlachstc  Anwendung  der  allgemdnen  Besultate 
des  Torigen  Abschnittes  betrifft  den  Fall  eines  Systemes  mit  nur  einer 
Komponente.  Ein  solches  wird  geliefert  durch  eine  Substanz,  die 
bei  Terschiedeuen  Temperaturen  und  Drucken  Terschiedene  ^foditi- 
kationea  oder  Aggregatzustande  besitzt,  falls  von  diesen  Modiüka- 
tionen  nur  eine  gasförmig  ist,  und  die  tropfbarflüssigen  sich  nicht 
mischen. 

Hier  gilt  dann  nach  (84) 

i  i 

und  die  einzige  Nebenbediugung  hat  die  Form 

^mW«m,  d.h.^^«(0«0, 

woraus  sogleich  folgt 

2(P'*-^)^»«''*  =  0,  oder 

Dies  ^iebt  in  t'bereiiistiinminig  mit  dem  allgemeinen  (TinBs'scheii  Satz 
S.  572  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  zwischen  vei-scliiedeiu-n 
Phasen  die  Gleichheit  ihrer  Potentiale;  zugleich  nehmen  die  Folge- 
rungen aus  diesem  Satze  wegen  n  ~  \  hier  die  spezielle  Form  an, 
daß  mehr  wie  drei  Phasen  niemals,  divi  nur  in  einzelnen  Punkten 
und  zwei  nur  in  einzelnen  Kurven  der  F  7-Ebeue  nebeneinander  im 
Gleichgewicht  sein  können. 

Die  S.  573  besprochene  Veranschaulichung  wird  demgemäß  sehr 
eiufach.^<^ 

In  der  jP  7 -Ebene  liegen  je  nach  Umständen  em  oder  melirere 
dreifache  Punkte,  gegeben  durch 

für  beliebige  (a),  iß),  {y)\  zwischen  ihnen  oder  von  ihnen  ins  Unend- 
liche erstrecken  sich  die  Doppelkur?en  mit  den  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


§  13,   Eine  Komponente  in  k  Phasen. 


welche  so  liegen  müssen,  daß  sie  sich  nur  in  den  dreifachen  Punkten 
schneiden,  und  begrenzen  Flächeugebiete,  in  denen  nur  je  eine  Phase 
im  Gleichgewicht  verharren  kann.  Wenn  wir  also  jeder  Phase  ein 
über  die  P7-Ebene  gelegtes  Blatt  zuordnen,  so  stellen  nur  die  inner- 
halb dieser  Grenzen  gelegenen  Bereiche  stabile  Gleichgewichtszustände 
dar,  die  darüber  hiuausliegenden  Zustände  labücn  oder  aber  fehlenden 
ni('i(  li<rewichts.  Die  Verlängerungen  der  Grenzkurven  über  die  drei- 
fachen Funkte  hinaus  müssen  dann  dem  labilen  Gleichgewicht  zwi- 
schen zwei  labilen  Phasen  entsprechen. 

Man  kann  bei  den  Torliegenden  einÜBushen  Verhältnissen  die 
VeranschauUchung  noch  weiter  treiben. 

Man  hebe  an  jeder  Stelle  der  horizontal  gedachten  P7*-£bene 
das  dort  liegende  Phasenblatt  um  eine  Höhe,  welche  proportional 
ist  mit  dem  Volumen  i/'>,  welches  die  Masseneinheit  der  Phase  bei 
dem  obwaltenden  P  und  T  einnimmt,  dann  erhSlt  man  statt  ebener 
Blätter  soviel  Oberfl&chen  von  der  Gleichung 

als  Phasen  vorhanden  sind;  wir  wollen  diese  Flächen  kui*z  Phasen- 
liäclien  nennen  mid  mit  bezeichnen. 

Über  den  Gren/kui  ven  ^*""  =  ^ß^  errichte  man  vertikale  (Zylinder- 
Hachen  C„ß,  so  iMm-i'Mzen  ihn'  Schnittkurveii  mit  den  PhasentUlchen 

auf  <leu  letzteren  die  (Teluete  stabilen  Gleichgewichts,  und  die 
zwisciien  zwei  Schnittkurven  liegenden  Teile  der  Cylindeiiiäclien  C^ß 
repräsentieren  die  Zustände  des  Uberganges  von  einer  Phase  zur 
anderen,  wälirend  dessen  die  Substanz  nicht  homogeu,  sondern  aus 
zwei  verschiedenen  Phasen  gemischt  ist. 

Die  über  die  (^renzkurven  hinausragenden  Teile  der  Flächen 
werden  labile  Gleichgewichtszustände  darstellen. 

Gewisse  Beobachtungen'')  machen  es  nun  wahrscheinlich,  daß 
diese  Flächenstücke  zwischen  den  Phasenblättem  F'"'^  und  der 
benachbarten  Bereiche  (a)  und  {ß)  eine  vollständige  Verbindung  her- 
stellen,  die  eben  deshalb  sich  im  allgemeinen  der  erschöpfenden  ex- 
perimentellen Untersuchung  entzieht,  weil  sie  labile  Gleichgewichts- 
zustände enthält.  Diese  Verbindungsstücke  mttssen  dann,  vrie  die 
unmittelbare  Anschauung  ergiebt,  um  sich  an  zwei  in  Terschiedener 
Höhe  liegende  Phasenblätter  stetig  anzuschließen,  S-förmig  gekrOmmt 
sein,  also  die  Cjlinderfläche  einmal  durchsetzen. 

In  diesem  Falle  wird  eine  Zustandsgieichung  o  =  F(P,  T)  das 
Verhalten  der  Substanz  in  den  beiden  zusammenhängenden  Phasen 

V4»aT,  TheoctttadM  Plijtfk.  87 
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darstellen.   Die  Gleichgew  ichtsbedinguug      =       gewinnt  liier  eine 
besonders  einfache  und  anschauliche  Bedeutung. 

Legen  wir  durch  die  Flächen  F  und  C  einen  der  /  P- Ebene 
parallelen  ebenen  Schnitt  T  =  Const,,  so  schneidet  derselbe  die  Ober- 
fläche F  in  der  Nähe  der  Grenzkurve  {ceß)  nach  dem  Gesagten  in 
einer  S-formigen  Kurve,  auf  der  ebenfalls  T  konstant  ist,  die  Cyliuder- 
fläche  C  in  einer  vertikalen  Geraden,  in  der  sowohl  P,  als  T 
rieh  nicht  ändert;  diese  Gerade  schneidet  die  genannte  Kurve  in 
drei  Punkten.  Bezeichnen  wir  diese  Punkte  von  unten  nach  oben 
fortschreitend  mit  1),  2),  3),  so  umschließen  beide  Kurven  zwischen 
1)  und  2)  und  zwischen  2)  nnd  3)  Fläcbenstücke  und  deren 
Größen  nach  der  Anschauung  resp.  gegeben  sind  durch 

1  2 

wo  F  den  auf  der  gekrümmten  Randkurve  variabeln,  i\  den  aof 
der  geradlinigen  konstanten  Druck  bezeichnet;  von  den  doppellen 
Vorzeichen  gehören  die  beiden  oberen  oder  die  beiden  unteren  in- 
Bammen. 

Integrieren  wir  die  Elnergiegleichung 

d9  =  Tdfi  —  Pdv 

längs  der  S-formigen  Kurve,  für  welche  T  konstant,  P  aber  variabel 
ist,  zwischen  den  Grenzen  1)  und  3).  so  ergiebt  sie 

8 

«,-«1=  nii-Vt)-Ji''lv; 

1 

hiermit  kombinieren  wir  die  (4k'i(  lmiig  !^^/^^=^°\  die  sich  ersichtlich 
auf  die  Punkte  1)  und  3)  auwenden  läßt  und  dann  die  Form  an- 
nimmt 

und  erhalten 

8 

J(P-PJrfü-0  oder 

2  8 

J{F -  P,)rf»  =  /(P,  -F)dv   nnd  somit 

1  2 

Die  Lage  der  Orenzkurren  (aß)  ist  also  dadurch,  daß  rie  die  oben 
definierten  fläeheiisttieke  gldch  machen  muß,  anschaulich  fest- 
gelegt»*) 
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Nachdem  wir  somit  an  der  Hand  der  GiBBs'schen  Phasenregei 
eine  deutliche  Anschauung  von  dem  Verhalten  unseres  speziellen 
materiellen  Systemes  in  dem  P  V  T- Koordinatensysteme  gewonnen 
haben,  wollen  wir  nun  auch  die  weiteren  aUgemttnen  Sätze  auf  den 
Yorliegenden  speziellen  Fall  übertragen. 

Die  Gleichung  (Ö6) 

gewinnt  bei  unserem  Beispiel  eine  beeondeis  ein&che  Bedeutung, 
weil  beim  Überschreiten  der  Grendnure  keine  anderen  Phasen, 
als  eben  («)  und  in  Betracht  kommen,  w«^  ateo  direkt  die  Um- 
wandlugvWftrme  der  Masseneinheit  aus  dem  Zastaad  (»)  in  den  Zu- 
stand bedeutet 

Nach  der  »weiten  Fcrmel  (86'")  ist  veiter  in  unserem  Falle 

denn  die  Zustände  diesseits  und  jenseits  der  Grenzkurve  entsprechen 
der  gemachten  Voraussetzung,  daß  Druck  und  Temperatur  für  sie 
übereinstimmen. 

Nun  ist  aber  längs  der  Grenzkurve  {aß)  die  Beziehung  ^")=s^> 
erfüllt,  daher  ist  die  letztere  Formel  identisch  mit 

^K*« -{<•')-- -T*'-  88  ) 

Femer  folgt  aus  der  ersten  Gleichung  (86  ") 

fidls  v«^  s  v(A  _  die  Änderung  des  spezifischen  Volumens  be- 
zeichnet, welche  den  Übergang  («)->- (/9)  begleitet 

Verbindet  man  mit  diesen  Beziehungen  die  Oleiclning 

welche  daraus  folf^t,  daß  die  Bedingung  =  iT*^'  für  jede  Stelle  der 
Grenzkurve  gültig  ist,  so  erhält  man  die  überaus  wichtige  Gleichung*") 

wekshe  den  Zusammenhang  zwischen  UmwandlnngswSnne,  Voboaen- 
ftndemng  und  dem  für  die  Grenzkurre  {aß)  charakteriatisokMii 

87* 
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DifferentialTerhältlUB  Yon  ürnwandlungsdruck  und  -temperator  aus- 
spricht. 

Da  {dTldP)^ß  zugleich  die  Tangente  des  Winkels  ist,  den  in 
der  P7*-£bene  die  Grenzkurve  {aß)  mit  der  P-Axe  einschließt,  so 
giebt  die  Gleichung  (88'")  auch  für  diesen  Winkel  eine  Besiehung. 
Stellt  man  sie  für  die  in  einem  dreifachen  Punkt  {aßy)  zusammen- 
kommenden drei  Kurven  {ßy),  {yä^  auf  und  berücksichtigt, 
daß  im  dreifachen  Punkt  identisdi  sowohl 

Qg«,.j  I       +  Vßy  +  i;,a  =  U,  als 

ist^  so  eriiftlt  man  Idcht  ein&idie  Beziehungen  zwischen  den  Wlnkehi, 
unter  denen  die  Kuryen  von  dem  dreifachen  Punkt  ausgehen,  die 
wir  aber  allgemein  nicht  aufteilen  wollen.  — 

Der  wichtigste  spezielle  Fall,  welcher  sich  auch  zur  experi- 
mentellen Prüfung  der  Besultate  der  Yorstehenden  Entwickeluugen 
hervorragend  eignet,  ist  derjenige,  daß  die  Phasen  des  Systemes 
durch  die  verschiedenen  A  g  g  r  e  g  a  tzustftnde  des  betrachteten  Körpers 
geliefert  werden;  in  anderen  Fällen  werden  die  theoretisch  not- 
wendigen Reaktionen  h&ufig  durch  Widerstände  so  verzögert,  daß 
der  Moment  ihres  Eintrittes  nur  sehr  ungenau  zu  beobachten  ist 
Die  Phasen  der  drei  Aggregatzustftnde  seien  durch  die  oberen  Indices 
s  (starr),  f  (tlQssig),  d  (damplTörmig)  bezeichnet 

Hier  giebt  es  nur  einen  dreifachen  Punkt,  definiert  durch  die 
Gleichung 

89) 

von  iliin  aus  flohen  drei  Doppelkurveii  {«/*),  (/</),  [ds),  Avelclie  die 
Greii/cii  zwisciit  ii  deu  Gebieten  der  bezüglichen  drei  Phasen  bilden 
und  durch  die  Gkichuiij^en 

89')  ^'^^         C^^  ^'^U  = 

definiert  sind,  ins  Unendliche. 

Nach  der  Natur  der  Vorgänge,  welche  die  Übergänge  über  diese 
Kurven  im  Sinne  steigender  Temperatur  bedeuten,  nennt  man  sie 
anschaulich  Schmelzkurve,  «Verdampfungskurve,  Sublimier- 
kurve,  und  mit  den  analogen  Namen  bezeichnet  man  die  Bereiche 
auf  den  Cylinderflächen  C,  welche  die  Verbindungen  zwischen  den, 
wie  oben  erörtert,  in  verschiedenen  Hi'then  über  der  PT-£bene 
liegenden  Phasenblättern  herstellen  und  Überj^ge  durch  inhomogene 
ZusULnde  repräsentieren.  Analog  bezeichnet  man  iVrner  die  resp. 
auf  die  Masseneinheit  bezogenen  oder  spezifischen  ÜberfUhrungs- 
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wärmen  oi«^,  tOf^f  to,d  8chmelzungs-,  Yerdampfungs«  and 
Sublimierwärmen:  sie  sind  Gegenstände  der  exakten  Messung  und 
sind  sämtlich  bei  Übergängen,  die  im  Sinne  der  Keihenfolge  der 
Indices  {s)->{f)  u.  s.  f.  stattfinden,  positiv  gefunden. 

Audi  die  die  Überftkhrung  begleitenden  Volumenänderungen  der 
Masseneinheit  v^f^  Vfdt  v,d  sind  meßbar;  aber  w&hrend  die  letzten 
beiden,  im  Sinne  der  Keihenfolge  der  Indices  stattfindend,  sich 
stets  positiv  ergeben,  ist  die  erstere,  die  VolamenSndemng  beim 
Schmelzen,  bei  einigen  wenigen  Substanzen,  vnter  denen  sich  das 
Wasser  befindet,  negativ.  — 

Was  nim  die  Prüfung  der  oben  abgeleiteten  Gtesetse  angebt» 
80  ist  die  in  den  Gleicbgewichtsbedingongen  (89')  ansgesprocbene 
Tbatsache,  daß  ein  Gemisch  TOn  zwei  Aggregatznstftnden,  so  lange 
der  Druck  konstant  ist,  seine  Temperatur  nicht  ändert  und  um- 
gekehrt, Tollstftndig  sichergestellt  und  bildet  eine  Hauptstütze  der 
Theorie. 

Weiter  kann  die  Formel  (86),  angewandt  auf  die  Grenze  zwischen 
der  flüssigen  und  dampfförmigen  Phase,  die  Gelegenheit  zu  einer 
Prüfung  der  Theorie  liefern.*^  Wir  schreiben  sie 

-      +  T^(->)  =  JV)  +  ^  _  ^  90) 

und  bemerken,  daß  sie  die  spezifische  Wärme  des  Dampfiss  an  der 
Grenzkurre  (/,</)»  ^  ^*  gesättigten  und  bei  der  Temperatur^ 
ändemng  gesättigt  bleibenden  Daanpfes,  ans  der  spezifischen  Wärme 
der  Flüssigkeit  längs  derselben  Kurve  und  aus  dem  Verhalten  derVer- 
dampfnngswärme  zu  berechnen  gestattet  Indessen  ist  eine  direkte 
Beobachtung  der  spezifischen  Wärme  1^^  und  /V)  kaum  möglich, 
und  die  Prüfung  der  obigen  Formel  geschieht  deshalb  besser  auf 
einem  indirekten  Wege,  den  wir  weiter  unten  besprechen  werden. 

Endlich  gestattet  die  Formel  (SS''')  eine  sehr  feine  Vergleichung 
mit  der  Wirklichkeit,  denn  sie  enthält  einen  Zusammenhang  zwischen 
drei  der  genauen  Beobachtung  zugänglichen  Grüßen. 

Auf  den  Uebergaug  (f-^d)  und  (t-^-d)  angewandt  ergiebtsie 

also,  da  nach  Obigem  hier  sowohl  die  oa  als  die  v  positiv  sind,  itlr 
dPjdT  positive  Werte,  d.  h.  mit  dem  Druck  wachsende  Verdampfungs- 
und  Sublimiertemperaturen.  Bei  dem  Ubergang  {s-^f)  ist  v  bald 
positiv,  bald  negativ,  daher  liefert  die  Formel 
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unter  ÜmstAnden,  z.  B.  im  Falle  des  Eises,  mit  wachsendem  Drock 
fallende  Schmelztemperaturen.  .  Die  Beobachtungen  haben  diese 
Besttltate  qualitatiT  und  quantitativ  yollständig  bestätigt") 

Wir  wollen  weiterhin  die  Körper  mit  positirem  v«^  normale,  die 
mit  negativem  anormale  nennen,  bemeri^en  aber  zugleich,  daß  an 
sich  mdg^ch,  wenn  gleich  noch  nicht  beobachtet,  auch  der  allgemeine 
Fall  ist,  daß  eine  Substanz  sich  bei  gewissen  Temperaturen  normal, 
bei  anderen  anormal  verhält 

Ber1i<^chtigt  man  die  für  jeden  drei&chen  Punkt  gültigen 
Beziehungen  (88""),  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (90  )  ond 
(90")  leicht 

diese  noch  strenge  Formel,  der  sicli  zwei  ähnliche  zuordnen,  verein- 
lacht sich  durch  die  Uherlegung,  daß  hei  den  Umständen,  welche 
für  den  dreifachen  Punkt  charakteristisch  sind,  das  spezitische  Vo- 
lumen t/**)  der  danijdirdjiiigen  Phase  vieleniale  gnißer  ist,  als  das- 
jenige der  tiUssigen  resp.  testen.  Infolge  dessen  kann  man  sie  näm- 
lich schreiheu 

und  erhält  damit  einen  Auftdünß  Uber  die  gegenseitige  Neigung 
der  Kurven  (#<Q  und  (fd)  im  drei£Mben  Punkt  — 

Durch  das  oben  Entwickelte  sind  wir  nun  auch  in  den  Stand 
gesetzt,  die  Lage  der  drei  Dof^eikurven  deutlich  zu  übenehea. 
Wählen  wir  die  P-Axe  als  Abscissen-,  die  T-Axe  als  Ordinaten- 
axe,  so  steigt  die  Kurve  {fd)  bei  allen  bekannten  KOrpem  vom  dra* 
fachen  Punkt  aus  nach  rechts  an,  die  Kurve  {td)  iäUt  nach  links 
bin  ab;  die  Kurve  {s,  f)  hingegen  steigt  nach  rechts  hin  nur  bei 
normalen,  sie  ftllt  nach  rechts  hin  bei  anormalen  Körpern.  Von 
den  drei  Gebieten  (t\  (/),  {d)  liegt  (<Q  oben  links,  (/)  oben  rechts, 
{s)  unten.  Die  Phasenfläche  {d)  liegt  bei  allen  Körpern  längs  der 
Grenzkurven  {fd)  und  (sd)  höher  als  die  Phasenfläche  {f)  resp.  (#), 
aber  längs  der  Grenze  ($,f)  ist  bei  normalen  Körpern  die  Flädie 
{f  \  bei  anormalen  die  Fläche  («)  die  höhere. 

Folgen  wir  von  dem  dreifachen  Punkt  aus  der  Qrenzkurve  {fi^ 
so  wird  nach  der  Beobachtung  der  Unterschied  in  Volumen  oder 
Dichte  beider  Phasen  immer  geringer,  der  Höhenuntersdiied  der 
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grenzenden  Phasontlächen  {f)  und  {d)  mit  wachsendem  P  und  T 
also  immer  kleiner,  und  für  eine  Reihe  von  Körpern  ist  mit  dem 
Experiment*")  ein  Zustand  erreicht  worden,  wo  die  Dichte  der  tiüs- 
sigen  und  der  dam|)tTörniigen  Phase  gleich  und  damit  überhaupt 
jeder  Unterschied  zwischen  den  beiden  Phasen  verschwunden  ist; 
diese  Eigentümlichkeit  bleibt  auch  bei  weiter  gesteigertem  P  und  T 
erhalten.  Unter  diesen  Umständen  verläuft  also  die  Grenzkurve  {f  d) 
nicht  ins  Unendliche,  sondern  endigt  in  Wirklichkeit  bei  einem  be- 
stimmten Punkt,  den  maa  den  kritischen  Funkt  nennt. 

Da  einem  Wachsen  von  P  und  T  prinzipiell  keine  Grenze  ge- 
setzt werden  kann,  so  darf  man  sich  vorstellen,  daß  die  nach  der 
Seite  wachsender  P  und  7'  verlaufende  Kurve  (/*</)  für  alle  Körper 
mit  einem  kritischen  Punkt  der  betrachteten  Art  endigt.  Gleiches 
gilt  von  der  Grenzkurve  {sf)  für  normale  Körper. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Kurve  {s  d),  die  vom  dreifachen 
Punkte  aus  nach  kleineren  Werten  P  und  T  verläuft;  hier  ist  durch 
die  Werte  Pa«0  und  T=  0,  die  in  Praxis  nicht  zu  ftberschreiten 
sind,  eine  Begrenzung  der  Kurve  im  Endlichen  gegeben,  und  dem- 
nach ist  ein  diese  Kurve  abschließender  kritischer  Punkt  nur  aus- 
nahmsweise zu  erwarten. 

Ahnliches  wird  für  die  Grenzkurve  {»f)  bei  anormalen  Körpern 
gelten,  wenn  dieselbe  dauernd  und  in  genfigendem  Grade  fiUlti  um 
die  P-Axe  im  Endlichen  zu  erreichen.  — 

Der  Umstand,  daß  die  Phasenbl&tter  (/*)  und  (<Q  oberhalb  des  • 
kritischen  Punktes  über  die  Grenze  {fd)  hinweg  zusammenhangen, 
legt  von  neuem  die  Vorstellung  nahe,  daß  auch  längs  der  ganzen 
übrigen  Strecke  der  Kurve  ^d)  eine  stetige  Verbindung  zwischen 
ihnen  möglich  ist,  welche  homogenen,  aber  instabilen  Zuständen  ent- 
spricht Ist  diese  Vorstellung  richtig,  so  muß  es  nach  dem  S.  577 
Gesagten  möglich  sein,  das  Verhalten  beider  Phasen  {f)  und  (d) 
durch  ein  einziges  Gesetz  darzustellen. 

Dies  ist  in  einer  bemerkenswerten  Weise  durch  die  vam  der 
WAALs'sche  Zustandsgieichung*')  geleistet,  die  wir  schon  früher  bei- 
läufig benutzt  haben,  die  aber  erst  bei  dem  hier  vorliegenden  Pro- 
blem des  stetigen  Überganges  aus  dem  flüssigen  in  den  gasförmigen  . 
Zustand  ihre  volle  Bedeutung  erhält  Daß  man  sie  durch  theo- 
retische Überlegungen  ableiten  kann,  ist  S.  58  u.  £  gezeigt  worden; 
bei  der  geringen  Strenge,  welche  jene  Entwickelungen  besitzen,  be- 
trachtet man  sie  indessen  besser  als  eine  zur  Darstellung  der  Be- 
obachtungen gebildete  InterpolationsformeL 

Wir  wollen  sie  jetzt  speziell  auf  die  Masseneinheit  beziehen 
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uud  daher  schreiben 

91)  (P+^^,)(B-*)- JT; 

hierin  bezeichnet  v  das  Volumen  der  Massciieinheit  oder  das  .spezi- 
fische Volumen  der  Substanz.  Die  Dimensionen  der  Konstanten 
dieser  Gleichung  sind 

Die  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  das  spezifische  Volumen  o  Tom 
dritten  Grade,  so  daß  sich  also  zu  gegebenem  P  und  T  drei  Wur* 
zeln  V  ergeben,  die  unter  gewissen  Voraussetzungen  sllmtUch  reell 
sind;  sie  entsprechen  den  S.  578  erwähnten  Schnittpunkten  einer 
Normalen  auf  der  PT-Ebene  mit  der  Volumenflftche.  Der  kritische 
Punkt  ist  nach  dem  soeben  Entwickelten  dadurch  definiert,  daß  in 
ihm  die  drei  Wurzeln  iür  v  zusammenfiELllen. 

Bezeichnet  man  die  diesem  Punkte  entsprechenden  Werte  der 
Variabein,  welche  man  die  kritischen  nennt,  mit  P,  r,  T,  so  eihllt 
man  als  Bedingungen  dafür,  daß  die  Gleichung  (91)  die  Form 
{v  —  ü)*  =  0  aimimmt« 

p  p  p 

Hieraus  folgen  die  kritischen  Daten,  durch  die  Konstanten  ausgedrückt: 

91)  »  =  84,   I'.^,  t^^, 

und  umgekehrt  die  Eonstanten,  durch  diese  ausgedruckt: 

Kombiniert  man  mit  der  v.v>-  dek  ^^'AAL^'schen  Formel  die 
allgemeine  Gleichung  (30")  für  ^/-Q  bei  Benutzung  der  Unabhäugigeu 
T  und  Ff  die,  auf  die  Masseneinheit  bezogen,  lautet: 

so  erhält  mau  leicht 

92)  d'üi^rjT+^^dv; 

da  außerdem  die,  ebenso  auf  die  Masseneinheit  bezogene  Formel  für 
die  Arbeit  lautet 

92)  d'a=-Fdv, 

m  tindet  mau 

92")  rf«'  =  /;rf7'  +  ^dv, 
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also 

i'-c  +  Z/^rfr-^,  98) 

^während  zagleich 

rrdT 

1?  =    +  J         +  Bl{v  -  b)  93') 

wird;  c  und  c'  bezeichnen  hierin  IntegrationskonstantexL  Das  Po- 
tentiAl  ^  bereohnet  sich  daraus  zu 

oder  nach  Elimination  von  F  zu 

i^c-eT+  JrjT^  Tf^^^^^BT[l{v-b)-^l-^).  93") 

Da  nach  den  Formeln  (92)  und  (92")  nur  eine  Funktion  yon 
T  sein  kann,  so  haben  die  drei  Gleichungen  Är  %\  %  (  die  Formen 

17=0, +  94') 

f  „  öc  -  ^  -  i?  r  (/  (r  -*)--:  ,) ,  90 

in  denen  die  0  Funktionen  von  T  allein  bezeichnen.  Führt  man 
die  durch  die  Beobachtung  nahegelegte  Annahme  ein,  daß  merk- 
lich konstaut  ist,  so  lassen  sich  die  drei  Funktionen  (:)  allgemein 
angeben. 

Aus  der  Formel  (94)  folgt  für  zwei  Zustände  (1)  und  (2),  die 
gleicher  Temperatur  entsprechen, 


berücksichtigt  man  die 'Gleichung  (2')  der  Energie,  so  erhält  man 
die  zur  Überführung  nötige  Wärmemenge 

(2) 

(1) 

Sind  die  Zustände  (1)  und  (2)  mit  den  oben  betrachteten  der  koezistie- 
renden  fltkssij^n  und  dampfförmigen  Phase  identisch,  so  ist  bei  iso- 
thermischer Überführung  auf  dem  Wege  ttber  lauter  stabile  Zustände 
auch  P  konstant  und  die  letzte  Formel  identisch  mit 
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Diee  Gesetz  wird  durch  die  Beobachtung  sehr  imToUstftndig 
bestiltigt,  woraus  folgt»  daB  die  tak  deb  WAALs'sche  Formel  selbst 
nur  angenähert  richtig  sein  kamu*^  — 

Wir  wollen  nun  einige  der  vorstehenden  Formeln  dadurch  um* 
gestalten,  daß  wir  die  Eonstanten  a,  B  nach  (91")  durch  die 
kritischen  Daten  ausdrücken  und  dann 

90)  4«a>, 

setzen,  also  die  Verhältnisse  von  Druck,  Volumen  und  Temperatur 
zu  den  kritischen  Werten  eiufillireU|  welche  mau  die  reduzierten 
Größen  dieser  Variabein  nennt 
Wir  erhalten  dann  aus  (91) 

W)  (.«+^^)(3y-l)«8*, 

die  reduzierte  Form  der  van  deb  WAALö'schen  Formel *•);  femer 
aus  (94")   

96")  {-e,_«^_i^*^i(3v_,)_.jl£^). 

Diese  Resultate  schreiben  wir  kürzer 

/i(9,js)-^,     ^  -     -  Pt»/,  (y,  ^), 

worin  zwar  6^  noch  der  Substanz  individuelle  Parameter  enthält, 
nicht  aber  und  die  letzteren  Größen  sind  also  universelle 
Funktionen. 

Hieraus  folgt  einerseits»  daß  in  einem  sr^^^-Eoordinateneiystem 
die  möglichen  Zustände  aller  Körper  durch  die  Punkte  einer  und 
derselben  Oberfläche  /^(^PjJk)»^  dargestellt  werden;  es  folgt  auch 
andererseits,  daß  die  Grenzkurve,  welche  auf  dieser  Fläche  die  Be- 
reiche labilerZustände  gegen  diejenigen  stabiler  Zustände  scheidet, 
für  alle  Körper,  welche  die  Gleichung  (91)  befolgen,  gleich  liegt 
Denn  sie  ist  die  Schnittkurve  der  genannten  Oberfläche  mit  dem 
Cylinder,  dessen  Gleichung  allgemein  » (<A  ist,  und  diese 
Gleichung  lautet  in  unserem  Falle 

ist  also  gleichfalls  für  alle  Körper  die  gleiche.  Auch  dies  Resultat 
wird  durch  die  Beobachtung  nur  unvollkommen  bestätigt®*^ 

Führen  wir  endlich  die  reduzierten  Vahabeln  in  die  Formel  (95") 
ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt 

96'")  .rv[^^-^)  +  , ^^^>  -  y'/ ')] 
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an.  In  ihr  hat  die  Klammer  bei  gegebenem  //•  für  alle  Körper  den- 
selben Wert;  (Ofd  wird  also  bei  trleicben  reduzierten  Temperaturen 
für  verschiedene  Substanzen  den  Produkten  aus  dem  kritischen  Druck 
und  dem  kritischen  Volumen  proportional  sein. 

§  14.  Sine  Komponente  in  h  Phasen.  EigenBchaften  einet  Otmimhat 
iweiw  koesiftkNote  PIumml  Emflnfs  dar  Obeiflfteheiupaiuimif  ia 

der  Granifl&ehe. 

Die  Umwandlung  einer  Masse  von  einer  Phase  [u)  in  eine 
andere  iß)  mit  ihr  zusammen  bestehende  findet,  wie  oben  gesagt, 
in  Wirklichkeit  so  statt,  daß  ein  Massenteilclien  nach  dem  anderen 
sprungweise  die  neue  Natur  annimmt,  so  daß  also  während  des 
UlxTcranges  die  Masse  ein  Gemiscli  von  beiden  koexistierenden 
Phasen  bildet.  Die  Untersuciuin^  der  Kifienschaften  eines  solchen 
Gemisches  ist  sonach  gleichwertig  mit  der  i^Intwickelung  der  Gesetze 
des  l'berganges  selbst."*) 

Für  die  Behandlung  des  Ubergaugszustandes  sind  die  liisher 
benutzten  Unabhängigen  P  und  T  nicht  mehr  anwendbar,  da  ja  der 
ganze  Zustand  durch  die  Beziehung 

definiert  ist,  welche  P  und  T  miteinander  yerbindet  Wir  wählen 
▼orläniig  als  Unabhängige  7',  die  Umwandlungstemperatiiri  und  die 
Masse  tf^f^  der  einen  Phase,  welche  dadurch  eine  ausgezeichnete 
Stellung  erhält  Zwischen  ihr  und  der  Masse  in(<^>  der  anderen 
Phase  besteht  die  Beziehung 

4-  ni^ß)  »  97) 

wobei  Mf  die  Gesamtmasse  der  Substanz,  konstant  ist;  mit  dem 
Volumen  V  ist       yerbunden  durch  die  Formel 

worin  wie  früher  und  ?•  die  spezifischen  Volumina  der  beiden 
Phasen  (a)  und  {ß),  aber  die  Vohimenänderung  »(^)  —  t/**>  bei  der 
Umwandlung  in  der  Kichtung  {cc)->{ß)  bezeichnet  und  also 
tkuoh  Vaßi  hängen  bei  dem  betrachteten  Problem  nur  von  der  Tem- 
peratur ab. 

In  den  Variabein  7'  und  m<A  drückt  sich  unter  Benutzung 
Ton  (8)  die  zugeführte  Wärmemenge  sehr  einfach  aus.  Schreibt  man 
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8o  sieht  man,  daß  Oi-  einer  Erwärnmnj;  ohne  Umwaudlimg  und 
einer  Umwandlung;  olme  Temperaturäuderimg  entspricht 
Es  muß  daher  gelten 

98)  <f    =  (mW/X-)  +  «(Ä/W)  rf  T  +  to^ßdn^^; 

dif  spezifischen  Wärmen  in  der  Klammer  sind  mit  den  früher  so 
bezeichneten  idcntiseh,  denn  sowohl  die  Phase  (f.'),  wie  die  Pliase  (^), 
befindet  sich  in  dem  der  Grenzkurvc  [r^  ß)  «'ntsj^reehendeu  Zustande. 

Drückt  man  liierin  mit  Hüte  der  Gleichung  (86)  aus,  ao 
erhält  man  nach  leichter  Umformung 


98  )  <f  Ä  =  if/^«)  d  7' +  Td 


wobei,  wie  weiterhin  immer,  bei  einer  Abhängigen  0  der  Aus- 
druck d  0  das  vollständige  Differential  bezeichnet 

Femer  folgt  aus  der  Detinition  d^A=  —Fd  /  unter  Benutzung 
von  (97') 

dui^-  F[Mdv  <^>  +  d{m^^>  Vafi)] 

oder  unter  Benutzung  der  Beziehung  (88  ')  auch 

98"')        dA  =  -  F  Md     +  — jr-^  dT-d  (m'/'  F  v^ß). 

Die  Werte  toh  dÜ  und  dji  koimeii  zur  Bestimmang  der 
Fonktionen  E*,  H  und  Z  dienen. 

Man  hat  nftmlich  zunächst  nach  (2^  wegen     «  0 

99)       rfF«  if  (  rc-)-  P  ''/y!  )  d  T+  d[n^{m.ß  -  Pva/i)]  . 
also,  falls  C  eine  Konstante  bezeichnet» 

99)   i,''=il/[c'+  /(rt-)-^^)^^]  +m(/»>(iii.^-.Pi;.^); 

femer  nach  (22) 

99 ")  dil^Ml  • «'  -^-^d   ^ ) . 

also,  wenn  C*  eine  andere  Eonstante  bedeutet, 

endlich  erhftit  man  nach  (82)  durch  eine  ein&ebe  Umformung 
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z-if[(7-c'r+Pi><«>+ J^r(«)-p^']f/r-  tJ^~—Y  99"") 

Daß  Z  hier  wirklich,  wie  Gleichung  (99  zeigt,  eine  Funktion 
Ton  T  allein  und  mit  M  proportional  sein  muß,  ergiebt  sich  durch 
die  OberleguDg,  daß  das  allgemeine 

für  die  Grenzkurve  (aß)  wegen  der  dort  geltenden  Bedingung  ^'^^  =^*^ 
die  Form 

annehmen  muß.  worin  £  nur  T  enthalten  kann. 

Vm  diese  Formeln  anzuwenden,  muß  P,t><*>,  i*^*)  und  ö»«^  oder 
Vtiß  als  Funktion  von  T  durch  die  Beohaohtung  gegeben  sein. 

Ein  besonders  wichtiger  spezieller  Fall  ist  der,  daß  die  Phase  [a) 
flüssig  oder  starr,  die  Phase  gasförmig  ist  Hier  kann  man 
n&mlich  /^")  und  o^")  als  nahezu  Ton  der  Temperatur  unabhängig, 
also  als  absolut  konstant  betrachten  und  erhSlt,  indem  man  gleich- 
zeitig maß  durch  Anwendung  der  Beziehung  (88'")  eliminiert  und 
mW  nach  (97')  durch  F  ausdruckt,  die  einfacheren  Formeln 


Z=  .)/[C'~  6"  r-i-  7'°'  7'(l  -  l{r))  -H  jPi;<"'] 


lüU) 


Diese  Gleichungen  sind  u.  a.  für  die  Entwickelung  der  Theorie 
der  Dampfmaschine,  die  ja  mit  einem  Oemisch  von  Wasser  und 
Wasserdampf  arbeitet,  von  Wichtigkeit 

Femer  gestatten  sie  die  Anwendung  zur  Bestimmung  der  bei 
nicht  umkehrbaren  VorgSngen  eintretenden  Veränderungen,  wozu  in 
§  8  die  allgemeinen  Regeln  angegeben  sind. 

Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  der  Ausdehnung  ohne  Arbeits- 
und Wärmezufuhr  und  bezeichnen  die  beiden  Grenzzustände  mit 
(1)  und  (2),  so  erhalten  wir,  indem  wir  den  Wert  der  Energie  in 

abkürzen, 

m[f{t,)  -      =  rjrj\)  -  /,/r/;),       loo ) 

was  T,  aus  gegebenem        f  \  und  J\  zu  berechnen  gestattet, 
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während  (97')  deu  beiden  Zuständen  zugehörigen  Wert  {jai'^\  und 
angiebt  — 

Wir  wollen  endlieh  noch  die  Wirkung  beatinmieD,  dto  eine 
adiabatisohe  umkehrbare  Volunien&nderurig  auf  das  Gemiseh  anaObt 
Hierzu  ist  in  der  Formel  (08)  (fLl  gleich  Null,  also  auch 

101)  (i«(-)f<«)  +  n^f^i)dT+m,ßdn^  =  Q 

zu  setzen  und  (luich  Benutzung  von  (97')  df  sm  StcUo  von  d  T 
eiuzulüliren.    Aus  letzterer  Gleichung  folgt 

n^>  ^^^^  dT^dF-  v^pdn^, 
und  man  erhSlt  daher  aus  (101)  allgemein 

Wir  wollen  uns  nun  auf  den  Fall  beschi&nken,  daß  nahezu  die 
ganze  Masse  M  sich  in  der  Phase  {ß)  befindet,  also  gasförmig  ist; 
dann  ist  »i(^aiO,  w^^m  M  zu  setzen,  und  die  lotete  Gleidmng 
liefert 

101")   'J^^lAZ  .  «  dm'ßK 

Hierin  überwiegt  das  erste  Olied  des  Nenners  jederzeit  wegen  des 
neben  r^ß>  stets  großen  Wertes  (Oaß  weit  das  zweite;  da  dvaßjdl\ 
wie  s<dion  anf  S.  &82  bemerkt,  kleiner  als  Null  ist,  so  hat  der  ganze 
Nenner  einen  negativen  Wert;  man  kann  also  schreiben,  indem 
man  durch  ji  eine  Funktion  der  Temperatur  bezeidmet, 

lül'")  A^r^>dV^dm:ßK 

Die  nach  (90)  ansgefilhrte  Berechnung  hat  /V)  für  einige 
Flttssigkeiten  und  A&r  bestimmte  Tempacatnren  positiv,  ftr  andere 
negativ  ergeben.  Beracksichtigt  man,  daß  negatives  dw^  eine 
Kondensation  von  Dampf  angiebt^  so  zeigt  die  letzte  Formel,  daß 
bei  positivem  die  Kondensation  durch  Kompression,  bei 
negativem  durch  Dilatation  bewirkt  werden  muß.  Da  die  Kon- 
densation, wenn  sie  hinreichend  schnell  stettfindet,  zu  einer  Nebel- 
bildung innerhalb  des  in  gesättigtem  Zustande  zunächst  durch- 
sichtigen Dampfes  führt,  so  ist  hierdurch  der  Beobachtung  ein  ein- 
&ches  Mittel  gegeben,  um  das  Vorzeichen  von  zu  kontrollieren 
und  mit  dem  aus  der  Berechnung  folgenden  zn  vergleichen.  Diese 
eigentttmliche  Prüfung  der  Thecnrie^  anf  die  schon  S.  581  hii^^ewiesen 
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worden  ist,  hat  zu  einer  vollstäncligen  BestätiguDg  derselben  ge- 
führt. «2).  — 


Die  Gesetze  der  Umwandlung  werden  durch  Berücksichtiguug 
der  in  der  Grenzfläche  zwischen  den  koexistierenden  Phasen  etwa 
stattfindenden  Oberflächenspannungen  in  einer  bemerkenswerten  und 
im  Anschloß  an  die  Grand£(>nnel  (79)  auf  S.  569  leicht  angebbaren 
Weise  modifiziert 

Da  keine  Beobachtung  bisher  dafür  spricht,  daß  zur  Ver- 
größerung oder  Verkleinerung  der  Grenzfläche  außer  mechanischer 
Arbeit)  die  z.  B.  bei  einer  Deformation  der  Randkurve  der  Fläche 
zu  leisten  wäre,  auch  Wärme  zugeftihrt  werden  muß,  so  ist  die 
Entropie  von  der  Gestalt  und  Größe  der  betrachteten  Fläche  un- 
abhängig. Setzen  wur  femer  voraus,  daß  bei  der  Variation  der 
Grenzfläche  äußere  Kräfte  keine  Arbeit  leisten,*  so  enthält  auch  S'ji 
keinen  auf  die  Grenzfläche  bezüglichen  Teil.  Ef>  bleibt  also  nur  in  E 
ein  auf  sie  bezügliches  Glied,  welches  als  Energie  der  Grenzfläche 
bezeichnet  werden  kann,  zu  berücksichtigen,  und  Ton  diesem  ist 
nach  dem  oben  Gesagten  klar,  daß  es  mit  dem  auf  S.  244  einge- 
führten Öberflächenpotcntial  S^ßO^ß  identisch  sein  muß;  hierin  be- 
zeichnet Oaß  die  Größe  der  Grenzfläche  zwischen  den  Phasen  (c») 
und  {ß),  Saß  die  in  ihr  wirkende  Oberflächenspannung,  welche  als 
der  Kombination  der  Körper  (<r)  und  {ß)  bei  gegebener  Temperatur 
mdividudl  betrachtet  werden  kann. 

Wir  erhalten  sonach  als  Potential  Z  der  beiden  koesdstieienden 
Phasen 


Für  die  Anwendung  dieses  Ausdruckes  wollen  wir  uns  speziell 
vorstellen,  daß  die  Phase  {(A  außer  durch  die  Oberfläche  {aß)  nur 
noch  durch  starre  Wände  begrenzt  wird;  fehlen  solche,  so  muß 
sie  hiemach  rings  Ton  {ß)  umgeben  sein.  Die  äußere  Begrenzung 
der  Phase  {ß)  mag  entweder  konstante  Größe  besitzen  oder  von 
Oberflächenspannung  frei  sein. 

Bei  der  Variation  ist  dann  zu  benutzen,  daß 


und  daß  nach  einem  bekannten  geoiAetrisohen  Satze  zugleich 


102) 


dm'"' 


und 


102) 
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ist,  wobei        die  normale  Verschiebung  der  Grenzfläche  an  der 
Stelle  des  Elementes  do^ß  nach  der  Seite  der  Phase      und  R^, 
die  Hauptkrümmungsradien  ebenda  und  analog  gerechnet  bezeichnen. 

Wirken  körperliche  Kräfte  nicht,  so  ist  nach  S.  247  (1  /Ä,  -f  1  /Ä,) 
l&ngs  der  ganzen  Grenze  konstant,  und  es  folgt  daher  ans  (102^ 

102")  J m-  (  ]^  +  -^-j  +       ()      =  0; 

die  Variation  der  Gleichung  (102)  führt  somit  auf  die  Formel 

102'")  (^(«)  -  C<^)  -  +       =  0 , 

welche  bei  Berücksichtigung  der  Oberflächenspannung  an  Stelle  von 
f  («)  «  ^(Ä  tritt 

Die  weitere  Entwiokelung  der  Theorie  erfordert  die  Au&tellung 
der  Potentialwerte  f  ftü:  die  beiden  Phasen,  ist  also  nur  unter 
speziellen  Voraussetzungen  mö^ch. 

Wir  wollen  uns  auf  die  Betrachtung  des  speziellen  Falles  be- 
schr&nken,  daß  die  Phase  {ä)  durch  eine  Flüssigkeit,  {ß)  durch  ihren 
Dampf  gebildet  wird,  und  die  Formel  (94")  für  i  brautzen  unter 
der  Annahme,  daß  die  Dichten  der  beiden  Phasen  bei  der  Tor- 
liogenden  Temperatur  sehr  yerschieden  sind. 

In  dem  Ausdrucke  für  die  flüssige  Phase  können  wir  dann  o, 
wie  S.  589,  als  konstant  betrachten  und  schreiben 

103)  C"'  =  ef«>  +  PüW, 

worin  (^"^  eine  Funktion  von  r  oder  T  allein  bezeichnet;  in  dem 
für  die  gasformige  können  wir  v  als  sehr  groß  neben  a  und  b  an- 
sehen und  in  analoger  Bezeichnung  schreiben 

lOST  f  (Ä  =  eW)  -    Tl{t^)  +  Pt/Ä. 

Es  gilt  büuach,  da  auch  1  ist, 

VemachlAssigt  man  noch  th^  neben  t/^  und  läßt  den  Dampf  an- 
genähert das  BoTLE-MABioTTB'sche  G^etz  befolgen,  setzt  also 

so  liat  mau  bcliiiußlich,  w  enn  (-)  eine  neue  Funktion  von  7' bezeichne^ 

Dirt'eieiitiiert  man  dies  liei  konstantem  7'  nach  P.  so  muß  sich  der 
Ausdruck  in  der  Klammer  rechts  ändern,  und  es  folgt 
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l^^^^dP^-S.ßd(^^^].  103"') 

Diese  merkwürdige  Formel  ergiebt,  wie  der  Sättigungsdruck  bei 
konstanter  Temperatur  mit  der  mittleren  Krümmung  der  Grenzfläche 
▼ariierty  welche  den  Dampf  gegen  die  Flüssigkeit  scheidet**). 


§  15.  (n  +  1)  XomponeBleii  in  einer  Piuse.  IMssooiatioii  der  Gase 

und  Lösungen. 

Nach  Gleichnng  (88)  kann  zwar  ftlr  das  thermodynamische  Po- 
tential Z  jederzeit  der  Ansatz  gemacht  werden 

aber  nnr  in  ganz  speziellen  Fällen,  Ton  denen  einer  im  vorigen 
Abschnitt  behandelt  ist,  sind  die  Koeffizienten  ^  allein  Ton  P  und 
T,  nicht  aber  auch  Tom  Verhältnis  der  Massen  mf  abhängig.  Der 
allgemeinere  Fall  bietet  stets  erhebliche  Schwierigkeiten!  und  nur  bei 
wenigen  Beis])ielen  ist  bisher  die  TollsUbidige  Bestimmung  der  Po- 
tentiale möglich  gewesen.  Eines  Ton  -diesen  liefert  der  Fall,  daß 
die  Komponenten  (A)  einer  Pliase  die  Eigenschaft  besitzen,  in  den 
Ansätzen  für  Energie  und  Volumen,  welche  hier  aus  (81)  und  (81') 
Ijolgen,  nämlich  in  den  Formeln 

für  el  und  Funktionen  von  P  und  T  aliein  zu  geben,  während 
über  die  Koeffizienten     in  der  Formel 

H-2«?»m»  m') 

nichts  ausgesagt  wird 

Dieser  Fall  ist  physikalisch  dadurch  charakterisiert,  daß  die 
Vereinigung  der  Komponenten  (A)  zu  dem  betrachteten  System  hei 
konstantem  F  und  T  we^ler  von  einer  Yolumenänderung  begleitet 
ist,  noch  Wärme-  oder  Ariteitsaufwand  erfordert.  Denn  i\m^  ist 
nach  der  gemachten  Annahme  das  Volumen  welches  die  Masse 
der  Komponente  {k).  bei  gleichem  Druck  und  gleicher  Temperatur 
für  sich  allf'in  vorhanden,  einnehmen  würde,  und  ^»2^» 
ist  die  entsprechende  Energie  £«,  und  £^  ^  2^*' 

YoiOT,  TlMoretbcbe  PhTilk.  39 
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Für  die  Entropie  erhalten  wir  aus  der  Enorcnegleichung  unter 
Benutzung  der  Ansätze  (104)  und  (104')  die  Bedingung 


worin  die  Differentiale  noh  auf  P  und  T  allein  beziehen.    Da  die 
vollkommen  willk&rlich  sind,  kann  man  hieraus  schließen 

äiiw  j,{d^ Pdv^  fUr  Ab  1,2,. ..11  + 1. 

Hier  stellt  der  Ausdruek  rechts  das  I  )iti"ereiitial  der  Entropie  i?* 
der  Volumeneinheit  der  Komponente  (A)  dar,  wenn  dieselbe  allein 
vorhanden  ist,  und  hängt  nur  von  und  7'  ab.  Da  aber  7;^.  außer 
diesen  Argumenten  noch  die  Verhältnisse  der  Massen  tn^  enthält»  so 
folgt  durch  Integration 

104")  nk^vl  +  Ä», 

worin       eine  Funktion  der      allein  ist   Die  gesuchte  Größe 

unterscheidet  sich  also  von  der  Entropie  17J  der  Masseneinheit  der 

Komponente  {k)  bei  den  Werten  P  und  7',  denen  da-^  ganze  System 
ausgesetzt  ist.  nur  durch  eine  von  P  und  7'  unabhängige  Größe.**) 
Führt  man  das  Resultat  (104")  in  deu  Ausdruck 

ftr  das  tfaennodynamische  Potential  der  Masseneinheit  der  Kompo- 
nente (A)  ein  und  kttrzt  ab 

wo  dann  ^  das  Potential  bei  Abwesenheit  der  ttbrigen  Komponenten 
angiebt,  so  erhält  man 

104'")  Öt-ff-m; 

diese  Formel  läßt  den  Einfluß  der  Miselnmj;  mit  anderen  Kompo- 
neuten  auf  »len  Wert  des  Potentiales  deutlich  hervortreten. 

l'ber  die  Funktionen  M^.  läßt  sich  ohne  Zuhilfenahme  von  neuen 
experimentell  festgestellten  Thatsachen  oder  neuen  Hypothesen  nur 
soviel  sagen,  daß  AI^  eine  Funktion  der  n-Argumeute 

**o    ü  *"k+i 

I».  '  1»^'       '         «»V       m.  m. 
k       t       k  k  k  k 

sein  inu0,  welche  sich  auf  eine  Konstante  reduadert,  wenn  deren 
Zähler  Terschwinden;  da  in      schon  eue  wOlkOrliehe  Konstante 
enthalten  ist,  so  kann  man  jene  zw^te  beliebig  gleich  Null  setzen. 
In  dem  speziellen  Fall,  <iaß  eines  der  m|^,  z.  B.     ,  alle  andereu 
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sehr  weit  ttbertrifit,  ist  aUerdings  für  sogleich  der  Ansatz  au 
bilden 

in  welchem  die  Konstanten  bezeichnen;  aber  sowohl  die  Übrigen 
M^f  als  auch  der  Wert  ^on  im  allgemeinen  Falle  sind  zunächst 
nnbekannt 

"Ein  Weg  zn  ihrer  Bestimmang  ist  geboten,  wenn  man  die  Ver> 
einigung  der  Komponenten  zu  demGtomisoh  anf  umkehrbarem  Wege 
isotherm  zn  vollziehen  und  die  dabei  eintretende  Energie&nderung 
£j  —  wie  die  dabei  au&uwendende  Arbeit  zu  bestimmen  Ter* 
mag.  Dann  gilt  nämlich  allgemein,  weil  H^^'^t]im^y  ^t^^Vk^k  ^^^y 

woraus  der  Wert  des  einzelnen  zn  entnehmen  ist  Da  wir  hier 
aber  nur  Fälle  betrachten,  bei  welchen  die  Energie  sich  bei  der  Yer- 
einignng  der  Komponenten  nicht  ändert,  so  haben  wir  noch  einÜMher 

Wir  wenden  diese  Formel  auf  ein  Gemisch  von  idealen 
Gasen  an,  welches  den  auf  S.  593  gemacliten  Voraussetzungen  ge- 
nügt, (lenken  also  alle  Komponenten  [k)  anfUnglich  bei  gleichem  F 
und  7'  in  getrennten  Behältern  von  den  Volumina  f\  =  m^r^,  für 
welche  2^»**  ^  befindlich  und  diese  Behälter  dann  in  Kom- 
munikation gesetzt.  Daß  bei  <ler  Vereinigung  mit  P  und  7*  auch  F, 
ofler  umgekehrt  mit  F  und  7'  auch  F  ungeändert  bleibt,  können  wir 
dabin  deuten,  daß  jedes  Gkis  bei  seiner  Ausbreitung  durch  das  Volumen 
F  einen  Partialdruck  von  einer  solchen  Qrö£e  erreicht,  daß  die 
Summe  Uber  alle  Partialdrucke 

^P,  -  P,  106) 

d.  h.  gleich  dem  Anfangsdruck  ist;  dies  von  Dälton  angegebene 
Gesetz  ist  bereits  S.  58  erwiihnt  worden. 

Die  so  verlaufende  Vereinigung  ist  indessen  nicht  umkehrbar. 
Umkehrbar  kann  sie  vollzogen  werden,  indem  man  zunächst  zwei 
(-rase  («)  und  [ö]  in  einen  Cylinder  bringt,  der  in  zwei  Abschnitte 
von  den  Größen  F„  und  f],  durch  zwei  aufeinander  liegende  Schirme 
geschieden  ist,  von  denen  der  dem  Gas  (a)  zugewandte  nur  für 
(a),  nicht  aber  für  {ö),  der  dem  Gas  (/>»)  zugewandte  nur  für  [b),  nicht 
aber  für  («)  durchlässig  ist,  so  daß  die  Kombination  beider  sowohl 
(a)  als  {ö)  den  Durchgang  verbietet. 

Halbdurcbiässige  Schirme  von  genau  solcher  Eigenschaft 

38* 
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sind  zwar  in  der  Natur  uicht  Yorhanden,  wohl  aber  Ton  so  weit 
ähnlicher,  daß  die  Annahme  keine  physische  Unmöglichkeit  ent- 
hAlten  dürfte.") 

Beide  Schirme  müssen,  falls  ihr  Queischnitt  gleich  Q  ist,  mit 
einer  Kraft  K  s       gehalten  werden,  nm  in  Buhe  zu  bleiben. 

Nun  lasse  man  beide  Gase  sich  ausdehnen,  indem  man  die  auf 
die  Schirme  wirkende  Kraft  jederzeit  unendlich  wonig  geringer  sein 
läßt,  als  die  Kcsultierende  des  auf  sie  wirkenden  Drackes;  die 
Schinne  werden  dann  in  der  Richtung  des  von  den  resp.  Gasen  auf 
de  ausgeübten  Druckes  sich  verschieben.  Wenn  sie  auf  ihrer  Be* 
wegong  die  Enden  des  Cylinders  erreicht  haben,  ist  die  Vereinigung 
auf  umkehrbarem  Wege  bewirkt,  denn  sie  läßt  sich  duroli  den  ent- 
gegengesetzt gleichen  Arbeitsaufwand  rückgängig  machen. 

Jedes  der  beiden  Gase  befolgt  bei  diesem  Prozeß  das  Botle- 
GaT  LüssAo'sche  Gesets;  es  gilt  sonach  für  nur  swei  Komponenten 

F  F 

was  sich  für  deren  (n  +  1)  sogleich  erweitem  läßt  zu 
1060 

Nun  ist  aber  gleichzeitig 

oder  unter  Berücksichtigung  von  (106), 

FF^T^m^B^    und  F^F^m^ßj^T', 

fthrt  man  dies  in  (106')  ein,  so  erhAlt  man  sofort 

106")  4.  -  +  f^-S^»'  (|f^^} . 

und  wegen  (105)  als  schließliches  Resultat: 

worin  IVf^  eine  neue  Bezeichnung  ist 

Fllr  ideale  Gase  gilt  somit**)  nach  (104")  und  (104'") 

107)  i2fc=  vi- A/CA*), 

und 

Fflr  die  weitere  ISntwickelung  wirkt  TeremÜMshend  die  Avo- 
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GADBo'sche  Regel,  nach  welcher  bei  gleichem  Druc  k  P'  und  gleicher 
Temperatur  7^',  denen  die  Dichte  ol  eutsjiricht,  gleiche  Vohimiua 
verscliiedener  Gase  gleiche  Anzahlen  von  Grammmolekülen.  ff^ 
eutbalteu,  nach  weicher  also  unter  den  genannten  Umständen 

108) 

fbr  alle  Gase  gleich  ist  Denn  da  nach  dem  Botlr-Gat  Lüwac'* 
sehen  Gesetz 

ist,  so  ergiebt  sich 


1  f».B 

,  108  ) 


und  die  obige  Begel  sagt  aus,  daß 

fi,B^  =  Ä  108") 

eine  universelle  Konstante  sein  muß. 

Benutzt  man  dies  und  heaclitet,  daß  hei  Einführung  der  eftek- 
tiven  Anzahl     der  vorhandenen  Grammmoleküle  der  Komponente  (A) 

-  109) 
ist»  so  kann  man  in  dem  Wert  des  Gesamtpotentiales 

Z  -  Smfc  K  +     Tl(Nt)]  109  ) 

auch 

=  ^  109") 
setzen,  oder  bei  Eint'üliruug  der  Bezeichnung 

^•»S  -  &  109  ") 

schreiben 

z  =  SnB»  +  Ä  y/(Ay] ,  io9"") 

Hierin  stellt  der  Faktor  Yon  das  Potential  für  ein  GrammmolekUl 
der  Komponente  (A)  dar;  N^^  kann  als  die  Konzentration  des  Ge- 
misches in  Bezog  auf  die  Komponente  (A)  bezeichnet  werden. 

Die  Torstehenden  Besnltate  sind  zwar  znnftchst  nur  für  ideale 
Gase  abgeleitet,  besitzen  jedoch  eine  erheblich  allgemeinere  Gflltig- 
keit  Denn  da  die  Funktionen  Yon  Druck  und  Temperatur 
unabh&ngig  sind,  so  ist  es  gleichgültig,  bei  welchen  Werten  dieser 
Grdßen  der  f&r  ihre  Ableitung  Torausgesetzte  Vorgang,  nftmlich 
die  auf  umkehrbarem  Wege  stattfindende  Vereinigung,  sich  abspielt 
Hieraus  folgt  dann  sogleich,  daß  die  erhaltenen  für  jedes  System 
Ton  {n  +  1)  Komponenten  in  einer  Phase  anwendbar  sind,  welches 
sich  durch  Verftnderung  von  Temperatur  und  Druck  in  den  Zustand 
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eines  idealen  Gkkses  ttberftlhren  läßt,  ohne  dabei  ehemisohe  UmBetnmgeii 
in  ei&hren.*')  Einen  solchen  allgemeinen  Fall  können  wir  daher 
weiterhin  zmÄchst  Yoraussetzen.  — 

Nun  mOgen  mit  wechselnden  P  und  T  swiachen  den  Kompo- 
nenten Umaetsuogen  derartig  stattfinden,  daß 

110)  '>'",  =  >-^^* 

ist,  wobei  /.  eine  Konstante  und  a^.  eine  ganze,  positive  oder  nega- 
tive Zahl,  im  speziellen  auch  Null  bedeutet. 

Zerfallen  z.  B.  a^,  Moleküle  /i^,,  und  bilden  sich  aus  ihren  Pro- 
dukten «j,  a.^  ...  Moleküle  /Uj,  /i^  .  .  —  ein  Vorgang,  den  man 
eine  einfache  Dissociation  der  Komponente  (0)  nennt  —  so  ist 

110')       dVff  ■=  —  Xffg ,   ^ir,  B  ^.  AiK, ,   dv^  —  +  ^ttf  » •  • 

zu  setzen.  Älmlich  bei  simultanen  Dissociationen,  wo  mehrere 
Molekülarten  gleichzeitig  zerfallen  müssen,  um  das  Material  füLr  die 
Neubildungen  zu  liefern. 

Anders  dagegen  bei  den  stufenweisen  Dissociationen,  wo  die 
Zersetzungsprodukte  zum  Teil  in  dieser  Gestalt  fortbestehen,  zum 
Teil  weiter  zerfallen.  Hier  wird  für  jede  neue  Zerfällung  eine  neue 
Formel  der  obigen  Art  mit  willkürlichem  Faktor  und  gegebenem 
aufzustellen  sein;  z.  B. 

110")  d'vk  =  y.'ce'kf    fi  'vi,  =  f.'  (iki  .  .  . 

Da  aber  jede  dieser  Gleichungen  in  derselben  Weise  zu  verwerten 
ist,  wie  die  erste,  so  genügt  es,  diese  weiter  zu  verfolgen. 

Die  Gleichgewiohtsgleichung  (84')  nimmt  nach  (109"")  die  Form  an 

111)  2[l»  +  Ä7'/(yvjK-o, 

oder 

was  wir  dnroh  die  Bezeichnung 
abkürzen  in 

III")  x  =  IKAj»). 

Hier  steht  rechts  eine  Funktion  allein  der  Argumentreihen 
und  a^f  deren  erste  die  Zusammensetzung  des  betrachteten  8j- 
stemes  und  deren  letzte  die  stattfindenden  Umsetzungen  charakteri- 
siert» links  eine  Funktion  von  Druck  und  Temperatur  allein. 

Unterscheidet  man  unter  den  Uj^  die  positiTen  und  die  negativen, 
welche  sich  bildenden  und  zerfidlenden  Verbindungen  entsprechen,  durch 


Digitized  by  Google 


^'  lö,    IHsaovultion  eines  Gases. 


599 


die  Indioes  als  und  —  ir,»  so  nimmt  die  letzte  Gleichung  die 
Fonn  an 

ic=IL^,  iin 

in  welcher  sie  als  das  Guldberg-  und  Waaoe'scIic  Gesetz  der 
Massenwirkung bezeichnet  wird.  Sie  Rieht  eine  Beziehiiiijjf  an, 
welche  im  Zustand  des  Gleichgewichtes  bei  ungeändertem  /'  und  T 
bei  beliebig  geänderten  Massenverhilltnissen  zwischen  den  bez.  Kon- 
zentrationen V'^  liestehen  muß.  Die  Funktion  K  heißt  der  Gleich - 
gewichtskot'ft'izient;  seine  Abhängigkeit  von  P  und  7'  ist  niclit 
ein  lür  allemal  an^^ebbar,  doch  kann  man  über  seine  Natur  einiges 
ganz  allgemein  beliaupten.  — 

Die  kleinstmögliche  Anzahl  von  unzerlegten  Molekülen,  welche 
zur  Ausführung  der  gedachten  Umwandlnnj^  nötig  sind,  (bei  der  ein- 
lachen Dissüciation  also  von  iK  r  Gattung  jU,,),  wollen  wir  eine 
Molekülgruppe,  und  den  Zustand,  in  welchem  sie  unzerlegt  sind, 
den  Zustand  (1)  nennen.  Nach  vollständiger  Umwandlung  soll  die 
Gruppe  den  Zustand  (2)  erreicht  haben. 

Dann  läßt  sich  die  in  (III)  links  stehende  Funktion  auffassen 
als  die  Ditiercnz  der  Werte  der  auf  die  einzelne  Gruppe  bezogt  nen 
Funktion  Z,  die  wir  in  dieser  Bedeutung  durch  Z'  bezeichnen 
wollen,  in  dem  Zustand  (1)  und  (2);  denn  die  positiven  f/^  entsprechen 
den  neugebildeten,  die  negativen  den  zerfallenen  Molekülen.  Die 
Gleichung  (III)  ist  daun  identisch  mit 

z;  -  z;  -  0. 

Wendet  man  hierauf  die  Formeln  (86  ")  an,  so  erhält  man  leicht 

/^,(z^  -  ZI)  =  +  112) 

d  T\      T     )  "T»  '  ' 

in  denen  die  Volumen  Vergrößerung  bezeichnet,  welche  die 
Gramminoloküle  der  Gruppe  bei  der  Umwandlung  (l)->(2)  erfahren, 
ö»^  die  zur  Umwandlung  nötige  Wärmezufuhr. 

Nach  der  Bedeutung  von      —      giebt  dies  aber  sogleich 

J_ 
dP 


oder  unter  Berflcksichtigung  von  (III')  auch 

BljK)        v\,  dliK) 


Cd 


12 


dP  RT*  TT'  Wf^' 


112") 
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wodurch  zwei  wichtige  Eigenschaften  der  Funktion  IC  auage- 
sprochen  sind. 

Die  letzte  Formel  führt  den  Namen  des  yan't  HoFF^schen 

Gesetzes.**)  — 

Nach  diesen  allgemeinen  Entwickelungeu  kehren  wir  wieder  zu 
dem  speziellen  Falle  znrttcl,  vou  dessen  Betrachtung  wir  ausge- 
gangen waren,  und  nehmen  an,  daß  das  System  ein  Gemisch  idealer 
Gase  sei. 

Hier  lassen  sich  die  Funktionen  ^  sogleich  vollständig  angeben; 
man  erhält  sie  aus  der  Gleichung  (03 welche  unter  Voraussetzung 
des  VAN  DER  WAALs'schen  Gesetzes  abgeleitet  war,  indem  man  darin 
a  s  ^  =  0  und  F^.  konstant  nimmt  Um  die  Indices  nicht  zu  häufen, 
wollen  wir  weiterhin 

118)  r.«r,  r,-r 

setzen.   Dann  ergiebt  sich  zanftchst 

118-)  <7  =  c,  -  ä;  T  -  r,  Tl{'n  -  B,  77(r,), 

worin     und     Konstanten  bezeichnen,  oder,  bei  Einführung  von 

passender  in  P  und  T  allein  ausgedrflckt, 

1 1 3")  Ck  =  c^  -  KT  -  J Ti{ 7^  +  Tl{F). 

Hieraus  folgt  nach  (109'")  bei  Einführung  anderer  Konstanten  h 
und  t  sogleich 

118'")  -       h'^- r\Tl(T)  +  J2T/(P), 

wobei  fk=  fij^ri,  die  Molekularwärme  der  Komponente  (A)  bei 

konstantem  Druck  bezeichnet 

Setzt  man  dies  Resultat  in  die  Grundformel  (III)  ein  und 
kürzt  ab 

lu)  Tt'S.'h.r'u- er, 

80  erhält  miin^*') 

114-)  A^J  TO'  =  XI  [(.V,  P)"^]  =  11  [p^^). 

Nun  ist  aber 

also  liefert  die  obige  Formel 

114")  J^T^'  ^iWi^)* 

wo  D  eine  neue  Konstante  und 


Digitized  by  Google 


601 


ist,  unter  die  Moleknlarwärme  bei  Iconstaatem  Volumen  Ter* 
standen. 

Benutzt  man  noch,  daB  die  Atomwärme  eines  Elementes  an- 
scheinend in  allen  Verbindungen  sich  gleich  bleibt,  so  ist  6'  ib  0, 
und  die  letzte  Fonnel  wird  su 

Giebt  man  dieser  Formel  die  mit  (111"']  verwandte  Gestalt 

80  ist  hier  S  eine  Funktion  der  Temperatur  allein. 

Diese  Formel  ist  f)lr  die  Yergleichung  der  Theorie  mit  der 
Beobachtung  von  besonderer  Wichtigkeit,  da  die  Partialdiohten 
sich  relatiT  leicht  bestimmen  lassen. 

Hierzu  dient  außer  der  Definition  der  beobachtbaren  Gesamtdichte 

und  der  Gleichung  des  BoiLEschen  Gesetzes  in  der  Form 

RT 


115") 


iiofli  (las  System  von  Formeln,  wclclies  ausdrückt,  daß  die  Um- 
setzung glatt  aufgehen  muß,  wenn  nicht,  wie  hier  ausgeschlossen 
sein  mag,  eines  der  Dissociatioüsprodukte  von  vornherein  im  Uber- 
schuß vorhanden  ist,  nämlich 


IIS'T 

die  Formeln  (115)  bis  (Wh'*)  geben  zusammen  l)Gleidiungen, 
die  zu  der  gew&nsditen  Operation  ausreichen. 

Die  Beobachtungen  auch  an  Dämpfen,  welche  von  dem  Zustand 
der  idealen  Gase  ziemlich  weit  entfernt  sind,  haben  die  yorstehenden 
Besultate  der  Theorie  sehr  befriedigend  bestätigt  — 

Aufier  auf  Gemische  von  idealen  Gasen  gestatten  die  obigen 
Formeln  nodi  die  Anwendung  auf  sehr  yerdttnnte  Lösungen,  welche 
die  ersten  der  Torstehend  eingeführten  Voraussetzungen  erfüllen,  da 
die  Beobachtungen  gezeigt  haben,  daß  Ton  einem  gewissen  Verdlkn- 
nungsgrade  an  der  Zusatz  von  Substanz  gleicher  Temperatur  weder 
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eine  Kontraktion,  noch  eine  Warnietimiing  bewirkt.  DtMiigemäß 
sind  für  sie  jedenfalls  die  Formebi  (104")  und  (104"'j  zu  benutzen, 
und  ist  daher 

116)  %=nl+M^,    ;,,=  a-TMj^ 

zu  Betzen. 

Auch  die  auf  S.  596  u.  t  durchgeführte  Bestimmimg  der  Funk- 
tionen Mj^  würde  anwendbar  bleiben,  wenn  man  die  Lösung  in  den 
idealen  Gaszustand  bringen  könnte,  ohne  daß  hierbei  chemisdie 
Yerinderungen  einträten.  Dies  ist  indessen  in  hohem  Grade  un- 
wahrscheinlioh,  und  daher  ist  die  Übertragung  der  Werte  (KHT) 
für  die  itf^  auf  unseren  Fall  nicht  unbedenklich. 

Nimmt  man  sie  als  richtig  an,  so  werden  dnrch  den  ümstand^ 
daß  in  den  zu  betrachtenden  Lösungen  die  Masse  des  Lösungsmittels 
diejenigen  der  gelösten  Substanzen  sehr  übertriflFt,  die  Ausdrücke, 
welche  oben  für  die  Funktionen  Mj^  abgeleitet  sind,  einigermaßen 
vereinfacht. 

Bezeichnet  man  nämlich  das  Lösungsmittel  durch  den  Index  (0)^ 
die  gelösten  Substanzen  durch  die  Indices  A  =  1,  2, .  .  .  n,  so  folgt 
aus  (106"')  leicht  in  erster  Annäherung 

UV)         i»„m„  =  ä27N  /'„^A--ä'(^)- 

Da  außerdem  das  Lösungsmittel  an  den  Umsetzungen,  die  inner- 
halb der  Lösung  stattfinden,  nicht  beteiligt  ist,  so  ist  in  der  For- 
mel (III)  cf„  =  0,  und  Nq  fällt  dadurch  gänzlich  aus  ihr  heraus 
Im  übrigen  finden  sieh  die  Schlußformeln  für  die  in  der  Lösung 
stattfindenden  Veränderungen,  z.  B.  Dissodationen,  genau  wie  oben 
iür  Gase  gezeigt  ist'^) 

§  16.  Zwei  Thasen  mit  mshraren  Konponaatfln,  daran  eiiia  beiden 
Phasen  gemeinsam  ist  ttede-  und  Oefrierpunkte  Tan  Losimgan;  der 

otmottsohe  Bruck. 

Außer  den  in  den  TOrigen  beiden  Paragraphen  behandelten  ex- 
tremen Fällen  nur  einer  Komponente  oder  nur  einer  Phase  haben 
bisher  nur  wenijjo  eine  vollständige  Durchfiihrung  und  eine  Ver- 
gleichung  mit  der  Beobachtung  gefunden.  Die  Schwierigkeit  für  die 
Theorie  liegt  jederzeit  in  der  Aufstellung  der  Potcntialwerte 
welche  meist  nur  auf  Grund  des  Experimentes  und  dann  nur  in 
Form  mehr  oder  wenij2:er  unbequemer  Interpolationsformeln  möglidi 
ist;  dabei  kann  überdies  der  oben  bei  dem  tan  dbb  WAALs'schen 
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(iBset/  hervorgehol)t'iie  Fall  eintreten,  ilaB  eine  so  gewonnene  Formel 
gewisse  Beobachtun;j;en  anscheinend  voUständifJi  (larsteilt,  wülirend 
aus  ihr  abgeleitete  (besetze  intoige  ungünstiger  Kombinationen  ihrer 
Konstanten  kaum  angenähert  der  Wirklicliivcit  entsprechen.  Kelativ 
vollkonimen  haben  sich  die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Formeln  für  stark  verdiinnte  Lösungen  bewährt,  besonders 
der  in  (IIH')  gegel)ene  Ausdruck  für  was  nicht  Wunder  nelunen 
darf,  da  sich  derselbe,  abgesehen  von  dem  Werte  des  Faktors 
nach  (104"")  ohne  spezielle  Annahmen  l)ilden  läüt.  In  der  That 
kann  man  den  nicht  unbedenklichen  Weg,  welclier  zu  der  ersten 
Formel  (llti)  geführt  hat,  vermeiden,  indem  man  von  dem  allge- 
meinen Resultat  (104' '  )  ausgeht  und  darin  die  Konstanten  c,^  durch 
eine  Vergleichung  mit  der  Beobachtung  bestimmt;  zu  letzterer  eignet 
sich  besonders  das  unten  abzuleitende  Gesetz  über  den  osmotischen 
Druck. 

Aus  diesen  Gründen  wollen  wir  bei  den  folgenden  Entwicke- 
lungen,  die  einen  in  mancher  Hinsicht  allgemeineren  Fall  betreffen, 
als  die  beiden  letzten  Paragraphen,  Anwendungen  bevorzugen,  bei 
denen  jener  Wert  von        eine  Kolle  spielt.  — 

Wir  denken  uns  nunmehr  zwei  Phasen  (f^r)  und  iß)  gegeben, 
von  denen  die  eine  nf^'-l-  1,  die  andere  n^-\-\  Komponenten  ent- 
hält Ist  die  einzige,  beiden  Phasen  gemeinsame  Komponente  durch 
den  unteren  liidex  i  charakterisiert,  so  ist  nach  (85'")  die  einzige 
Gleichgewichtsbedingong,  auf  weiche  die  allgemeinen  Hegeln  des 
§  12  fuhren, 

JJ->  -  7' iVi*«>  ^  ^Ä-  TMf .  117) 

Diese  allgemeine  Formel  kommt  u.  a.  zur  Anwendung,  wenn 
did  beiden  Phasen  zwei  nicht  mischbare  Flüssigkeiten  sind,  welche 
außer  beliebigen,  je  nur  in  einer  von  beiden  lösbaren  Substanzen, 
auch  eine  in  beiden  lösbare  Komponente,  nftmlich  eben  (i)  enthalten. 
Sind  beide  Lösungen  so  verdttunt,  daß  man  den  zweiten  Wert  (116'), 
in  dem  sich  der  Index  (0)  auf  das  Lösungsmittel  bezieht,  für  (i)  an 
Stelle  Ton  (A)  benutzen  kann,  so  erhält  man 

j<.)+-''''/('f    +  ^«,('f. 

also  bei  Benutzung  der  Abkürzung  V|  /  ~ 

Diese  Gleichung  enth&lt  das  Oesetz  der  Verteilung  einer  Sub- 
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stanz  zwischen  zwei  in  Berührung  stellenden  Lösungsniittehi  und  spnclit. 
solange  man  die  auf  der  rechten  Seite  nicht  kennt,  nur  die  That- 
sache  aus,  dali  das  Verhältnis  der  JV  links  allein  von  Druck  und 
Temperatur,  nicht  aber  vou  den  absoluten  Konzentrationen  ab- 
hängig ist. 

Diese  Betrachtung  läßt  sich  leicht  auf  den  Fall  erweitern,  daß 
beiden  Phasen  mehrere  Komponenten  gemeinsam  sind,  z.  B.  die 
gelöste  Substanz  sich  dissociiert.  Dann  sind  tlierlegungen  der  im 
vorigen  Paragraphen  angewandten  Art  mit  den  vorstehenden  zu  kom- 
hiiiieren.  Hierdurch  werden  die  Resultate  natürlich  complizierter:  sie 
haben  aber,  solange  man  die  ^  unbestimmt  läßt,  stets  den  Charakter 
des  soeben  erhaltenen,  indem  sie  nämlich  aussprechen,  daß  gewisse 
Funktionen  der  Konzentrationen  nur  von  Druck  und  Temperatur 
abhängen/*)  — 

Wir  wollen  uns  nun  zu  dem  wichtigen  Fall  wenden,  daß  die 
gemeinsame  Komponente  in  beiden  Phasen  weitaus  die  Massen  der 
nicht  gemeinsamen  überwiegt,  und  hierbei,  um  die  Verbindung  mit 
früheren  Bezeichnungen  herzustellen,  (i)  mit  (0)  identitizieren. 

Da  i^o"'  und  C/'  die  Potentiale  der  Komponente  (0)  in  den  beiden 
Phasen  bei  Abwesenheit  der  übrigen  Komponenten  darstellen,  so  giebt 

118)  £S«>-a»> 

die  Bedingung  filr  die  Koexistenz  der  beiden  Phasen  {a)  und  iß)  der 
Komponente  (0)  allein. 

Da  die  beiden  Formeln  ( 11 7)  und  ( 11 8)  diirch  verschiedene  Wert  i  taare 
Ff  T  und  Pq,      erAlUt  w^en,  so  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

\    S^^{^yTl-  TM^i  =      (P,  7')  -  T  Mf . 
Ans  diesen  Gleichungen  lassen  sich  allgemeine  Folgerungen 
ziehen,  wenn  MJ^-.  üf«),  und  demgemäß  auch  die  Differenzen 

als  Größen  erster  Ordnung  betrachtet  werden  können;  in  diesem  Falle 
giebt  nämlich  die  Ditierenz  der  resp.  mit  7J,  und  T  dividierten 
Formeln  (118') 

Vergleicht  man  dies  mit  den  Formeln  (88)  und  (88"),  so  erhält  man 

118"')  -  tu«^  ^  =       -  , 

wobei  Vuß  die  Volumenänderung,  a»«^  den  Wärmeaufwand  bezeichnet, 


Digitized  by  Google 


§  16,   Sieden  und  Gefrieren  ton  verdünnten  Lösungen.  605 

der  ilie  L'iinvaii(llung  der  Masseueiulieit  der  Xompouente  (0)  aus  dem 
Zustand  (r/)  m  den  Zustand  (yi)  begleitet. 

Von  dieser  allgemeinen  Formel  sind  besonders  die  beiden  spe- 
ziellen Fälle  von  Bedt  utuug,  die  man  erhält,  wenn  man  erst  n  und 
dann  r  gleich  Null  wählt 

Die  Formel 

T  =  -  ^  {^Mf  -  Ai;«')  1 19) 

giebt  nämlich  die  Steigerung  der  Gleichgewichtstemperatur  an,  welche 
eiDtritt,  wenn  man  bei  ungeändertem  Druck  der  Eom])onente  (0)  in 
beiden  Phasen  Terschiedene  weitere  Komponenten  zufügt;  die  andere 

^«4-;^W-Jtfl-J)  119') 

analog  die  Steigenmg  des  Gleichgewiohtadruckes,  wenn  man  die 
Znftlgimg  bei  ungeftnderter  Tempeiatnr  yomimmt 

Vorbedingung  für  ihre  Gültigkeit  ist,  daß  nur  die  Komponente  (0) 
beiden  Phasen  gemeinsam  ist 

Wir  wollen  uns  weiterhin  auf  den  Fall  beschränken,  daß  die 
Phase  {ß)  dauernd  Ton  der  Komponente  (0)  allein  gebildet  wird, 
daß  also  M{f>  rerschwindet  Dieser  FaU  tritt  z.  B.  ein,  wenn  in 
einer  Flüssi^eit  (0)  Substanzen  gelOst  sind,  die  in  deren  dampf- 
fbrmige  oder  feste  mit  der  flüssigen  koexistierende  Phase  nicht  über- 
gehen. Dann  wird  aus  (119)  und  (119') 

r-+-p-MJ->,  M<-),  119 ") 

aß  "ß 

und  wir  können  für  M]^^  den  speziellen  Wert  (lUi')  set/.en.  auf  dessen 
Wichtigkeit  im  Eingang  die^ts  Paragraphen  hingewiesen  ist.  Be- 
zeichnen wir  noch  die  Produkte  <<„ '"„/j  und  jU„r„^,  d.  h.  die  Pni- 
wandlungswärme  und  VohunenändtTung  eint^s  Grammmoleküles,  mit 
(Oafi  und  Vaß,  so  erhalten  wir  schließlich 

Diese  Formeln  geben  die  Änderungeu  von  Siede-  resp.  Schmelz- 
temperatur bei  konstantem  Druck,  sowie  die  Änderung  des  Gleich- 
gewichtsdruckes bei  konstanter  Temperatur,  die  eintreten,  wenn  man 
in  der  Flüssigkeit  fremde  Substanzen  lOst,  welche  die  oben  hervorge- 
hobenen Eigenschaften  besitzen. 

Da  0)«^  beim  Schmelzpunkt  negati?,  beim  Siedepunkt  positiv 
ist,  so  wird  die  Schmelztemperatur  durch  ZufÜgung  lösbarer  Sub- 
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stanz  stets  erniedrigt,  die  Siedetemperatur  stets  erliöht.  t>aß  ist  lieini 
8iede])iinkt  stets  jiositiv,  l)eim  Sclnnel/j)inikt  liald  positiv,  bald  negativ; 
der  Sättigungsdruck  wird  also  durch  den  Zusatz  lösbarer  Substanz 
im  ersteren  Falle  stets  vermindert,  im  letzteren  bald  gesteigert,  bald 
vermimli  rt. 

Die  Kornicln  (119"')  sind  in  der  Praxis  oft  deshalb  schwierig 
anzuwenden,  weil,  wie  schon  am  Ende  des  vorigen  l'aragrajjhen  er- 
örtert, die  gelösten  Substanzen  häutig  sich  dissociieren,  nicht  selten 
aber  sich  auch  polymerisieren.  Über  die  Art,  wie  dies  geschieht, 
kann  man  meistens  keinen  vollkommen  sicheren  Aulschlub  erhalten, 
und  dann  ist  die  Anwendung  der  Formel,  in  der  v^/v^  jederzeit  dem 
Dissociationszustand  entsprechend  zu  bestimmen  ist,  schwierig.  In 
der  That  wendet  man  sie  auch  häutig  umgekehrt  dazu  an,  um  über 
den  Dissociationszustand  durch  die  Beobachtung  der  Änderungen 
des  Schmelz-  und  Siedepunktes  Aufklärung  zu  erhalten.  — 

Denkt  man  sich  die  Lösung  und  das  reine  Lösun^mittel  durch 
eine  nur  (tlr  die  gelösten  Substanzen  undurchlässige  Wand  voneinander 
getrennt,  so  tritt  laut  der  Beobachtung  ein  Gleichgewichtszustand 
nur  ein,  wenn  man  auf  die  Lftoung  einen  größeren  äußeren  Druck 
ausübt,  als  auf  das  LOsungsmitteL  Die  Wand  eifthrt  dabei  also 
Ton  beiden  Seiten  Terschiedene  Drucke;  da  aber  das  Lösungsmittel 
frei  durch  sie  passien,  so  scheint  es  mdglich,  die  Gleiohgewichts- 
bedingung  (117)  auf  dasselbe  auch  hier  in  Anwendung  zu  bringen.'*) 
Damit  die  in  der  halbdurchlässigen  Wand  selbst  befindlichen  TeÜe 
des  Lösungsmittels  bei  dem  diesseits  und  jenseits  verschiedenen 
Druck  im  Gleichgewicht  verharren  können,  müssen  sie  eine  einseitige 
molekulare  Kraft  von  der  Wand  erfahren;  befinden  sich  die  äußeren 
Begrenzungen  des  Systemes  in  endlicher  Sntfemung  von  jenem 
Diaphragma,  so  geht  diese  Wirkung  in  die  Gleichgewichtsgleichung 
nicht  ein,  da  ihre  virtuelle  Arbeit  verschwindet 

Wir  setzen  daher,  indem  wir  wieder  (t)  mit  (0)  identifizieren 
und  den  ersten  Wert  (116')  für  benutzen, 

120)         ff'-  7.2{j:r=^''"- 

Für  ^  erhalten  wir  eine  angenähert  richtige  Form,  indem  wir 
von  der  nach  (31"  )  gebildeten  Gleichung  für  das  spezifische  Vo- 
lumen V  ausgehen'  und  schreiben 

worin  <t  den  räumlichen  thermischen  Dilatationskoeffizienten,  ß  den 
Kompressionsmodul  bei  allseitig  gleichem  Druck  bezeichnet 
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Damit  kombinieren  wir  die  Formel  (31"),  nach  welcher 

120")  d'&^r^dT--  TvadP 

ist,  und  erhalten,  indem  wir  und  in  dem  kleinen  Glied  mit  a 
auch  «o  als  konstant  annohmen, 

i7-r^/(r)-waP+Ä,  120"') 

worin  ä  die  Intej^-ationskonstante  bezeichnet. 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  wir  die  äußere  Arbeit 

zu  d'io  addieren, 

dt  ^r^dT^  va(TdF  +  Prf  T)  +  vßFdF,  121 

also  bei  ähnlicher  Annäherung 

T-  »«  TF  +  -^vßF*  +  A,  121) 

unter  h  eine  andere  Integrationskonstante  yerstaaden. 
Daraus  folgt  aber  fllr 

^  «  «  —  Tfl  +  Pö  der  Wert: 

Hierin  ist  bei  allen  in  Betracht  kommenden  Fällen  \ßP  sehr 
klein  neben  Eäns,  und  man  erh&lt  bei  seiner  YemachlAssigung 
schließlich 

^  =  ^(7')  +  Pv.  121") 

Setzt  man  diesen  Wert  bei  beidorseitip  gleichem  7',  aber  ver- 
schiedenem P  in  Formel  (120)  ein,  so  resultiert,  da  man  den  kleinen 
Unterschied  der  spezitischen  Volumina  v'^>  und  v^f>  ignorieren  kann, 


121") 


Vo  h>  (n**^  -  ^)  =  Ä  r 2  (~^)'"^ .  1 22) 


v(a) 

Die  Druckdifferenz  P<»>  —  =  p  nennt  man  den  osmotischen 
Druck  in  der  Lösung.  Man  erhält  aus  (122),  da  *'oi^o=  (^o  ^^^^ 
QqVq—  1  ist,  bei  Fortlassung  des  Iudex  {a) 

80  daß  p  als  eine  Summe  von  Gliedern  erscheint,  die  den  ver« 
schiedenen  gelösten  Substanzen  ihren  Ursprung  verdanken.  Jedes 
GUed 
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ninunt  wegen        B^fi^^  die  Form  an 
122") 

Dariii  ist  5^  die  Konstante  des  BoYLE'schen  Gesetzes  für  die 
vergaste  Substanz  (A),  (^^^  die  Dichte  derselben  innerhalb  der  Lösung. 

Der  osmotische  Druck  folgt  hiernach  also  dem  BoYLE'schen 
G^etz  mit  demselben  numerischen  Werte  der  Konstanten,  welcher 
der  vergasten  Substanz  zugehört 

Damit  ist  das  Gesetz,  welches  wir  auf  S.  61  aus  der  kinetischen 
Vorstellung  plausibel  gemacht  haben,  nun  auch  thermodynamisch, 
wenngleich  nicht  ohne  spezielle  Annahmen,  abgeleitet 
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